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Vorwort. 


Zu  der  vorliegenden  Arbeit  wurde  ich  durch  meine  BerufssteUung 
veranlasst.  Bei  meinen  Vorträgen  über  die  Differential-  und  Integral- 
rechnung an  dem  hiesigen  Polytechnikum  habe  ich  vor  allem  die  Zwecke 
der  Techniker  zu  berücksichtigen,  denen  das  Studium  der  Analysis 
vornehmlich  als  Hülfsraittel  zur  Lösung  mechanischer  Probleme  dienen 
soll.  Demnach  muss  sich  die  Untersuchung  von  vornherein  auf  eine 
engere  Umgrenzung  des  Functionsbegriftes  beschränken,  und  die  Be- 
weise der  allgemeinen  Lehrsätze  lassen  sich  vereinfachen.  Um  so  mehr 
aber  wünschte  ich,  denjenigen  unter  meinen  Zuhörern,  welche  sich 
dem  Studium  der  Mathematik  widmen,  als  Ergänzung  einen  Leitfaden 
zu  geben,  bei  welchem  die  systematischen  Partieen  der  Analysis  mehr 
zur  Geltung  kommen. 

Solch  eine  Ergänzung  scheint  mir  auch  für  einen  grösseren  Leser- 
kreis nicht  überflüssig  zu  sein,  da  auch  die  meisten  Lehrbücher  der 
höheren  Analysis  (das  neuerdings  erschienene  Werk  von  Hrn.  Lip- 
schitz  ist  hierbei  auszunehmen),  den  Zwecken  der  Anwendung  dienend, 
nur  in  unvollständiger  Weise  auf  eine  Erörterung  der  Principien 
eingehen.  Erst  in  den  Schriften ,  welche  eine  Einleitung  in  die 
Theorie  der  complexen  Functionen  geben,  lernt  der  Studirende  die 
Nothwendigkeit  principieller  Problemstellungen  kennen,  und  was  er 
vielleicht  als  Resultate  der  Analysis  zu  betrachten  sich  gewöhnt  hatte, 
erscheint  hier  aufs  neue  in  Frage  gezogen.  Diese  Scheidung  ist  sach- 
lich nicht  zu  rechtfertigen  und  didaktisch  durchaus  unzweckmässig. 
Den  Anspruch,  sie  vollständig  überwunden  zu  haben,  darf  der  nach- 
stehende Versuch  freilich  nicht  erheben.  Schon  in  der  nothwendigen 
äusseren  Eintheilung  der  vier  Bücher  wird  eine  Trennung  ersichtlich, 
die  darin  begründet  ist,  dass  in  der  Theorie  der  reellen  Functionen 
die  Voraussetzungen  viel  weiter  gefasst  sind,  als  in  der  Theorie  der 
complexen.  Doch  war  ich  neben  dem  rein  didaktischen  Zwecke  von 
dem  Wunsche  geleitet,  dass  meine  Arbeit  mit  dazu  beitragen ;  könne, 
die  Grundzüge   festzustellen,   nach  denen  eine  einheitliche  und  syste- 
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matisclie  Darstellung  der  Differential-  und  Integralrechnung  noch  zu 
erfolgen  hat. 

In  der  Auswahl  und  schliesslichen  Begrenzung  des  Inhaltes  sich 
zu  entscheiden,  war  nicht  ganz  leicht;  es  werden  die  ürtheile  darüber 
auseinander  gehen,  was  zu  den  „Elementen"  der  Rechnung  gehört. 
Meine  Absicht  ist  erfüllt,  wenn  diese  Darstellung  zur  Vorbereitung 
auf  das  Studium  der  Differentialgleichungen,  der  algebraischen  Curven 
und  schliesslich  der  algebraischen  Integrale  brauchbar  ist.  Die  Theorie 
der  Integrale  würde  sich  unmittelbar  an  das  letzte  Capitel  anschliessen 
lassen-,  doch  durfte  ich  dieselbe  nicht  mehr  aufnehmen,  da  mit  einer 
kurzen  Skizze  wenig  gedient  ist,  eine  ausführliche  Untersuchung  aber 
den  Schwerpunkt  meiner  Arbeit  gänzlich  verschoben  hätte. 

Meinem  Freunde  und  Collegen  Dr.  Voss  möchte  ich  auch  an 
dieser  Stelle  meinen  Dank  aussprechen  für  die  vielfache  Förderung, 
die  ich  bei  meiner  Arbeit  aus  dem  Interesse,  welches  er  ihr  geschenkt 
hat,  gewonnen  habe. 

Dresden,  im  Februar  1881. 
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Erstes  Buch. 
Die  reellen  Zahlen  nnd  ihre  Functionen. 

Den  Gegenstand  der  mathematischen  Untersuchungen  bilden  die 
Begriffe  des  Raumes  und  der  Zahl.  Dem  entsprechend  lassen  sich 
zwei  Hauptdisciplinen  unterscheiden:  Geometrie  und  Analysis.  Die 
Bedeutung  der  Mathematik  als  Grundlage  unserer  gesammten  Natur- 
erkenntniss  ist  damit  ausgesprochen:  denn  die  räumlichen  Vorstellungen 
enthalten  die  einfachsten  Eigenschaften,  die  allen  Dingen  in  der  uns 
umgebenden  äusseren  Welt  gemeinsam  sind;  und  das  genaue  Ver- 
gleichen oder  Messen  der  Grössen  in  der  Sinnenwelt  führt  stets  auf 
Maasszahlen;  man  bedarf  zum  Verständniss  des  Resultates  der  Lehre 
von  den  Zahlen  und  den  Zahlverbindungen. 

Die  Natur  weist  in  ihren  Erscheinungen  fortwährende  Veränderungen 
auf;  die  einfachsten  Veränderungen,  welche  wir  äusserlich  wahrnehmen, 
sind  O^tsveränderungen,  Bewegungen.  Mit  der  Vorstellung  der  Be- 
wegung ist  zugleich  die  der  Stetigkeit,  d.  h.  eines  ununterbrochenen 
Zusammenhanges  (räumlich)  und  einer  ununterbrochenen  Aufeinander- 
folge (zeitlich)  nothwendig  verbunden.  Bewegungserscheinungen  in 
ihrem  ganzen  Verlaufe  beschreiben  heisst  jeden  Zustand  in  Maasszahlen 
angeben.  Soll  also  die  Zahlenreihe  auch  zur  Beschreibung  der  Be- 
wegung dienlich  sein,  so  muss  sie  eine  stetige  oder  continuirliche  Reihe 
von  Grössen  enthalten.  Es  fällt  der  Analysis  vor  allem  die  Aufgabe 
zu:  den  Begriff  und  die  Eigenschaften  der  continuirlichen  Zahlenreihe 
zu  entwickeln. 

Erstes  Capitel. 

Die  Lehre  von  den  ganzen  und  gebrochenen  (rationalen)  Zahlen. 

1.  Die  natürliche  Zahlenreihe,  w^elche  bei  der  Hinzufügung  eines 
Dinges  zu  anderen  durch  Zählen  entsteht,  schreitet  immer  um  eine  Ein- 
heit vorwärts;  jede  Zahl  ist  durch  die  vorhergehende  und  durch  die 
Einheit  definirt.  Diese  Reihe  von  ganzen  Zahlen  lässt  sich  unbe- 
grenzt von  der  Einheit  ab  fortsetzen.  Wie  nun  jede  einzelne  Zalil  eine 
Summe  von  wiederholt  hinzugefügten  Einheiten  ist,  so  kann  aus  ver- 
schiedenen gegebenen  Zahlen  solch  eine  Summe  von  Einheiten  zusammen- 
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gesetzt  werden.  Diese  Rechnuogsoperation,  nichts  anderes  als  ein  fort- 
gesetztes Zuzählen  von  Einheitsgruppen,  heisst  addiren;  sie  umfasst 
alle  anderen  Operationen.  Es  gilt  für  sie  der  Fundamentalsatz:  die 
Summe  gegebener  Zahlen  hat  immer  denselben  Werth,  in  welcher 
Reihenfolge  auch  die  Summanden  einander  zugezählt  werden.  Die 
Wahrheit  dieses  Satzes  lässt  sich  nicht  aus  einfacheren  Begriffen  fol- 
gern; sie  wird  vielmehr  unmittelbar  aus  der  Anschauung  einer  be- 
liebigen aber  endlichen  Anzahl  von  Einheiten,  welche  die  Summe  bilden, 
erkannt.  Die  Addition  ist  immer  ausführbar,  die  Summe  stets  grösser 
als  jeder  der  Summanden. 

Aus  der  Umkehr  der  Addition  folgt  das  Problem  der  Sub- 
traction.  Dasselbe  verlangt,  wenn  Summe  und  ein  Summand  gegeben 
sind,  den  anderen  Summanden  (Differenz)  zu  berechnen;  d.  h.  von 
einer  gegebenen  Zahl  (Minuend)  so  viele  Einheiten  abzuzählen,  als  die 
andere  Zahl  (Subtrahend)  enthält.  Dies  ist  nur  dann  ausführbar,  wenn 
der  Minuend  grösser  ist  als  der  Subtrahend.  Im  Falle  dass  beide  ein- 
ander gleich  sind  (gleichviel  Einheiten  enthalten),  bezeichnen  wir  das 
Resultat  mit  0.  Der  Zahlbegriff  0  ist  also  definirt  durch  die  Gleichung 
a  —  a  =  0.  Für  die  Rechnung  mit  0  erhält  man  hieraus  die  Glei- 
chungen: a  '\-  0  =  üy  a  —  0  =  a, 

2.  Eine  Summe  bilden,  bei  der  die  einzelnen  Summanden  gleich 
derselben  Zahl  a  sind,  und  die  Anzahl  der  Summanden  gleich  Z>,  heisst 
die  Zahl  a  mit  h  multipliciren.  Das  Resultat  wird  ein  Vielfaches 
von  a  genannt.  Man  kann  aber  a  und  h  ohne  Unterscheidung  als 
Factoren,  das  Resultat  schlechtweg  als  Product  bezeichnen,  weil  für 
die  Multiplication  von  zweien  sowohl  als  mehreren  Zahlen  der  aus  dem 
Begriff  der  Sumraation  zu  beweisende  Fundamentalsatz  gilt:  Das  Pro- 
duct gegebener  Zahlen  hat  immer  denselben  Werth,  wie  auch  die 
Factoren  vertauscht  oder  in  Gruppen  zusammengefasst  werden*).  Die 
Multiplication   ist  immer  ausführbar. 

Aus  der  Umkehr  der  Multiplication  folgt  das  Problem  der 
Division.  Dasselbe  verlangt,  wenn  das  Product  und  ein  Factor  ge- 
geben ist,  den  anderen  Factor  zu  berechnen;  d.  h.  diejenige  Zahl 
(Quotient)  zu  finden,  welche  mit  der  einen  gegebenen  Zahl  (Divisor)  multi- 
plicirt  ein  Product  gleich  der  anderen  Zahl  (Dividend)  liefert.  Diese 
Forderung  ist  unausführbar,  wenn  der  Dividend  nicht  ein  Vielfaches 
vom  Divisor  ist.  Ist  a  der  Divisor,  h  der  Dividend,  so  besteht,  wenn 
a  ^hf  immer  eine  Gleichung  der  Form: 

h  =  a  .  q  -^  Ty 
wobei  r  (der  Rest)  eine  Zahl  aus  der  Reihe  0,  1,  2  •  •  •  a  —  1  sein  muss. 


•)  Die  Beweise  der  Lehrsätze  für  rationale  Zahlen  sollen  hier  nicht  ausgeführt 
werden:  sie  finden  sich  in  Baltzer,  Die  Elemente  der  Mathematik  Bd.  I. 
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Zwei  Zahlen  können  Vielfache  einer  dritten  Zahl  sein;  dieselbe 
ist  alsdann  gemeinsamer  Theiler  beider.  Zwei  Zahlen,  welche  keinen 
gemeinsamen  Theiler  (ausser  der  Einheit)  besitzen,  heissen  relativ 
prim.  Absolut  prim  wird  eine  Zahl  genannt,  welche  durch  keine 
andere  (mit  Ausnahme  der  Einheit)  theilbar  ist.  Diese  Unterscheidung 
von  theilbaren  und  primen  Zahlen  liefert  den  wichtigen  Lehrsatz :  Jede 
Zahl  kann  nur  auf  eine  einzige  Weise  als  Product  von  absoluten  Prim- 
zahlen dargestellt  werden;  während  die  Untersuchung  über  die  Theil- 
barkeit  einer  Zahl  auf  der  schon  von  Euklid  angewandten  Regel 
basirt:  Der  grösste  gemeinsame  Theiler  zweier  Zahlen  a  und  h  (wobei 
6  >  a)  wird  ermittelt,  indem  man  durch  fortgesetzte  Division  die 
Gleichungen  bildet: 

&  =  ag  +  r,  a  =  rq^^-\-  r^,  r  =  r,  g'2  +  **2  "•  s«  w. 
Der  Divisor  der  letzten  Division,  welche  keinen  Rest  mehr  liefert, 
ist  der  grösste  gemeinsame  Theiler  von  a  und  h. 

3.  Die  drei  ersten  Rechnungsoperationen  an  Summen  und  Differenzen 
ausgeführt,  ergeben  folgende  Gleichungen: 

r(a  +  6)  +  (c  +  fZ)  =  a  +  &  +  c  +  c^ 
l(a  +  &)  —  (c  +  ^)  =  a  +  &  -  c  —  ^ 
(a  +  &)  +  (c  —  Jj  =  a  +  6  +  c  —  fZ 
(a  -^l)  ~  {c  ~  d)  =  a  ■\-l  —  c  -\-  d 
{{a  —  l)  -\-  {c  —  d)  =  a  —  l  -^  c  ~  d 
\{a  —  h)  —  (c  —  d)  =  a  —  b  —  c  +  d 
(IL)  {a-\-h)c==ac-}-hCj  (a  —  h)  c  =  ac  —  hc 

{a  -\-  b)  (c  +  d)  =  ac  -\-  bc  -}-  ad  -{-  bd 

(IIL)  (a  +  b)  {c  —  d)=ac+bc  —  ad—  bd 

{a  —  b)  {c—  d)  r=  ac  —  bc  —  ad  -\-bd. 

Bei  diesen  Gleichungen  ist  vorausgesetzt,  dass  die  auf  den  linken 
Seiten  stehenden  Differenzen  ausführbar  sind;  dabei  kann  auch  die 
Zahl  0  auftreten.  Ein  Product,  welches  den  Factor  0  enthält,  wird 
also,  wie  die  Gleichungen  (II)  und  (III)  lehren,  selbst  gleich  0.  Um- 
gekehrt folgt  aus  den  nämlichen  Gleichungen,  dass  ein  Product  nie- 
mals gleich  0  sein  kann,  wenn  nicht  ein  Factor  den  Werth  0  hat. 

Die  Gleichartigkeit  der  Resultate  bei  den  Rechnungen  mit  Summen 
und  Differenzen  lässt  es  zweckmässig  erscheinen,  die  Differenz  von 
vornherein  als  eine  Summe  aufzufassen,  und  zwar  die  Differenz  a  —  b 
als  eine  Summe  von  a  vorhandenen  resp.  zuzuzählenden  und  b  weg- 
zunehmenden Einheiten,  oder  in  besserer  Bezeichnung  von  a  posi- 
tiven und  b  negativen  Einheiten.  Die  Einführung  der  negativen 
Einheit  gestattet  auch  mit  solchen  Differenzen  zu  rechnen,  bei  denen 
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der  Minuend  kleiner  als  der  Subtrahend  ist.  Es  stellt  alsdann  (wenn 
a  <i  h)  die  Zahl  a  —  h  einen  Ueberschuss  von  negativen  Einheiten 
dar,  und  zwar  von  so  vielen,  dass  (b  —  a)  -\-  (a  —  6)  =  0. 

In  der  Natur  existiren  für  sich  betrachtet  weder  positive  noch 
negative  Zahlen;  es  existiren  nur  zählbare  Dinge.  Die  Unterscheidung 
von  positiven  oder  negativen  Zahlen  —  Bezeichnungen,  die  nur  im 
Gegensatze  zu  einander  verstanden  werden  können  —  hat  auch  nur 
für  die  Operation  des  Addirens  und  damit  für  alle  anderen  Rech- 
nungsoperationen eine  Bedeutung,  Bei  Anwendung  der  Rechnung 
auf  physische  Probleme  ist  es  aber  häufig  sehr  zweckmässig,  Grössen, 
mit  denen  gerechnet  wird,  im  Sinne  der  positiven  und  negativen  Ein- 
heit zu  unterscheiden. 

Mit  Hülfe  der  negativen  Einheit  ist  jede  Subtraction  ausführbar, 
weil  nun  ausser  der  Reihe  der  positiven  Zahlen  eine  unbegrenzte  Reihe 
von  negativen  eingeführt  ist;  zwischen  beiden  bildet  die  Null  die 
Scheide.  Die  übrigen  Operationen  mit  negativen  Zahlen  sind,  da  wir 
fordern,  dass  sich  dieselben  den  Regeln  für  Differenzen  überhaupt  ein- 
ordnen soIIqu,  durch  die  Gleichungen  (I)  (II)  (III)  gegeben.  Insbe- 
sondere folgt,  dass  das  Product  von  zwei  negativen  Zahlen  das  positive 
Vorzeichen  erhält.  Durch  die  Umkehr  der  Multiplication  sind  auch 
die  Zeichenregeln  für  die  Division  mit  positiven  und  negativen  Zahlen 
bestimmt. 

4.  Damit  die  Operation  des  Dividirens  in  allen  Fällen  ausführbar 
werde,  muss  die  positive  oder  negative  Einheit  in  Untereinheiten  zer- 
legt werden;  es  genügt  den  Zahlbegriff  +  y  einzuführen,  bei  welchem 

h  jede  ganze  Zahl  sein  kann.  Denn  soll  das  Zeichen  ^  diejenige  Zahl 
bedeuten,  welche  mit  h  multiplicirt  1  giebt,  so  wird  das  «fache  dieser 
Zahl    den   Wertli   von    ,-  darstellen.     Wiederum  gilt  die   Bemerkung, 

dass  in  der  Natur  keine  gebrochene  Zahl  existirt,  dass  vielmehr  auch 
dieser  Begriff  nur  in  Bezug  auf  Zahlverbindungen  einen  Sinn  hat. 

Jeder  Bruch  kann  durch  einen  anderen  ersetzt  werden,  dessen 
Nenner  ein  Vielfaches  vom  ursprünglichen  Nenner  ist: 

b  btti 

a  aui 

Mit  Hülfe  dieser  Umformung  leitet  man  die  Regel  ab: 

h    ,    ^ bttj  +  b,a 

a  —  a,  atti 

Femer  folgt  aus  dem  Begriff  der  Multiplication: 

b      ^  bc 
a  a 

Unt<;r    der    Multiplication    eines    Bruches    -    mit   einem  anderen       ' 
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versteht  man  iü  Analogie   mit  dieser  letzten  Gleichung  die  Theilung 
des  Bruches    durch   «j   und    die  Multiplication  dieses  Theiles  mit   Z^^; 


daraus  folgt: 

b      hi_  ^  bb, 


Bei    dieser   Definition    bleibt   der  Fundamentalsatz    der   Multiplication 
bestehen.     Durch  Umkehr  erhält  man  die  Gleichung  der  Division: 

b  ^  bi   Z)a, 

Demnach  lassen  sich  nun  auch   die  Gleichungen  für  die  Summen  und 
Differenzen  vervollständigen: 

/jTTv    «i^  ^_i^         ^i&  ^        [        b 

(^iv)  — ^— ---  ±7»     '^±d  ~  c±d  ±7±¥' 

Diese  Gleichungen  erleiden  aber  eine  sehr  zu  beachtende  Aus- 
nahme: die  im  Nenner  stehende  Differenz  darf  nicht  Null  sein;  eine 
Division  ist  unmöglich,  wenn  der  Divisor  gleich  Null  ist.  Denn  ist 
der  Dividend  von  Null  verschieden,  so  existirt  keine  Zahl,  welche  mit 
Null  multiplicirt,  ein  Product  gleich  jenem  liefert,  weil  ein  Product, 
dessen  einer  Factor  Null  ist,  verschwindet;  ist  aber  der  Dividend  eben- 
falls gleich  Null;  so  ist  der  Werth  des  Quotienten  völlig  unbestimmt; 
mit  solch  einer  ganz  unbestimmten  Zahl  kann  nie  gerechnet  werden. 

Den  Begriff  der  ganzen  und  gebrochenen  Zahlen  fasst  man  unter 
dem  Ausdrucke:  rationale  Zahlen  zusammen.  Durch  Anwendung 
der  vier  Species  auf  dieselben  erhält  man  immer  wieder  rationale  Zahlen. 
Ihre  Reihe  ist  unbegrenzt:  zwischen  zwei  Zahlen  lassen  sich,  wie  eine 
fortgesetzte  Theilung  zeigt,  noch  beliebig  viele  rationale  einschalten, 
oder  mit  anderen  Worten  ausgedrückt:  es  bildet  eine  Reihe  von  ratio- 
nalen Zahlen,  welche  durch  eine  beliebig  oft  wiederholte  aber  endliche 
Anzahl  von  Theilungen  gewonnen  ist,  niemals  ein  Continuum. 


Zweites  Capitel. 

Die  Lehre  von  den  irrationalen  Zahlen,   insbesondere  von  den 

"Wurzelgrössen. 

5.     Aus    der    wiederholten  Multiplication    stellt  man    eine    fünfte 

Operation,  das  Potenziren,   her.     ("j  bedeutet  ein  Product,  welches 

aus  n  (Exponent)  Factoren  besteht,   von  denen  jeder  gleich  ~  (Basis) 

ist.  Eine  positive  Basis  bringt  nur  positive  Werthe  der  Potenz  her- 
vor, eine  negative  liefert  positive  oder  negative,  je  nachdem  der  Expo- 
nent eine  gerade  oder  ungerade  Zahl  ist.  Das  Potenziren  ist  inner- 
halb der  Gesammtheit  der  rationalen  Zahlen  immer  ausführbar. 
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Aus  einer  Umkehr  des  Potenzirens  geht  die  Aufgabe  der  Wurzel- 
bestimmung, das  Radiciren,    hervor.     Es   sei    gegeben   die   positive 

Zahl  ^,  wobei  a  und  5  relativ  prim  zu  einander  sind;  man  sucht  eine 

positive  Zahl  x,  welche  die  Eigenschaft  hat,  dass  für  ein  gegebenes  n 

X*  ==  Y    ^^^-     Positiv   wollen   wir  zunächst    die  Zahl    ,     voraussetzen, 

weil,  w^nn  sie  negativ  wäre,  bei  geradem  Exponenten  die  Wurzel- 
bestimmung mit  unserem  bisherigen  Zahlbegriffe  überhaupt  nicht  aus- 
geführt werden  kann,  während  bei  ungeradem  Exponenten  die  wte  Wurzel 

aus  dem  positiven  Werthe  von  -,-  nur  mit  dem  negativen  Vorzeichen 

zu  nehmen  ist.  Desgleichen  ist  von  vornherein  zu  bemerken ,  dass  bei 
positivem  Radicand  und  geradem  Exponenten  der  Wurzel  das  positive 
wie  das  negative  Zeichen  gegeben  werden  kann.  Sonach  haben  die 
nachfolgenden  Betrachtungen  blos  die  Werthbestimmung  selbst  dar- 
zuthun. 

Wenn    ein   Bruch    x  ==  ^    mit    der    Eigenschaft    existirt,    dass 

-^  =  y- ,  oder  öjp"  =  aq^ ,  so  muss,  da  a  und  h  stets  als  relativ  prim 

vorausgesetzt  werden  dürfen,  zufolge  des  Satzes  über  die  eindeutige 
Zusammensetzung  jeder  Zahl  aus  Primzahlen,  die  Gleichung  zerlegt 
werden  in: 

a  =  p"  j     h  =  q^. 

Ein  positiver  Bruch  ist  also  nur  dann  gleich  der  nien  Potenz 
eines  positiven  Bruches ,  wenn  sowohl  sein  Zähler  wie  sein  Nenner 
gleich  der  niew  Potenz  einer  ganzen  Zahl  ist;  insbesondere  kann  eine 
ganze  Zahl  nie   gleich  der  nten  Potenz  eines  Bruches  sein;   denn   ist 

J)  =  \^   so   muss    auch  5' =  1    sein.     Die  Entscheidung  ob    ,    gleich 

der  wten  Potenz  einer  rationalen  Zahl  ist,  wird  demnach  so  zu  fällen 
sein,  dass  man  die  Reihe  der  nten  Potenzen  der  ganzen  Zahlen  bildet 
und  entscheidet,  ob  a  und  h  in  derselben  enthalten  sind. 

Hieraus  wird  ersichtlich,  dass  die  Wurzelausziehung  aus  positiven 
rationalen  Zahlen  mit  Hülfe  der  rationalen  Zahlen  allein  nicht  ohne 
Ausnahme  ausführbar  ist;  sie  führt  vielmehr,  ähnlich  wie  die  Probleme 
der  Subtia(  tioii  und  Division,  einen  neuen  Begriff  in  die  Zahlenlehre 
ein.  Seine  Darstellung  geschieht,  nach  Euklid 's  Methode  der  Ein- 
schliessung  in  Grenzen,  auf  folgende  Weise: 

Ist  <5  eine  beliebige  rationale  Zahl,  so  giebt  es  in  der  unbegrenzt 
fortsetzbaren  Reihe  von  Brüchen 

0,    -^  ,    "  ,    '^ —  •  •  •       {n>  a) 


Irrationale  Zahlen.  7 

sicher  zwei   auf  einander   folgende   a  =  -   und  ß  =  ^"^     ,    so    dass : 

ß"  <  y  <  /3«. 

Die  Differenz  ß  —  a  ist  bleich    -  •     Ist  nun   ö'   eine  andere  Zahl 

grösser  als  6,  so  werden  sich  zwischen  die  Brüche  a  und  ß  Brüche 
mit  dem  grösseren  Nenner  ö'  einschalten  lassen ,  was  durch  die  Auf- 
einanderfolge : 

Q         X  X-\-  i  y,  p-j-1 

a  '      ff'   '         0'  ff'  '  ff 

angedeutet  sei.  Es  muss  in  dieser  Reihe  zwei  aufeinanderfolgende 
Werthe  a,  und  ß^  geben,  so  dass: 

wobei  dann  «j  >  a  (höchstens  gleich  a,  falls  gerade  das  erste  Intervall 
den  gesuchten  Werth  einschliessen  sollte)  und  ß^  <i  ß  (höchstens  gleich 
ß,   falls    das    letzte   Intervall    genommen    werden   raüsste).     Immer  ist 

die  Differenz  /J,  —  «,  kleiner  als  —  •  Denn  die  Differenz  zwischen  dem 
ersten  und  letzten  Werthe  der  Reihe  ist  —  ;  die  Zwischenglieder  haben 

also  untereinander  kleinere  Unterschiede. 

Indem  man  dieses  Verfahren  mit  einem  neuen  Nenner  a"  >  a' 
fortsetzt,  bekommt  man  zwei  neue  Brüche  a.^  und  /^g,  deren  Differenz 

kleiner  wird  als     ,,  und  so  fort.    Dabei  wird  sich  entweder  schliesslich 
ff  ' 

eine  Zahl  ergeben,   welche  die  Eigenschaft  hat,  dass  ihre  wte  Potenz 

oleich -,-  ist:  dann  ist  -,     so    beschaffen,    dass    es    eine    rationale    nie 

Wurzel  besitzt,  und  zwar  eine  solche,  die  sich  gerade  durch  einen 
der  Nenner  ö ,  a\  .  .  darstellen  lässt,  oder  es  setzen  sich  die  beiden 
Reihen  unbegrenzt  fort,   die  der  unteren  Grenzen: 

«   <   «j    <   «2   •   •   •    <   «^  •   •   •    <   «/u-f»-  •   •   • 

und  die  der  oberen  Grenzen: 

Die  beiden  Reihen  besitzen  folgende  Eigenschaften :  Wiewohl  die 
Reihe  der  «  unbegrenzt  fortsetzbar  nur  wachsende  Zahlen  enthält,  die 
der  ß  nur  abnehmende  (dass  dazwischen  auch  das  Gleichheitszeichen 
auftreten  kann,  stört  die  Betrachtung  nicht),  so  ist  doch  jedes  cc 
kleiner  als  jedes  ß.  Ferner  können  die  stets  positiven  Differenzen 
ßi^i^r  —  «^/+)>  «ju-fi  —  «,/<,  ß/ii  —  ßn+v  für  jeden  Werth  von  v  kleiner 
gemacht  werden,  als  jeder  beliebig  gegebene  noch  so  kleine  Werth, 
dadurch  dass  man  nur  die  Glieder  in  der  Reihe  aufsucht,  für  welche 
ft  einen  entsprechend  grosgen  Werth  hat.    Wenn  nämlich  diese  Diffe- 
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renzeii  kleiner  sein  sollen  als  d,  so  hat  man  die  Stellen  «^<  und  ß^  zu 
bestimmen,  für  welche  bereits 

ßu  —  Uu  <  d. 
Dann  wird  auch  zufolge  der  angegebenen  Ungleichungen  für  jedes  v: 

Die  Zahlen  der,  unbegrenzten  Reihe  der  a,  und  ebenso  die  der 
Keihe  ß  haben  die  Eigenschaft,  dass  ihre  nien  Potenzen  dem  Werthe 

~  immer  näher  kommen,    so  dass  sie   sich  schliesslich  beliebig  wenig 

von  ihm  unterscheiden.  Hieraus  ersieht  man,  dass  auch  die  Zahlen  a 
und  ß  selber  sich  einer  bestimmten  Grösse  mehr  und  mehr  nähern, 
welche,  auch  wenn  sie  unter  den  rationalen  Zahlen  nicht  vorhanden 
ist,  doch  ein  Zahlenwerth  genannt  wird,  weil  sie  durch  eine  ganz  be- 
stimmte Rechnungsoperation  mit  einer  rationalen  Zahl  verknüpft  ist. 
Man    bezeichnet   die  Grösse   als    den  Grenzwert h    der    Reihen    a 

und  /3;  sie  wird  in  der  Form  y   ^  geschrieben. 

Ist  die  Grösse  eine  rationale  Zahl,  so  ist  diese  Darstellung  als 
Grenz werth  lelligliiih  durch  die  Wahl  der  Nenner  (?,  6,  (?"•••  beding 

hierher  gehören  alle  periodischen  Decimalbrüche.  —  ist  z.  B.  der  Grenz- 

o 

werth  von: 

0,3;     0,33;    0,333;    0,3333    u.  s.  w.; 

ebenso  ist  nach  der  geometrischen  Progression  2  der  Grenzwerth  von: 

M  i+i;^  i+'+(iy;  i+:+(!y+(iy'---- 

Durch  geeignete  Wahl  des  Nenners  kann  also  für  solche  Werthe 
auch  eine  rationale  Form  ausfindig  gemacht  werden.  Ist  aber  der 
Werth  keine  rationale  Zahl,  was  sich  bei  einer  Wurzelbestimmung 
nach  dem  gleict  ailtangs  ausgesprochenen  Safze  voH  vornherein  ent- 
scheiden lässt,  so  ist  solch  eine  Darstellung  als  Grenzwerth  einer  Reihe 
die  einzig  mögliche,  die  sich  überhaupt-  für  die  Zahl,  welche  eine 
irrationale  heisst,  geben  lässt.  Diese  Darstellung  und  Definition 
umfasst  also  ausser  den  rationalen  eine  neue  Classe,  nämlich  die 
irrationalen  Wurzelgrössen ;  sie  umfasst  al^er,  wie  später  gezeigt  werden 
soll,  noch  mehr  als  die  Wurzelgrössen  aus  Brüchen.  Zugleich  mächt 
dieses  'Verfahreu  der  Bestimmung  einer  Wurzel  darauf  aufmerksam, 
was  eigentlich  unter  der  Berechnung  einer  Zahl ,  welche  eine  gegebene 
Eigenschaft  erfüllen  soll,  nunmehr  zu  verstehen  ist.  Es  l^ann  im  all- 
gemeinen nicht  verlangt  werden,  dass  diese  Zahl  in  endlicner  ge- 
schlossener Form  angegeben  wird ,  vielmehr  erkennt  man:  Eine  Zaid, 
welche  eine  bestimmte  Eigenschaft  in  Bezug  Quf  andere  gegebene  Zahlen 
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hesitztj  berechnen,  heisst  eine  unbegrenzt  fortsetzhare  Reihe  von  ratio- 
nalen Zahlen  finden,  welche  die  Eigenschaft  der  gesuchten  Zahl  mit 
immer  grösserer  Annäherung  erfüllen,     f 

Nun  entsteht  die  Frage,  wie  man  iSrtah  mit  solchen  Zahlen  zu 
rechnen  hat,  wie  irrationale  Zahlen  addirt,  multiplicirt  u.  s.  w.  werden. 
Das  sollen  die  folgenden  Untersuchungen  lehren,  denen  wir  die  zuletzt 
gewonnene  Erkenntniss  noch   etwas  verallgemeinert  zu  Grunde   legen. 

0.  Definition:  Unter  dem  allgemeinen  Zahlhegriffe  ist  eine  nach 
irgend  welcher  Vorschrift  unbegrenzt  fortsetzbare  Beihe  {oder  Folge)  von 
positiven  oder  negativen  rationalen  Zahlen: 

«,  «,,  «2,  ...  a^,  ...  a^+v  .  .  . 
zu  verstehen,  welche  die  Eigenschaf\m  hat,  dass  erstens  die  einzelnen 
Zahlen  derselben  ihrem  absoluten  Betrage  nach  {d.  h.  (wgesehen  vom 
Vorzeichen)  einen  bestimmten  Werth  nicht  ,  überschreiten ,  und  dass 
zweitens  zu  jeder  beliebig  Ideinen  vorgegebenen  Zahl  8  eine  Zahl  a^, 
innerhalb  der  Beihe  gefunden  werden  lann,  so- dass  die  Differenz  aller 
folgenden  Zahlen  cc/^+v  —  ccjn  ihrem  absoluten  Betrage  nach  Meiner  als 
d  ivird.  Von  solch  einer  Reihe  sagen  wir,  sie  besitzt  einen  Grenz- 
werth. 

Die  Eigenschaft,  dass  von  einer  Stelle  ab  die  Glieder  nur  wachsen 
oder  nur  abnehmen,  (wie  das  vorhin  bei  den  Reihen  a  und'  ß  der  Fall 
war),  nehmen ^wir^  in  die  Definition  nicht  auf.  Aber  es  ist  wichtig 
zu  bemerken,  dass  für  solche  Reihen  der  Satz  gilt: 

Wenn  in  der  Reihe 

a,  «1,  ß.^,  ...  a^,,  ...  a^^j^r,  .  .  . 
die  Glieder  npr  wachsen  (oder  nur  abnehmen),  und  eine  obere 
Grenze  sich  angeben  lässt,  welche  von  den  Gliedern  nicht  überschritten 
wird),  (resp.  eine  untere  Grenze,  unter  welche  sie  nicht  herabsinken), 
so  besitzt  solch  eine  Reihe  immer  einen  Grenzwerth,  d.  h.  die  in  der 
Definition  ausgesprochenen  beiden  Eigenschaften  sind  vorhanden.      ' 

Denn  würden  die  Diff'erenzen  «^4.1  —  a^,  a^^^^  —  k^  .  .  .  nicht 
kleiner  gemacht  werden  können  als  eine  beliebig  kleine  Zahl  d,  sondern 
stets  grösser  sein  als  eine  angebbare  Zahl  d,  so  wäre 

«a+v  —  cc/^>  vd    oder     «^.^^  ^  «^,  +  ^^^; 
durch  Vergrösserung  von  v  würde   also  «^^.,  über  jede  Grenze  hinaus 
wachsen. 

Von  einer  Reihe,  deren  Glieder  numerisch  unter  jeden  angebbaren 
Werth  sinken,  sagt  mau,  sie  hat  den  Grenzwerth  Null;  damit  ist  auch 
die  Null,  was  von  Wichtigkeit  ist,  in  diesen  allgemeinen  Zahlbegriff 
aufgenommen. 

Eine  Reihe,  welche  nicht  den  Grenzwerth  Null  hat,  besitzt,  wenn 
sie  die  ausgesprochenen  beiden  Eigenschaften  erfüllen  soll,   von  einer 
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bestimmten  Stelle  ab  entweder  nur  positive  oder  nur  negative  Glieder. 
Denn  haben  a^  und  «^_|.v  verschiedene  Zeichen,  so  ist  die  Differenz 
cc^^^^  —  cc^^  ihrem  absoluten  Betrage  nach  nicht  kleiner  als  die  grössere 
der  beiden  Zahlen,  sie  wird  also  kleiner  als  d  nur  dann  werden  können, 
wenn  die  Reihe  der  «  die  Null  zur  Grenze  hat. 

7.  Man  rechnet  mit  den  so  definirten  Zahlen,  indem  man  auf 
die  Glieder  der  sie  darstellenden  Reihen  die  Rechnuugsoperationen  an- 
'^^^nÖet,  weil  nämlich  der  Grenzwerth  stets  durch  ein  Reihenglied  mit 
beliebiger  Annäherung  ersetzt  werden  kann,  und  somit  die  vorhin  auf- 
gestellte Forderung  der  Berechnung  erfüllt  wird.  Es  seien  gegeben 
die  Reihen: 

«,  «1,  «2;  •  •  •  «/u,  .  .  .     und     /3,  ^1,  ^2?  •  •  •  /^yu  .  .  .; 
jede  dieser  Reihen   repräsentirt  eine  Zahl,   was   man  symbolisch  aus- 
drücken kann: 

A  =  Lim(«»),     B  =  Lim(j3^). 

Nach  Anwendung  der  Addition  folgt,  dass 

«  ±  /^>  ^i±ßn  ^2  ±  Z^?'  •  •  •  ^/^-iißfi  •  •  • 
eine  neue  Reihe  bilden  wird,  welche  die  zur  Darstellung  einer  Zahl 
nothwendigen  beiden  Eigenschaften  erfüllt.  Denn  wenn  abs  [a/^^v—cc/n]  <d 
und  abs  [/3^+v  —  ßiu]  <C  ^ ,  so  ist  der  absolute  Betrag  der  Differenz 
zweier  Glieder  der  neuen  Reihe  kleiner  als  2d,  denn  4ie  Beträge  von 
«^+v  und  /3^_|_K  sind  höchstens  um  die  Grösse  d  im  Vergleich  zu  a^c  und 
ßu  gewachsen  oder  vermindert.  Der  Grenzwerth  dieser  neuen  Reihe 
unterscheidet  sich  aber  von  der  Summe  (oder  der  Differenz)  der  ge- 
gebenen beiden  Grenzwerthe  um  weniger  als  eine  beliebig  kleine  vor- 
gegebene Zahl,  weil  die  Grössen  «^t  und  /3^<  von  diesen  Grenzwerthen 
beliebig  wenig  abweichen;  d.  h.  der  Grenzwerth  der  neuen  Reihe  ist 
gleich  der  Summe  (Differenz)  der  gegebenen  Zahlen  A  und  B. 
Wir  fassen  diesen  Gedanken  in  Formel  durch  die  Gleichung: 

(I)  Lim  («,,)  4-  Lim  (ft,)  =  Lim(a^,  4:  AO- 

Es  ergiebt  sich  hier  bei  der  Subtraction  der  Specialsatz:  Zwei 
Zahlenreihen,  welche  denselben  Grenzwerth  darstellen,  liefern  bei  ihrer 
Subtraction  eine  Zahlenreihe,  deren  Grenze  Null  ist;  und  umgekehrt: 
Zwei  Zahlenreihen,  deren  Differenz  den  Grenzwerth  Null  besitzt,  stellen 
denselben  Werth  dar.  Dies  ist  als  die  Definition  für  die  Gleichheit 
zweier  Zahlen  zu  betrachten.  Die  ursprüngliche  Definition:  Zwei 
rationale  Zahlen  sind  einander  gleich,  wenn  sie  dieselbe  Anzahl  von 
Einheiten  (oder  Bruchtheilen  der  Einheit)  enthalten,  ist  dieser  für  die 
allgemeine  Zahl  geltenden  ^Definition  untergebrcfnetf 

De&^eicli^h  folgt  nach  Anwendung  der  Multiplication ,  dass 

«/3,   «1^1,   «2/^2;  •  •  •  «/^ft^  •  •  • 
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eine  neue  Reihe  bildet,  welche  die  verlangten  Eigenschaften  ebenfalls 
erfüllt.     Denn  das  Product, 

ist,  wenn  die  Beträge  von  «^^  und  /3^  höchstens  um  d  vermehrt  oder 
vermindert  sind  ,^  auch  nur  höchstens  um  den  Betrag  a^<d  +  /3^d+  ö"^ 
geändert,  und  dieser  Werth  wird,  da  für  a  und  ß  eine  obere  Grenze, 
welche  sie  nie  überschreiten,  vorhanden,  Ö  aber  beliebig  klein  ist, 
selbst  durch  Wahl  von  ft  beliebig  verkleinerj;.     Also  ist 

(II)  Lim  (a^)  •  Lim  (/3^)  =  Lim  («^  •  /3^,). 

Durch  Division  erhält  man  die  neue  Reihe: 

^^  ?"'  IT'  IT  ■■■  'ß~"'- 

Schnessf  man  den  Fall  aus,  dass  der  Grenzwerth  der  Divisorreihe 
gleich  Null  ist,  dass  also  die  ß  unter  jeden  angejbBaren  Werth  herunter- 
gehen ,  so  besitzen  diese  Quotienten  einen  oberen  Werth ,  den  sie 
sicher  nicht  übersteigen;  und  wenn  die  Beträge  von  «^  und  ß^i  um  d 
geändert  sind,  so  ist  die  Differenz: 

eine  ZaKl,  welche  ihrem  Betrage  nach  beliebig  klein  ist.     Es  ist  also 

Lim  (cc„)  ,  ,      /  ci„\ 

Desgleichen  ergiebt  sich  für  das  Potenziren  mit  positiv  ganzem  Ex- 
ponenten aus  der  Gleichung  (II) 

.(IV)  [Lim(a,)]'.=  Lim(a;) 

und  daraus  für  die  Wurzelausziehung  aus  einer  positiven  Zahl,  aus 
einer  Zahl  also,  bei  welcher  die  definirende  Reihe  von  einer  Stelle  ab 
nur  positive  Glieder  enthält: 

(V)  j/^Lim  (a^)  =  Lim  (p^)  . 

Diese  beiden  letzten  Gleichungen  sagen  wiederum  nichts  anderes  aus, 
als  dass  eine  rationale  oder  irrationale  Zahl  mit  beliebiger  Annäherung 
potenzirt  oder  radicirt  wird,  indem  man  diese  Operationen  auf  eine 
dem  Werthe  beliebig  nahe  kommende  Zahl  der  definirenden  Reihe 
ausführt.  ,  u      i.    '     i  ~  \   .  ^t^  ' 

Es  ist  zweckmässig  nach  dem  Vorgange  von  Newton  Potenzen 
mit  ganzzahligen  negativen .  Exponenten  einzuführen  auf  Grund  der 
Gleichung,  mag  m  ^  n  sein: 
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^      =  A"'~"  = • 

A"  A'"-"  ' 

(insbesondere  bedeutet  dann  A"  für  jedes  A  den  Wertli  1),  sowie 
Potenzen  mit  gebrochenem  Exponenten  auf  Grund  der  Gleichung,  die 
für  ganze  Exponenten  besteht: 

Da  nämlich  j/Ä  die   Zahl   ist,   welche  auf  die  nie  Potenz  erhoben  A 


giebt,    so  lässt  sich  mit  Benutzung  dieser  Regel  yk=  A"  setzen;  es 

/       1    \;t  n  rn 

ist  \A  "  /  =  A  "=  A^ ,  j  A  "r  =  j/fK"' .  Diese  Definition  mit  gebrochenem 
Exponenten  ist  aber  zunächst,  damit  die  Rechnung  allgemein  aus- 
führbar bleibt,  auf  eine  positive  Basis  beschrankt. 

Der  Definition  einer  Potenz  mit  irrationalem  Exponenten  stelle 
ich  folgende  an  sich  wichtige  Ueberlegung  voraus: 

Jede  Zahl,  welche  durch  eine  Reihe  von  irrationalen 
Zahlen  dargestellt  ist,  kann  auch  durch  eine  Reihe  von 
rationalen  Zahlen  ausgedrückt  werden.     Denn  ist 

Aj,    A.>,    A3,    ...    Au;    •   •   .    A^t-j-r,    .    .   . 

die  Reihe  von  irrationalen  Grössen  mit  den  nothwendigen  Eigenschaften, 
die  Grössen  A  mögen  durch  irgend  welche  Rechnungsoperation  z.  B. 
als  Wurzeln  definirt  sein,  so  denke  man  sich  zwei  Reihen  von  ratio- 
nalen Zahlen  gebildet 

ß\}  ß'iy  ß-A}  '  '  '  fto   •  .  .  ßfi+ri  '  '  '} 

«1;  0^2'  «3J  •  •  •  ^V'  •  •  •  ^^f^+''>  '  •  y 
von  denen  die  Reihe  der  ß  wijlkürlich,  doch  so  gewählt  sei,  dass  sie 
den  Grenzwerth  Null  hat,  während  jede  Zahl  «^^  so  angenommen 
werde,  dass  abs.  [A^  —  a^]  <  /3^.  Alsdann  repräsentirt  die  Reihe  a  den- 
selben Grenzwerth  wie  die  erste  Reihe.  Ueberhaupt  ist  hiermit  ein' 
Verfahren  angegeben,  um  aus  einer  Reihe  irgend  eine  andere  mit  dem 
nämlichen  Grenz werthe  zu  bilden. 

Dem  bisherigen  gemäss  ist  unter  der  Potenz  mit  beliebigem  irra- 
tionalem Exponenten  E,  der  durch  die  Reihe 

definirt  ist,  der  Grenzwerth  der  Reihe 

A*,  A'\  A'%  ...AV  ... 
zu  verstehen,  deren  Glieder  die  verlangten  beiden  Eigenschaften  erfüllen. 
Denn  es  ist 

a^"+--a^'  =  aV(a*-i). 

Dass  der  absolute  Betrag  dieser  Grösse  bo-liebig  klein  gemacht  werden 
kann,   erhellt   aus  der  Eigenschaft,   dass  A^  =  1  wird,  und  lässt  sich 
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folgendermassen  in  Evidenz  setzen.  Denkt  man  sich  unter  d  einen 
positiven  rationalen  Bruch,  dessen  Zähler  1,  dessen  Nenner  eine  be- 
liebig grosse  positive  Zahl  M  ist,  so  wird,  wenn  A>  1, 

Die  M-malige  Multiplication  von  1  +  t?  liefert  eine  Zahl  die  sieher 
grösser  ist  als  1  +  M?^;  also,  ist 

A>i  +  M^,    »;<  ^m'  • 

Wenn  A  <  1,  so  setze  man 

1  -  AJ  =  »;,    A-'=  j_;.^  =  1  +f; 
es  wird 

JK  = —iTf  <  -T-Tj^'  >  also  e  < jjr 

lieiiclitei  man  nun ,  dass  nach  dem  eben  gelehrten  Verfahren  die  Reihe 

A'S  A'%  .  ..  A'",  .  .. 
auch  ersetzt  werden  kann  durch  die  Reihe 


wenn  Lim  (a^,)  =  A  ist,   so   kann   das  Ergebniss  dieser  Untersuchung 
in  der  Form  geschrieben  werden: 


(VI)  [Lim  a^J""^^ V)  =  Lim  («»  . ' 

8.  Die  Umkehr  des  Potenzirens  liefert  noch  ein  anderes  Problem : 
das  Logarithmiren.  Gegeben  sind  zwei  positive  Zahlen  A  und  B, 
jede  defiuirt  als  Grenzwerth  einer  Reihe;  es  soll  eine  Zahl  x  bestimmt 
werden,  welche  die  Eigenschaft  hat,  dass  B^  =  A.  Alsdann  nennt 
man  x  den  Logarithmus  (Exponent)  der  Zahl  A  (Numerus)  in  Bezug 
auf  die  Basis  B,  und  schreibt: 

X  =  ^log  A . 

Es  lässt  sich  zeigen,  dass  erstens  nur  eine  Zahl  x  mit  dieser 
Eigenschaft  existirt  —  denn  es  kann  nicht  gleichzeitig  (B  ^  1 ) 

B^  =  A  =  B*^     also     -K  =  B^-^'  =  1 

sein,   ohne  dass  x  —  ic' ==  0,   —  und   dass   zweitens   diese  Zahl  x  als 
Grenzwerth  einer  Reihe  dargestellt  werden  kann. 
Bilden  wir  nämlich  die  Folge  (B  >  1  gedacht) 
...B --',  B-S  1,  B',    B^... 
so  wird  es  in  derselben  zwei  Werthe  geben  so,  dass 

B^  <  A  <  BHi . 


f"^ 
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Schalten  wir  zwischen  l  und  A  +  1  rationale  Brüche  ein,  so  wird: 

B      '^  <  A  <  B 

Indem  man  die  Werthe  des  Nenners  vergrössert,  erhält  man  zwei 
Reihen,  durch  welche  x  definirt  wird. 

Der  Logarithmus  von  1  in  Bezug  auf  jede  positive  Zahl  als  Basis 
ist  Null.  Die  Regeln  für  die  Rechnung  mit  Logarithmen  werden  im 
folgenden  als  bekannt  vorausgesetzt. 

Den  Inbegriff  aller  positiven  und  negativen  rationalen  und  irratio- 
nalen Zahlen  fasst  man  unter  dem  Namen  reelle  Zahlen  zusammen. 
Durch  beliebig  wiederholte  Anwendung  der  ersten  Rechnungsopera- 
tionen auf  reelle  Zahlen  erhält  man  wieder  eben  solche  Zahlen.  Aber 
eine  wesentliche  Ausnahme  musste  für  die  beiden  letzten  Operationen 
gemacht  werden.  Da  negative  Zahlen  mit  geradem  Expon'i^nten  positive 
Werthe  liefern,  so  konnte  umgekehrt  eine  negative  Zahl  mit  ge- 
brochenem Exponenten,  dessen  Nenner  eine  gerade  Zahl  ist,  oder  mit 
irrationalem  Exponenten,  weil  in  der  definirenden  Reihe  solche  Brüche 
auftreten  können,  zunächst  nicht  angegeben  werden.  Desgleichen 
haben  wir  uns  bei  der  Definition  des  Logarithmus,  um  nicht  weitere 
Ausnahmefalle  unterscheiden  zu  müssen ,  auf  positive  Werthe  der  Basis 
und  des  Numerus  beschränkt.  Es  bleibt  hier  also  noch  eine  Lücke,  die 
erst  durch  Einführung  der  complexen  Zahlen,  dann  aber  vollständig, 
aufgehoben  wird. 

Auch  sind  im  vorstehenden  noch  keineswegs  die  zweckmässigsten 
Methoden  zur  wirklichen  Berechnung  einer  beliebigen  Potenz  oder  des 
Logarithmus  gegeben;  nur  die  Möglichkeit  und  Bestimmtheit  derselben 
ist  dargethan*). 
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Der  Begriff  einer  veränderlichen  Grösse  und  die  Rechntmg  mit 
veränderlichen,  insbesondere  unendlichen  Grössen. 

9.  Die  Gesammtheit  der  rationalen  und  irrationalen  Zahlen  bildet 
die  continuirlicho  Zahlenreihe.  Um  die  fertige  Vorstellung 
eines  Continuums  Zugewinnen,  brauchen  wir  noth wendig  ein  anschau- 
liches Bild.  Es  ist  nichts  fremdartiges,  wenn  wir  uns  an  die  ein- 
fachste räumliche  Vorstellung  eines  Continuums,  an  die  gerade  Linie, 
halten. 

*)  Der  Begriff  der  irrationalen  Zahl  ist  ausführlich  behandelt  in  dem  „Lehr- 
buch der  Analysis"  Bd.  I  von  Lipschitz.  Ueber  den  allgemeinen  ZahlbegritF  siehe; 
Cantor,  Zur  Theorie  der  trigonometrischen  Reihen,  Math.  Annalen  Bd.  V,  und 
Heine,  Die  Elemente  der  Functionenlehre,  Journal  f.  Mathematik  Bd.  74. 
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Die  Punkte  einer  Geraden  werden  dadurch  bestimmt,  dass  man 
unter  Zugrundelegung  einer  Maasseinheit  ihre  Entfernungen  von  einem 
festen  Punkte  Null  mit  dem  +  ^oder  —  Zeichen  angiebt,  je  nachdem 
der  betreffende  Punkt  sich  rechts  oder  links  von  dem  Nullpunkte  be- 
findet. Die  Entfernung  jedes  Punktes  kann  durch  eine  rationale  oder 
irrationale  Zahl  ausgedrückt  werden.  Denn  das  charakteristische  eines 
Punktes  ist  eben,  dass  er  eine  bestimmte  Strecke  vom  Nullpunkte  an 
begrenzt;  die  Länge  dieser  Strecke  nach  der  angenommenen  Maassein- 
heit gemessen  ist  eine  Zahl,  welche  sich  entweder  in  endlicher  Form  oder, 
wie  in  Euklid's  Elementen  gelehrt  wird,  mit  beliebiger  Annäherung 
durch  fortgesetzte  Theilung  des  Maassstabes  ausdrücken  lässt;  wir 
erhalten  begrifflich  eine  die  Streckenlänge  definirende  Reihe.  Zu  jedem 
Punkte  des  Continuums  gehört  also  eine  und  nur  eine  Zahl ,  unser 
allgemeiner  Zahlbegriff  versagt  niemals.  Und  umgekehrt:  zu  jeder  Zahl 
gehört  ein  und  auch  nur  ein  Punkt,  weil  jede  Zahl  eine  zu  con- 
struirende  Strecke,  jede  Strecke  einen  Endpunkt  bestimmt.  Indem 
also  ein  Punkt  sich  auf  einer  Geraden  bewegt,  durchläuft  seine  Ent- 
fernung vom  Anfangspunkte  die  continuirliche  Zahlenreihe.  Es  lässt 
sich  die  hiermit  gewonnene  Erkenntniss  auch  so  aussprechen:  Die 
rationalen  Zahlen  reichen  aus,  um  jeden  Werth  der  continuirlichen 
Zahlenreihe  mit  beliebiger  Annäherung  auszudrücken. 

Um  den  Begriff'  aller  möglichen  Zahlen  innerhalb  eines  Inter- 
valles,  d.  h.  zwischen  zwei  festen  Werthen,  zu  überschauen,  führt 
man  in  die  Analysis,  auch  wenn  man  sich  von  dem  Bilde  einer  be- 
stimmten Bewegung  auf  der  Geraden  freimacht,  die  Vorstellung  der 
Veränderung  ein.  Diese  Vorstellung  ist  zuerst  von  Newton  in  all- 
gemeinster Weise  Verwerthet  worden ;  durch  die  Geometrie,  besonders 
seit  Cartesius,  war  sie  vorbereitet.  Eine  Grosse  heisst  veränderlich 
oder  variabel,  wenn  sie  verschiedene  Zahlenwerthe  anzunehmen  vermag. 
(Wie  wir  bei  rein  arithmetischen  Untersuchungen  nicht  mehr  daran 
denken,  was  für  Dinge  der  Zahl  nach  gegeben  sind,  so  haben  wir 
uns  bei  dem  Begriffe  der  „veränderlichen  Grösse ^^  auch  ganz  frei  zu 
machen  von  dem  Gedanken  an  das,  was  diese  Grösse  vorstellt.  Die 
Entfernung  eines  beweglichen  Punktes,  die  Temperatur,  die  Dampf- 
spannung, kurz  alles  messbare  in  der  Natur  wird  in  die  Rechnungen 
als  veränderliche  Grösse  eingehen  können.)  Eine  Grösse  heisst  inner- 
halb eines  Inter v alles ,  d.  h.  zwischen  zwei  Zahlen  continuirlich  oder 
stetig  veränderlich,  ivenn  zwischen  zwei  noch  so  nahen  Zahlen  Xq  und 
.'„  +  8  kein  Zahlenwerth  liegt,  den  sie  bei  der  Veränderung  von  x^  zu 
x^^  +  ^  nicht  annimmt.  Der  Ausdruck:  eine  Grösse  ändert  sich  stetig 
vom  Werthe  a  bis  zum  Werthe  b,  besagt  also,  die  Grösse  durchläuft 
alle  Zahlen  zwischen  a  und  b,  und  in  der  Aufeinanderfolge  der  Zahlen 
lindet  kein  Sprung  statt. 
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Da  wir  nun  aber  einen  Werth,  welchen  die  veränderliche  Grösse] 
annimmt,  wenn  wir  dieselbe  fixiren  wollen,  nicht  immer  in  ge- 
schlossener Form,  sondern  nur  als  Grenzwerth  einer  Reihe  angeben 
können,  so  bedient  man  sich  häufig  einer  Ausdrucksweise,  bei  wel- 
cher diese  Veränderung  zu  einem  bestimmten  Werthe  hin,  mag 
dieser  nun  rational  oder  irrational  sein,  hervorgehoben  wird.  Man 
sagt:  Die  stetig  veränderliche  Grösse  nähert  sich  unendlich  einem 
bestimmten  Werthe  h  oder  convergirt  nach  demselben,  wenn  jede  Reihe 
von  discontinuirlichen  Zahlen,  welche  wir  aus  den  Werthen  der  Ver- 
änderlichen bilden  können,  nach  diesem  Grenzwerthe  h  convergirt.  Ich 
werde  mit  dem  Worte  „unendlich"  jedesmal  eine  stetige  Aenderung 
zu  einem  bestimmten  Grenzwerthe  hin  bezeichnen. 

Insbesondere  wird  eine  Variahele  „unendlich  klein" ,  wenn  sie  hei 
stetiger  Veränderung  durch  heinerlei  Bedingung  gehindert  isty  ihrem 
absoluten  Betrage  nach  Meiner  als  jede  angebbare  Zahl  zu  werden,  d.  h. 
wenn  sie  den  Grenziverth  Nidl  hat. 

„Unendlich  gross"  wird  die  Variabele  genannt,  und  ihr  Grenz- 
werth mit  dem  Zeichen  +  cx)  geschrieben,  wenn  sie  bei  stetiger  Ver- 
änderung durch  keinerlei  Bedingung  gehindert  ist,  ihrem  absoluten 
Betrage  nach  grösser  als  jede  angebbare  Zahl  zu  werden.  Aus  der 
contiuuirlichen  Zahlenreihe,  die  solch  eine  Variabele  schliesslich  durch- 
läuft, lassen  sich  nach  irgend  welchem  Gesetze  (indem  wir  z.  B.  nur 
auf  die  ganzen  Zahlen  achten)  discontinuirliche  Zahlenreihen  aufstellen, 
die  aber  die  beiden  Eigenschaften,  welche  für  definirende  Zahlreihen 
als  nothwendig  erkannt  wurden,  nicht  mehr  erfüllen.  Nichtsdesto- 
weniger können  doch  gewisse  Rechnungen  mit  diesen  Zahlreihen  aus- 
geführt werden,  weshalb  wir  sie  als  einen  neuen  Zahlbegriff  durch 
folgende  genauer  präcisirte  Definition  einführen: 

Eine  Veränderliche  wird  in  bestimmter  Art  positiv  oder  negativ 
unendlich  gross,  wenn  jede  discontinuirliche  Zahlenreihe,  welche  man 
aus  den  Werthen^  die  sie  durchläuft,  bildet,  die  Eigenschaft  hat,  dass 
erstens  von  einer  Stelle  ab  die  Glieder  nur  positiv  oder  nur  negativ  sind, 
und  dass  zweitens  zu  jeder  numerisch  noch  so  grossen  Zahl,  die  man 
sich  denken  mag,  eine  Stelle  in  der  Beihe  gefunden  werden  kann, 
von  der  ab  alle  Glieder  ihrem  Betrage  nach  grösser  sind,  als  die  ^ge- 
dachte Zahl. 

Diese  zweite  Eigenschaft  soll  erst  durch  die  späteren  Beispiele 
näher  erörtert  werden;  sie  schliesst  nicht  aus,  dass  die  Glieder  der 
iieihe  von  jeder  Stelle  aus  noch  oscilliren,  d.  h.  bald  grösser  bald 
kleiner  werden.  W^onn  aber  in  der  Zahlenreihe  überhaupt  nur  beliebig 
grosse  Werthe  auftreten,  dagegen  die  zweite  Eigenschaft  nicht  von 
allen  Gliedern  erfüllt  wird,  so  wird  die  Variabele  unbestimmt  unendlich. 

Veränderliche  Grössen  pllegt  man  mit  den  letzten  Buchstaben  des 
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Alphabetes  zu  schreiben:  x  y  Z]  Grössen  mit  festen  oder  constanten 
Werthen  durch  die  ersten  Buchstaben :  a  h  c  zu.  bezeichnen. 

10.  Die  Hauptgesetze  für  die  Rechnung  mit  veränderlichen  Grössen 
ergeben  sich  aus  den  im  Capitel  2  für  Grenzvverthe  aufgestellten  Regehi ; 
denn  die  dort  discontinuirlich  dem  Grenzvverthe  sich  nähernden  Zahlen 
sind  als  Werthe  in  der  continuirlichen  Veränderung  mit  enthalten. 
Jch  wiederhole  hier  die  Gleichungen  mit  der  der  stetigen  Veränderung 
angepassten   Schreibvveise,   um   einige  Specialsätze   daran  zu  knüpfen: 

(I)  Lim  (^  +  2/)  =  ^i'^^  (^0  ±  ^^^  (2/)  • 

Diese  Gleichung  besagt :  Der  Grenzwerth,  welchem  die  Summe  zweier 
stetig  Veränderlichen  zustrebt,  ist  gleich  der  Summe  aus  den  Grenz- 
werthen,  denen  die  Summanden  zustreben,  und  umgekehrt.  Dieser  Satz 
lässt  sich  auf  mehrere  Summanden  erweitern. 

Specialsatz:  Die  Summe  oder  Differenz  zweier  unendlich  kleiner 
Grössen  ist  selbst  eine  unendlich  kleine,  d.  h.  nach  Null  conver- 
girende  Grösse. 

(II)  Lim  (x  '  y)  =  Lim  (x)  •  Lim  (y) . 
Specialsatz:    Das  Product  einer  endlichen  und  einer  unendlich 

kleinen  oder  das  Product  zweier  unendlich  kleiner  Grössen  ist  selbst 
eine  unendlich  kleine  d.  h.  nach  Null  convergirende  Grösse. 

("D  Li.(f)  =  ^^. 

Bedeutet  m  eine  Constante  und  x  eine  Veränderliche,  die  nur  positive 
Werthe  annimmt,  so  ist 

(IV)  Lim  (ic"')  =  (Lim  x)"' . 

Bedeutet  h  eine  positive  Constante,  x  eine  beliebige  Veränderliche, 
so  ist: 

(V)  Lim  (6^)  =  6i^i^(^). 

Potenzen  mit  variabelem  Exponenten  werden  im  Gegensatze  zu 
Potenzen  mit  constantem  Exponenten   ^^Exponentialgrössen^'   genannt. 

In  der  Gleichung  (II I)  ist  die  Bedingung  vorausgesetzt,  dass 
Lim  (y)  nicht  Null  ist.  Mit  Einführung  des  Begriffes  der  stetigen 
Veränderung  ergiebt  sich  aber  eine  Festsetzung,  die  es  ermöglicht, 
fortan  auch  Quotienten  mit  unendlich  kleinem  Divisor  bei 
Rechnungen  zu  berücksichtigen.  Da  nämlich  die  Null  nicht 
mehr  wie  ursprünglich  nur  durch  die  Differenz  a  —  a  deiinirt  ist, 
sondern  als  Grenzwerth  einer  Reihe  von  Zahlen  gedacht  ist,   so  kann 

T   ITYI    f  f\ 

der  Quotient  -p — j-.  einen  bestimmten  VVerth  auch  dann  noch  behalten, 
wenn  der  Quotient  '^  für  beliebig  kleine  Werthe  von  y  eine  Zahl 
darstellt,   die   sich   einem   bestimmten    (event.   auch   bestimmt  unend- 

Ilarnack,    Differential-  u.  Integralrechnung-.  2 
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liehen)   Greiizwerthe  nähert.     Dies   ist  aber  ,nnr  dann  möglich,  wenn 

das  Bildungsgesetz  der  Reihe  --  gegeben  ist,  d.  li.  wenn  zu  jeder  Zahl 

innerhalb  der  Reihe  x  die  Zahl  in  der  Reihe  \j  bekannt  ist,  durch 
welche  dieselbe  dividirt  werden   soll.     Wenn   dieses   der  Fall   ist,   so 

soll  unter  dem   Quotienten  n^'^T"  der    Werth    Lim  (— Y  verstanden 
^  Lim  (2/)  \y  / 

werden*).  Hat  x  einen  bestimmten  endlichen  Grenzwerth,  so  wird  die 
Reihe  -  aus  Zahlen  bestehen,  die  ihrem  absoluten  Betrage  nach  über 
jede  Grenze  hinaus  wachsen.  Hat  aber  x  selbst  den  Grenzwerth  Null, 
so  kann  die  Reihe    -  entweder  einen  endlichen,  oder  einen  unendlich 

y 

kleinen,  oder  auch  einen  unendlich  grossen,  auch  gar  keinen  bestimm- 
ten Grenzwerth  haben,  was  nur  in  jedem  einzelnen  Falle  durch 
Bildung  der  Reihe  zu  entscheiden  ist. 

'Auch  für  die  Gleichungen  (1),  (H)  gilt  das  Gesetz,  dass  zur 
Bildung  der  linken  Seite  in  eindeutiger  Weise  der  Zusammenhang 
zwischen  den  Stellen  der  Reihe  x  und  denen  der  Reihe  y  gegeben 
sein  rauss.  Dann  können  die  linken  Seiten  selbst  dann  noch  bestimmte 
Grenzwerthe  darstellen,  wenn  die  Grenzen  einer  oder  beider  Reihen 
für  X  und  \j  über  jeden  Betrag  hinaus  liegen**). 


Viertes  Capitel. 
Begriff  und  Bezeichnung  der  Functionen  einer  Veränderlichen. 

11.  Wenn  der  Werth  einer  Veränderlichen  y  durch  den  Wertli 
einer  Veränderlichen  x  derart  bestimmt  ist,  dass  sich  zu  jedem 
Werthe  von  x  ein  oder  auch  mehrere  Werthe  von  y  berechnen 
lassen,   oder,    um    nichts   über  die  Art  der  Bestimmung  auszusagen, 


*)  An  einem  einfachen  Beispiel  möge  sich  der  Anfänger  das  oben  gesagte 
klar  machen.  Es  sei  die  Reihe  y  gegeben,  in  welcher  y  alle  Zahlen  von  1  bis  0 
durchlaufen  soll;    die  Reihe  x  bestehe  aus  den  Zahlen  '^y  —  ?/-,  so  dass  also  für 

y  =  1  .-c  =  2,   für  y  z=         X  =    "^  ,   für  y  =    ,     x  =  ,,.,  .  .  .  y  =  0  x  =  0    wird. 

Lim  oc  X 

Versteht  man  nun  unter  --  -     den  Werth  Lim  -    ,  so  wird   derselbe,    wiewohl 
Lim  y  y 

y  und  mit  ihm   auch  x,  den  Grenzwerth  Null  hat,   für  jeden  Werth  von  y  durch 
=  3  —  ?/  dargestellt,  d.  h.  die  Reihe  aus  den  Quotienten  hat  den  Grenz- 
werth 3. 

**)  Die  letzte  Hüllte  dieses  Capitels  wird  an  Verständlichkeit  gewinnen,  wenn 
das  Material  zu  bestimmten  Beispielen  durch  die  nun  folgenden  Untersuchungen 
vorbereitet  ist. 
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wenn  zu  jedem  Werthe  von  x  in  einem  Intervalle  zugehörige  Werthe 
von  y  tabellarisch  angebbar  sind,  so  heisst  y  eine  Function  von  x.  Man 
nennt  y  auch  die  abhängige  Variabele,  x  die  unabhängige  oder  das 
Argument  der  Function.  Die  Function  selbst  heisst  im  ersten  Falle 
einwerthig  (oder  eindeutig),  im  zweiten  mehrwerthig.  (Bei  den 
Problemen  der  Naturforschung,  welche  von  messbaren  Grössen  handeln, 
hat  man  es  stets  mit  der  durch  Beobachtung  ermittelten  Abhänofiffkeit 
veränderlicher  Grössen,  mit  Functionen,  zu  thun.) 

Die  Function  kann  auch  nur  innerhalb  eines  bestimmten  Inter- 
valles  definirt  sein;  so  ist  z.  B.  vermöge  der  Relation:  y'^={x—V){^—x^ 
oder  ?/ =  + //(rr— 1)  (3  — ^'),  y  eine  zweiwerthige  Function  (wenn 
man  auf  beide  Werthe  der  Quadratwurzel  .achtet)  von  x^  die  nur  für 
die  Werthe  1  <  ic  <  3  in  reellen  Zahlen  berechenbar  ist  *). 

Die  Functionen  werden  classificirt  in  algebraische  und  trans- 
scendente.  y  heisst  eine  algebraische  Function  von  x^  wenn  die 
Gleichung  zwischen  x  und  ?/,  durch  welche  y  definirt  wird,  sich  auf 
die  Form  f{x^  y)  =  0  bringen  lässt,  wo  f{Xy  y)  ganz  und  rational  in 
Bezug  auf  x  wie  auf  y  ist.  Der  allgemeinste  Typus  einer  algebraischen 
Function  mit  zwei  Veränderlichen  ist  demnach: 

Ar  +  Af'-'  +  Ar-'  +  •  •  •  +  A-i2/  +  A  =  0, 

wobei  die  Grössen  A  Polynome  beliebigen  Grades  in  x  sind,  d.  h. 
von  der  Form: 

A  =  ^0.;"*  +  a,  x'''-^  +  •  •  •  +  cini'     {m  und  n  positiv  ganzzahlig.) 

Mit  den  veränderlichen  Grössen  sind  hierbei  nur  die  Operationen 
der  vier  ersten  Species  (Potenzen  mit  ganzen  Exponenten  eingeschlossen) 
in  endlicher  Anzahl  vorgenommen. 

Transscendente  Functionen  sind  alle  übrigen.  Dazu  gehören  aus 
den  Rechnungsoperationen  die  Potenz  mit  irrationalem  Exponenten, 
vor  allem  aber  die  Exponentialfunction,  deren  einfachster  Typus  y  =  a^ 
ist,  und  der  Logarithmus  y  =  *log  ic;  die  letzten  beiden  Functionen 
sind  mit  unserem  bisherigen  Zahlbegriff  nur  berechenbar  für  positive 
Werthe  von  a  und  h^  die  zweite  ausserdem  nur  für  positive  Werthe 
von   X. 

12.  Nicht  minder  wichtig  sind  die  aus  den  Elementen  der  Geo- 
metrie bekannten  trigonometrischen  oder  specieller  bezeichnet 
L'oniome  tri  sehen  Functionen.  Dieselben  sind  geometrisch  definirt 
als  Verhältnisse  von  Strecken,  welche  abhängig  sind  von  einem  Winkel. 
Um  hervortreten  zu  lassen,  dass  eine  Winkelgrösse  stets  eine  unbe- 
nannte reine   Zahl   ist,   empfiehlt  es   sich,  die   Gri)sse   eines    Winkels 


*)  Die  Bezeichnung  „B\mction"  hat  Job.  BernouUi  (1GG7— 1748)  eingeführt 
i^opera  omnia  t.  II,  p.  241). 

2* 


20  Erstes  Buch.    Viertes  Capitel:  §.  12. 

nicht  durch  Grade,  sondern  als  Verhältniss  der  Länge  des  zugeliörigen 
Kreisbogens  zur  Länge  des  erzeugenden  Radius  anzugeben.  Indem  mau 
die  Länge  der  ganzen  Kreisperipherie,  welche,  ebenso  wie  der  zum 
Winkel  gehörige  Bogen,  dem  Radius,  mit  welchem  sie  beschrieben 
wurde,  proportional  ist,  mit  2  r  7t  bezeichnet,  wobei  7t  eine  Zahl  ist, 
welche,  wie  in  der  Geometrie  des  Euklid  gelehrt  wird,  mit  beliebiger 
Annäherung  durch  Um-  oder  Einbeschreibung  eines  Polygones  berechnet 
werden  kann,  so  wird  jedem  Winkel  eine  Zahl  zukommen,  die  als 
Theil  oder  Vielfaches  von  2  7t  den  Winkelbogen  als  Theil  oder  Viel- 
faches der  Kreisperipherie  bestimmt.  Durch  geometrische  Untersuchung 
erschliessen  wir  folgende  Eigenschaften   der  Functionen : 

y  =  sin  X  und  y  =  cos  x. 

1)  Geht:rv.  0  bis -- so  erhält  sin  a; die  Werthev.O bis  1, cos a;  von  Ibis 0 

„     ocv.   —  „   7t,  ,,      „       sino;  „        „       v.  Ibis 0, cos icv.O bis  —  1 

„     XY.   7t    ,,  -^  „      „       sin^  „       „       V.Ob.  —  l,cos;rv.  —  1  b.O 

„     XY.  -—  „  2;r  ,,      ,,       sina;  „        „       v.  —  1  bisO, cosa:v.Obisl. 

Es  liegt  hier  einer  der  Fälle  vor,  wo  es  gut  ist,  eine  Unterschei- 
dung der  Vorzeichen  in  die  geometrische  Literpretation  aufzunehmen. 

2)  sin  x"^  +  cos  x-  ==  1 . 

3)  Wird  die  Winkelgrösse  durch  weitere  Drehung  des  einen  Schen- 
kels fortgesetzt,  so  folgt: 

sin  {x  -f-  2Z:;r)  =  sin  x'^  cos  {x  -\-  2k7t')  =  cos  x 

{h  positive  ganze  Zahl). 

4)  Wenn  die  Umdrehung  in  entgegengesetztem  Sinne  vollzogen 
wird,  so  soll  der  Winkel  mit  negativer  Zahl  bezeichnet  werden;  dann 
ist  also: 

sin  (—  x)  «=  sin  (27t  —  a;)  =  —  sin  :?; 
cos  ( —  x)  =  cos  (27t  —  x)  =       cos  Xj 
und  allgemein: 

sin  (x  +  2k  7t)  =  sin  a;;  cos  (x  +  2A;;r)  =  cos  x. 

Die  beiden  Functionen ,  welche  immer  zwischen  den  Werthen  +  1 
und  —  1  liegen,  haben  die  Eigenscliaft,  dass  sie  ihre  Werthe  rei)ro- 
<luciren,  sobald  die  unabhängige  Veränderliche  um  ein  ganzzahliges 
Vielfache  von  2  ;r  vermehrt  oder  vermindert  wird.  2  ;r  heisst  die  Periode 
der  Function,  diese  selbst  eine  periodische. 
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5)  Geometrisch  ist  zu  beweisen,  dass: 

sin  (rc  +  ^i)  ==  sin  x  cos  x^  +  ^^'^  ^i  ^^^^  ^ 
cos  (^  +  ^i)  =  cos  X  cos  :r,  ^  sin  x  sin  rr^, 
woraus  dann  folgt: 

2  sin  -^-^  "^^  —   "^  "^  "^^ 


sin  a;  —  sin  x 


cos  ä;  —  cos  X 


cos 


-  2  sin  -""-^^ 


sin 


2 


Fig-.  1. 

gleichung: 


sm  a; 
cos  X 


1  5>         — -         2 

6)  Die  Fläche  des  Kreissectors  BCÄ3I,  dessen 

Winkel  zwischen  0  und  —^  Hegt,  ist  grösser  als  die 

Fläche    des    Dreieckes  AB 31  und    kleiner    als   die 
Summe  der  Dreiecke  ÄDM  und  BD 31. 

Es    sei    der    Radius    Ä3I  ==  1,     der    Winkel 
Ä3IG  =  X,    so  ist  ÄE  =  sin  x,    31 E  =  cos  X] 

ferner:  ÄD:Ä3I==ÄE:  3IE,  also  AD  =  -"^^ ; 

'  cos  a;  ' 

demnach   folojt  für  die  genannten  Flächen  die  ün- 


>  :r  >  sin  .r  cos  X  oder 


> 


>  cos  X. 


cos  X  &m  X 

Diese  Ungleichung  gilt,  wie  klein  man  x  annimmt;  sie  gilt  auch, 

wenn   man  x  net^ativ   werden   lässt.     Der   Quotient   — .—      ist  so 
^  sin  rc 

beschaffen,  dass  sein  Zähler  und  Nenner  unendlich  klein 
werden  können,  während  der  Quotient  selbst  nach  einem 
bestimmten  endlichen  Werth  convergirt;  denn  für  ^  =  0  wird 
cos  o;  =  1.     Der  Werth  ,  welcher  eine  obere  Grenze  bildet,  fällt 

cos  X  ' 

also  mit  der  unteren  Grenze  cos  x  für  x  =  0  zusammen.  Demnach 
wird  auch  der  eingeschlossene  Werth  gleich   1,  d.  h. 


Der   Quotient 


Lim 


-  —  =  1  (für  X  =  0). 
m  X  ^  ^ 

durchltäuft  die  Reihe  der  reciproken  Werthe 


und  hat  ebenfalls  die  1  zur  Grenze. 

Aus  den  beiden  Functionen  sin  und  cos  bildet  man  durch  Division 
zwei  andere,  welche  auch  unmittelbar  geometrisch  durch  Strecken  Ver- 
hältnisse dargestellt  sind: 

tanor  X 


sm  X 


,  cos  X 

COtg   X   =    --r—- 


tang  X  wird  0  für  x  =  0,  +  :r,  +  2;r  etc.,  cotg  x  wird  0  für  a;  =  Hh  -^ , 
+  -'.,  7  i  2  6*c.;  tang  x  wächst  über  jede  angebbare  Grenze 
hinaus  und  wird  in  bestimmter  Weise  gleich  +  cx>,  wenn  x  nach  den 
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Wertheu  4-  ^-,  +   *.f    •  •  •  convergirt;  ebenso  cotg  x  üir  x  =  0,  -^ti,  -  -  - 

Beide  Fimctionen  haben  die  Periode  7t. 

Im  Vorstehenden  ist  noch  keine  zweckmässige  Methode  zur  Be- 
rechnung der  goniometrischen  Functionen  gegeben;  nur  weil  die  Be- 
stimmtheit der  Aufgabe,  zu  jedem  Winkel  seinen  Sinus  etc.  zu  finden, 
geometrisch  erkannt  ist,  dürfen  wir  den  Begriff  dieser  Functionen  und 
eine  symbolische  Bezeichnung  für  dieselben  einführen. 

13.  Aus  diesen  vier  Functionen  lassen  sich  als  inverse  die  cy- 
clometrischen  herleiten.  Denkt  man  sich  bei  einer  Function  die 
Werthe  von  y  als  zuerst  gegeben,  so  erscheinen  die  Werthe  von  x  als 
abhängig;  es  wird  dann  x  die  umgekehrte  oder  inverse  Function  von  y 
genannt.  In  einer  Logarithmentafel  kann  man  den  Logarithmus  als 
Function  des  Numerus,  aber  auch  umgekehrt  den  Numerus  als  Function 
des  Logarithmus  betrachten. 

Eine  Function  kann  jedoch  auch  so  geartet  sein,  dass  ihre  inverse 
Function  nur  für  vereinzelte  Werthe  von  y  definirt  ist.  Betrachtet 
man  z.  B.  die  Function  y  =  G  {x),  unter  G  {x)  stets  die  grösste  ganze 
in  X  enthaltene  Zahl  verstanden,  so  ist  die  inverse  Function  nur  für 
die  ganzzaliligen  Werthe  ?/  =  0, 1,  2,  •  •  •  definirt;  zu  jedem  dieser  Werthe 
gehören  dann  unendlich  viele  verschiedene  W^erthe  von  Xj  nämlich  zu 
^  =-=  0  alle  Werthe  von  x  =  0  bis  x  =  l  (exclusive) ,  zu  y  =  1  alle 
Werthe  von  x  =  l  bis  x  =  2  (exclusive)  u.  s.  f. 

Ist  y  =  sin  ./;,  so  bezeichnet  die  inverse  den  Arcus  (Bogen)  x, 
dessen    Sinus '  den    gegebenen    Werth    y    hat*;    sie    w  ird   geschrieben : 

X  =  arc  sin  y 

(gesprochen  arcus  dessen  sinus  ?/,  oder  kürzer  arcus  sinus  y). 
Ebenso  aus  den  übrigen: 

X  ==  arc  cos  y^  x  =  arc  tg  y,  x  =  arc  cotg  y. 

Da  nun  sin  und  cos  nur  zwischen  —  1  und  +  1  gelegene  Werthe 
annehmen,  so  ist  arc  sin  und  arc  cos  nur  für  die  in  diesem  Intervalle 
gelegenen  Werthe  von  y  definirt.  Da  ferner  zu  demselben  Sinus- 
Cosinus -Tangens -Cotangens- Werth  verschiedene  Kreisbogen,  also  ver- 
schiedene Zahlen  x  gehören,  so  werden  die  cyclometrischen  Functionen 
vieldeutiir.  Um  sie  als  bestimmte  Zahlenwerthe  in  der  Rechnung  be- 
iracliirii  zu  können,  wird  rinc  Festsetzung  getroffen,  welche  zugleich 
continuirliche  Functionen  liefert: 

Arc  sin  7/  bezeichnet  diejenige  zwischen    —   ^    und  -f-    .,   gelegene  Zahl, 

dei'cii   Sinti-   //  ist.     ( —  1  <  7/ <  1.) 

Ale  {ov   //  iM'/eichnet  diejenige  zwischen  0  und  it  gelegene  Zahl,  deren 
<  'tjsinus  //  ist.     (—  1  <  ?/  <  1.) 


Functionen  einer  Veränderlichen.  23 

Are  tang  y  bezeichnet  diejenige   zwischen   —  —  und  +  —  gelegene 

Zahl,  deren  Tangens  y  ist.     (—  oo  <  ?y  <  +  <x).) 
Are  cotg  y  bezeichnet  diejenige  zwischen  0  und  %  gelegene  Zahl,  deren 
Cotangens  y  ist.     (—  00^«/^  +  00.) 

14.  Die  algebraischen  Functionen  und  die  vier  einfachen  Gattungen 
der  transscendenten :  Exponential-  und  gonioraetrisehe  Func- 
tionen und  deren  inverse :  Logarithmische  und  cy ciometrische 
])ilden  in  mannigfacher  beliebiger  Zusammensetzung  zunächst  das 
Object  der  analytischen  Untersuchung.  Im  Verlauf  derselben,  die  auf 
die  wirkliche  Berechnung  der  Functionen  und  auf  die  Erkenntniss  ihrer 
Eigenschaften  abzielt ,  wird  sich  herausstellen,  dass  Exponential-  und 
goniometrische  Functionen  nahe  verwandt  sind,  also  auch  Logarithmus 
und  cyclometrisehe  Function.  Ferner  wird  sieh  zeigen,  dass  die  Opera- 
tionen der  Differentialrechnung,  angewandt  auf  diese  Functionen,  keine, 
neuen  liefern,  dass  dagegen  die  Integralrechnung  neue  darstellen  und 
berechnen  lehrt. 


Fünftes  Capitel. 

Geometrische   Darstellung    der    Function;    ihre    Stetigkeit    und    ihr 

Differentialquotient. 

15.  Die  allgemeine  Bezeichnung  einer  impliciten  Function  ist 
fyx,  y)  =  0'^  es  soll  durch  dieselbe  ausgedrückt  werden,  dass  irgend 
eine  Relation,  eine  Gleichung  zwischen  x  und  y  gegeben  ist;  die  ex- 
l)licite,  d.  h.  nach  y  aufgelöste,  ist  y  =:  f  (x).  Ausserdem  kann  eine 
Function  zwischen  beiden  Veränderhehen  mit  Hülfe  einer  dritten 
Variabelen,  durch  einen  Parameter,  dargestellt  sein:  x  ==  f  {t\ 
y  =  g)  (^);  zu  jedem  Werthe  von  t  gehört  ein  Werth  von  x  und  ?/;  auf 
diese  Weise  sind  wiederum  Werthe  von  x  und  y  mit  einander  ver- 
bunden. 

Der  Gesammtverlauf  der  Function  wird  mit  Hülfe  des  Cartesischen 
Ooordinatensystemes  —  am  einfachsten  mit  Hülfe  des  rechtwinkligen 
—  durch  eine  Aufeinanderfolge  von  Punkten,  deren  Anzahl  beliebig 
vermehrt  und  deren  ununterbrochene^  Zusapimenhang  meistens  als  eine 
Curve  gedacht  werden  kann,  versinnbildlicht,  indem  man  jeden  Werth 
von  X  als  Strecke  auf  der  Abscissenaxe,  jeden  zugehörigen  Werth  y 
als  Ordinate  senkrecht  in  dem  Endpunkt  von  x  aufträgt.  Der  End- 
punkt dieser  Ordinatenstrecke  ist  der  Punkt,  welcher  dem  Werth- 
systeme  x^  y  entspricht.  Da  wir  aber  niemals  aus  unendlich  vielen  Punkten 
eine  Curve  erzeugen  können,  sondern  diese  stets  aus  Linien  zwischen 
Punkten  zusammensetzen  müssen,  so  verschafft  man  sich  thatsächlich 
ein  Bild  der  Function  nur  in  der  Weise,  dass  man  beliebig  viele,  ver- 
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schiedenen  Fuiictioiiswerthen  entsprechende  einzelne  Punkte  construirt 
und  die  construirten  Punkte  durch  gerade  Linien  verbindet.  Dies  an- 
genäherte Bild  der  Function,  ein  Polygon  mit  beliebig  vielen  Ecken, 
wird  eine  gewisse  Uebersicht  über  den  totalen  Functionsverlauf  geben, 
um  so  correcter,  je  mehr  Punkte  construirt  werden;  aber  in  ihren 
einzelnen  kleinen  Theilen  wird  diese  Darstellung  niemals  ganz  exact 
sein.  Besonders  wenn  die  Function  in  der  Nähe  eines  Punktes  geometrisch 
dargestellt  sehr  geschlängelt  ist,  d.  h.  Polygone  mit  aus-  und  einspringenden 
Ecken  liefert,  wird  jedes  Bild,  das  wir  uns  auf  diese  Weise  verschaffen, 
sehr  unvollkommen  den  Verlauf  darstellen,  und  sehr  erhebliche  Ver- 
änderungen erleiden,  je  mehr  Punkte  zur  Construction  verwandt  werden, 
so  dass  das  wahre  Bild  der  Function,  hinsichtlich  aller  ihrer  Eigen- 
schaften an  jeder  Stelle,  -sich  auf  diese  Weise  nicht  fixireii  lässt. 

Sagen  wir  aber  von  einer  Function:  sie  lasse  sich  an  einer  Stelle 
exact  durch  eine  Curve  darstellen,  so  sprechen  wir  damit  eine  be- 
stimmte Eigenschaft  für  diese  Stelle  aus;  denn  damit  nehmen  wir  an, 
dass,  während  die  Ecken  der  Polygone  beliebig  vermehrt  werden,  auch 
die  Richtungen  der  von  jener  betrachteten  Ecke  ausgehenden  Polygon- 
seiten nach  festen  Grenzlagen  convergiren.  Die  analytische  Formu- 
lirung  dieser  Bedingung  wird  noch  in  diesem  Capitel  gegeben  werden. 
Wir  stellen  die  Frage:  Welche  Eigenschaften  weist  der  Verlauf 
der  abhängigen  Veränderlichen  y  auf,  während  die  unabhängige  x  alle 
möglichen  Werthe  annimmt?  Dreierlei  ist  für  die  Erforschung  jeder 
vorgelegten  Function  zunächst  von  Wichtigkeit. 
Erstens:  Ist  der  Verlauf  allenthalben  ein  stetiger  oder  nicht? 
Zweitens:  Welche  Besonderheiten  kommen  unter  den  Werthen,  die 

die  Function  annimmt,  vor? 
Drittens:    Welche   Werthe   erhält    dieselbe,    wenn   die   unabhängige 

Veränderliche  unendlich  gross  ward? 

1().  Die  explicite  Function:  y  ==  f  (x)  sei  definirt  als  einw^erthige 
Function  für  ein  bestimmtes  Intervall  von  x  =  a  bis  x  =  h ,  d.  h.  zu 
jedem  Werthe  von  x  soll  ausnahmslos  ein  und  nur  ein  bestimmter 
Werth  der  Function  gehören.  Die  Function  wird  zu  beiden  Seiten 
einer  Stelle  x  in  diesem  Intervalle  stetig  genannt  werden  müssen,  wenn 
keine  sprungweisen  Aenderi.ngen  der  Functionswerthe  vorkommen,  in- 
dem man  nach  d(T  oincii  oder  der  anderen  Seite  von  dieser  Stelle  sich 
entfernt,  al-o  di.'  l'uiu  tionswerthe  bildet,  welche  zu  Wertlieu  gehören, 
die  beliebig  wenii^'  unKsser  oder  kleiner  als  x  sind.  In  eine  für  die 
Berechnung  geeignete  Form  gefasst,  lautot  die  Forderung:  Für  diesen 
Wcrlh  von  x  ntuss  es  lu'öylich  sein,  eine  von  Xnl/  n  iscliiultiic  oidlielieZaJd 
h  (che  erst  mit  d=  '»  muli  Sni!  n:iir<  ijin-l )  (Uisfmdi;/  .:u  DKirJten^  ivelchG 
die  KifjenseJinft  Jiat^  dass  die  Differenz  der  Fmietionswerthe 

f(,x±Qh)-f{x) 
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ihrem  absoluten  Betrage  nach  Meiner  ivird  als  eine  vorgegebene  beliebig 
Ideine  Zahl  d ,  ivährend  0  eine  Veränderliche  zwischen  den  Grenzen  1 
und  Null  bedeutet.  —  Denn  darnach  haben  wir  um  die  Stelle  x  einen 
Bereich  +  h  fixirt,  in  welchem  die  Functionswerthe  um  weniger  als 
die  beliebig  kleine  Grösse  8  von  dem  Werthe  an  der  Stelle  x  differiren 
und  eine  sprungweise  Aenderung  der  Function  an  der  Stelle  ist  damit 
ausgeschlossen.  Man  kann  dieselbe  Bedingung  in  andere  Worte  fassen: 
Der  Werth  der  Function  für  ein  bestimmtes  x  muss  sich  als  Grcnzwerth 
von  f  (x  -^  h)  und  ehenso  von  f  (x  —  h)  herleiten  lassen^  wenn  h  unend- 
lich Idein  tvird,  d.  h.  stetig  nach  Nidl  convergirt;  denn  wenn  dieses  der 
Fall  ist,  so  wird  zufolge  der  Fundamentaleigenschaft  der  einen  Grcnz- 
werth definirenden  lieihe  ein  Werth  von  h  vorhanden  sein,  von  dem  ab 
abs  [f  {x  +  h)  —  f  {x)']  <  ()  wird  und  kleiner  bleibt,  wenn  h  nach  Null 
convergirt. 

So  ist  z.  B. 

sin  {x  +  h)  —  sin  (x)  =  2  sin  (+  y)  cos  \x  Jh  -^J- 

Der  erste  Factor  der  rechten  Seite  kann  durch  Bestimmung  von  h  be- 
liebig klein  gemacht  werden  (denn  der  Sinus  ist  kleiner  als  sein  Ar- 
gument), der  zweite  ist  für  jedes  x  endlich;  sonach  wird  das  Product 
durch  Wahl  von  h  stets  kleiner  werden  können  als  eine  vorgegebene 
Zahl  d,  woraus  hervorgeht,  dass  die  Sinusfunction  durchweg  stetig  ist. 
Mit  den  vorstehenden  Betrachtungen  haben  wir  den  Begriff  des  Be- 
reiches oder  der  Umgebung  einer  Stelle  gewonnen.  Wir  verstehen  darunter 
ein  beliebig  kleines  aber  immer  noch  endliches  Iirtervall  zu  beiden 
Seiten  des  Werthes  x. 

Da  eine  im  Intervalle  von  a  bis  b  stetiö'e  Function  niemals  einen 
Werth  überspringen  kann,  der  zwischen  irgend  zwei  Functionswerthen 
gelegen  ist,  so  ist  es  (falls  die  Function  nicht  constant  ist)  möglich, 
an  jeder  Stelle  x  einen  endlichen  Bereich  -\- h  ausfindig  zu  machen 
derart,  dass  abs  [f(x  +  /O  —  f  i^)]  gleich  einer  gewissen  vorgegebenen 

Grösse  -  wird,  während  abs  [f  {x  -f-  0^)  —  /'(^)]  <  -r^-  ist.    Denkt  man 

o  o 

sich  im  Intervalle  von  a  bis  b,  in  welchem  die  Function  stetig  sein  soll, 
zuerst  von  der  Stelle  a  ab  dies  Intervall  hnach  dereinen  Seite  ermittelt,  dann 
sei  a-\-h^=x^,  so  giebt  es  zu  der  Stelle a^i  gleichfalls  solch  ein  Intervall  h^, 
und  es  sei  j\,  =  .i'^-\-]i^'^  fährt  man  fort  an  der  Stelle  x.,  das  Intervall  h-,  zu 
ermitteln,  so  gelangt  man  fortschreitend  zu  einem  Punkte  ./.j  u.  s.  w. 
Bei  diesem  Processe  muss  man  schliesslich  vermittelst  einer  endlichen 
Anzahl  von  endlichen  angebbaren  Intervallen  den  Punkt  b  erreichen, 
resp.  durch  ein  Intervall  einschliesseii.  Denn  Avüicle  dieser  Process, 
dadurch  dass  die  Intervalle  h  schliesslich  unter  jede  angebbare  Grenze 
sinken,    sich    ins    unendliche  fortsetzen   lassen   und   also  nach   irgend 
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einem  zwischen  a  und  h  gelegenen  Werthe  x  oder  nach  dem  Werthe 
1)  convergiren,  so  könnte  für  diesen  Punkt  x  auch  die  Stetigkeits- 
bediugung  nicht  erfüllt  sein,  der  zufolge  sich  ein  endliches  Intervall 
angeben  lässt,   in  welchem  abs[/*(Ä;  —  h)  — fipoy]  <   o  • 

Der  kleinste  unter  der  endlichen  Anzahl  von  h  Werthen,  ei"  lieisse 
li\  welche  auf  diese  Weise  ermittelt  sind,  liefert  für  jede  Stelle  von 
a  bis  Z>  ein  Intervall,  in  welchem  die  absolute  Differenz  zwischen  den 
Functionswerthen  sicherlich  kleiner  ist  als  8.  Denn  zu  einer  beliebigen 
Stelle  Xj  welche  z.  B.  im  Intervalle  iP,  bis  x.^  liegen  soll,  gehört  x  +  ^h 
das  höchstens  im  Intervalle  x^  bis  x.^  sfch  befindet;  nun  ist 

abs  [/(^,)  -  f{x)-]  <  l ,       abs [/X^-,)  -  f{x,)-]  =  | , 

abs[/'(x2)~/'(^  +  /0]  <  Y, 
also  abs[/'(^'  +  li)  —  fix)]  <  ö. 

Diese  Betrachtung  hat  gelehrt:  Es  giebt  bei  jeder  stetigen  Function 
einen  augebbaren  endlichen  h  Werth,  der  im  ganzen  Intervalle  von 
a  bis  h  für  jedes  x  hinreichend  ist,  um  die  Ungleichung  /'(:c  +  0/<)— /"(./;)<  d 
zu  erfüllen,  wenn  ö  beliebig  gegeben  ist.  Zufolge  dieser  Eigenschaft 
nennt  man  nach  Heine  jede  stetige  Function  eine  in  ihrem  Intervalle 
gleichmässig  stetige. 

Man  kann  das  Resultat  dieser  Untersuchungen  auch  so  aussprechen : 
Bei  einer  jeden  stetigen  Function  vollzieht  sich  jede  Aenderung  des 
Functionswerthes  um  eine  endliche  angebbare  Grösse  auch  nur  inner- 
halb eines  endlicjien  angebbaren  Intervalles;  während  bei  einer  un- 
stetigen Function  in  einem  beliebig  kleinen  Intervalle  eine  endliche 
Aenderung  stattfindet. 

•  17.  Stellen,  an  denen  das  Kriterium  der  Stetigkeit  nicht  erfüllt 
ist,  werden  Unstetigkeits-  oder  Discontinuitätspunkte  ge- 
nannt.    So  ist  z.  B.  die  Function 

1 

y  =  a       ,  (Ol) 

e^-"  +1 
an  der  Stelle  x  =  a  unstetig,  wenn  man  die  Festsetzung  trifft:  es  soll 
der  Functionswerth   an   dieser  Stelle   so   berechnet   werden,    dass   man 
X  =.  a  -\-li  oder  x  =  a  —  h  setzt,  und  h  nach  Null  convergiren  liisst. 
Im  ersten  Falle  wird  derselbe  zunächst  irleich: 


e 


1 

/t        1 


e"  +  1 
Für  /a  =  0  ist  dies  ein  Quotient,  dessen  Zähler  und  dessen  Nenner 
ni   bestimmter  Art  über  jede  angebbare  Grenze  hinaus  wachsen;  trotz- 
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dem   nähert  sich   derselbe   einem   festen   endlichen  Werthe.     Denn   da 
er  jederzeit  gleich 


(^    dü..r...C^    ^^-^O    ^ 


a i- 


1+  e     " 

gesetzt  werden   kann ,   so  erkennt  man ,    dass  schliesslich   die  Werthe 

des  zweiten  Factors  von  der  Einheit  beliebig  wenig  unterschieden  sind, 
1 

weil  c  ''  für  abnehmende  h  einen  immer  kleiner  werdenden  Bruch 
darstellt.  Der  Fanctionswerth  an  der  Stelle  x  =  a  ist  nach  dieser  Be- 
stimmung gleich  a. 

»Setzt  man  aber  x  =  a  —  hj  so  wird  y  gleich: 

_  j^ 

.       h 


für  J(,  =  0  der  Grenzwerth  folglich  —  «. 

Die  Function  verläuft  also,  wena  x  von  einem  Werthe  kleiner 
als  ci  beginnend  wächst,  bis  zum  Werthe  — a,  und  springt  dann 
plötzlich  zum  Werthe  -|-  a  noch  an  derselben  Stelle,  um  nunmehr 
stetig  für  wachsende  x  abzunehmen ;  an  der  Stelle  x  =  a  hört  sie  dabei 
auf  einwerthig  zu  sein.  Die  §  13  bereits  genannte  Function:  y  =  G{x)^ 
in  welcher  unter  G{x)  die  grösste  ganze  in  x  enthaltene  Zahl  ver- 
standen wird,  ist,  wenn  wir  sie  für  positive  Werthe  von  o;  =  0  an 
untersuchen,  eine  allenthalben  einwerthige  Function,  welche  an  den 
Stellen  x=\^  2,  3,  ...  unstetig  wird,  indem  die  Functionswerthe 
einen  Sprung  von  0  nach  1 ,  von  1  nach  2  u.  s.  f.  erleiden.  An  allen 
anderen  Stellen,  mögen  sie  auch  noch  so  nahe  an  den  ünstetigkeits- 
stellen  liegen,  ist  die  Function  stetig",  ja  man  kann  sagen,  dass  für 
jeden  einzelnen  Werth  von  x\  G(x  -\-  Qh)  — ■  G{x)  <.  d  gemacht 
werden  kann,  durch  Wahl  von  h  (nur  sinkt  der  Werth  von  h  unter 
jede  augebbare  Grenze  herab,  wenn  x  einer  Discontinuitätsstelle  be- 
liebig nahe  kommt:  die  gleichmässige  Stetigkeit  hört  auf);  nicht 
aber  G{x  —  Qh)  —  G{^x)  <  d,  wenn  x  eine  der  Unstetigkeitsstellen 
ist,  woraus  man  sieht,  dass  die  erste  Ungleichung  allein  zur  Bedingung 


der  Stetigkeit  nicht  hinreicht. 


Als  Unstetigkeitspunkte  werden  aber  auch  ferner  diejenigen  Stellen 
bezeichnet,  an  denen  der  Functionswerth  selbst  über  jede  angebbare 
Grenze  hinausliegt,  oder  an  denen  er  ganz  unbestimmt  wird,  weil  auch 
an  solchen  Stellen  der  Stetigkeitsbedingung,  wie  sie  oben  formulirt 
wurde,  niclit  genügt  werden  kann.  Bei  einer  gegebenen  Function  ist 
es  dann  wichtig  zu  untersuchen,  wie  sie  sich  in  der  Nähe  solch  einer 
Stelle  verhält. 
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So  wird  z.  B.  y  =  — —  für  x<^a  einen  negativen  Werth  haben, 

dessen  Betrag  immer  grösser  wird,  je  mehr  sich  x  dem  Werthe  a 
nähert;  sobald  x  ein  wenig  grösser  wie  a  geworden ,  wird  der  Betrag 
positiv  beliebig  gross;  es  findet  hier  also  eine  Aenderung  von  —  oo 
zu  +  oü  statt,  oder: 

f{a  +  A)  =  -^    und    ({a  -  h)  =  —  ^ 

liefern  für  abnehmende  Werthe  von  h  Zahlenreihen,  die  in  bestimmter 
Art  (§  9)  positiv  und  negativ  unendlich  werden."  Dasselbe  ist  zufolge 

der  geometrischen  Definition  bei  taug  x  an  der  Stelle  -~  erkennbar. 
Dagegen  wird  die  Function  y  =  (  ;  _  )  zu  beiden  Seiten  von  a  po- 
sitiv beliebig  gross.  Die  Stetigkeit  besteht  indess  für  jeden  Werth 
von  X ,  der  sich  um  eine  beliebig  kleine,  jedoch  endliche  Grösse  von  a 
unterscheidet. 

Die  Functionen: 

u  = sin  ( )     und     y  =  — (sin  ( n 

^  X  —  a  ^  X  —  a  /  '^  X  —  a  \         \x  —  a  J  J 

weisen  ein  völlig  unbestimmtes  Verhalten  auf;  denn  während  bei  jeder 
derselben  der  erste  Factor  mit  Annäherung  des  x  an  a  beliebig  gross 
w'wdy  oscillirt  der  zweite  Factor  zwischen  —  1  und  +  ^^  ^^'^'  ^^  ^^"^^ 
-f-  1,  so  dass  von  keiner  Stelle,  auch  noch  so  nahe  bei  a, 

/•(«  ±  A)  = -£,- sin  (±  I)     bez.     ^y(siü(±{ 

für  unendlich  klein  werdendes  li  eine  Reihe  mit  einem  bestimmten 
endlichen  oder  unendlichen  Grenzwerthe  liefert  (weder  die  im  §  0 
noch  die  im  §  9  geforderten  Eigenschaften  sind  hier  erfüllt).  Die 
Oscillationen  der  Sinusfunction  folgen  um  so  rascher  auf  einander,  je 
näher  x  dem  a  kommt;  nimmt  man  x  ==  a  -\-  h  an  und  fragt:  um  wie 
viel  h  vermindert  werden  muss,  damit  die  Zahl  unter  dem  Sinus  um 
2%  sich  ändert,  so  folgt,  wenn  man 

h     '  h 

setzt,  dass 

/'_        '* 

^   ""    \-\-2nh  ' 

also 

ist.  Die  Diö'erenz,  das  Intervall,  in  welchem  der  Sinus  bereits  alle 
seine  Werthe  durchläuft,  ist  also  kleiner  als  2  7t]i'^,  so  dass  die  Anzahl 
der  Oscilhitionen  des  Sinus  in  beliebig  kleinem  Bereiche  bei  a  über 
jede  augebbare  Grenze  hinaus  liegt;  für  solch  eine  Stelle,  wo  sein  Argu- 
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ment  unendlich  wird,  hat  der  Sinus  (und  ebenso  Cosinus,  Tangens 
und  Cotangens)  keinen  bestimmten  Werth;  er  kann  also  auch  nicht 
stetig  an  dieser  Stelle  genannt  werden,  wiewohl  er  au  jeder  noch  so 
nahe  liegenden  Stelle  stetig  ist. 

Wird  eine  stetige  Function  für  die  Werthe  von  x  in  einem 
Intervalle  von  a  bis  h  nicht  unendlich,  so  giebt  es  mindestens  einen 
Werth  von  x  im  Intervalle  oder  zusammenfallend  mit  den  Grenzen  a  ZoJ^ 
oder  hf  für  welchen  sie  einen  angebbaren  algebraisch  (d.  h.  mit  Be-  /:,,'.\ 
rücksichtigung  des  Vorzeichens)  grössten  Werth  G,  und  ebenso  eine 
Stelle,  an  welcher  sie  einen  algebraisch  kleinsten  Werth  g  annimmt. 
Dieser  Satz  ist  nicht  selbstverständlich.  Bei  einer  unstetigen  Func- 
tion ist  zwar  auch,  falls  die  Function  endlich  bleibt,  eine  obere 
(und  eine  untere)  Grenze  angebbar,  die  von  den  Functionswerthen 
nicht  überschritten  wird;  auch  kann  man  die  Grenzen  so  fixireu,  dass 
sicherlich  die  Functionswerthe  an  einer  Stelle  diesen  Grenzen  beliebijr 
nahe  kommen;  aber  es  braucht  dieser  Werth  nicht  wirklich  erreicht 
zu  werden.  Denkt  man  sich  z.  B.  die  Function  y  =  x  im  Intervalle 
von  0  bis  1 ,  legt  ihr  aber  an  der  Stelle  x  =  l  den.  Werth  y  =  0  statt 
y=l  bei,  so  ist  sie  eine  unstetige  Function,  deren  obere  Grenze  der 
Werth  1  ist,  den  sie  gleichwohl  im  Intervalle  von  0  bis  1  (einschliesslich 
der  Grenzen)  nicht  annimmt. 

Für  eine  stetige  Function  beweist  man  den  Satz  folgendermassen. 
Zerlegt  man  das  Intervall  a  bis  h  in  n  Theile,  von  der  Grösse 
d  =  — ~-^~- j  so  ist  entweder  einer  der  Theilpunkte  eine  Stelle,  an 
welcher  die  Function  den  Werth  der  oberen  Grenze  G  annimmt,  oder 
es  ist  mindestens  für  eines  dieser  Intervalle  der  Werth  G  obere  Grenze; 
d.  h.  die  Functionswerthe  kommen  dieser  Grösse  beliebig  nahe; 
dieses  Intervall  erstrecke  sich  von  x^^  bis  iP^^+i.  Man  wähle  d'  <^  Ö 
und  theile  dieses  Intervall  in  Unterabtheilungen  von  der  Grösse  ö\ 
Entweder  trifft  man  dabei  auf  die  Stelle  mit  dem  Maximalwerthe,  oder 
in  einem  Intervalle  Xic  bis  ic,<,'+i  ist  G  die  obere  Grenze.  Theilt  man 
nun  dieses  Intervall  weiter  in  Strecken  von  der  Grösse  d"  <  d'  u.  s.  f., 
so  gelangt  man  entweder  durch  einen  endlichen  Process  zu  der  Stelle, 
an  welcher  der  Maximalwerth  G  vorhanden  ist,  oder  man  gewinnt 
eine  unbegrenzt  fortsetzbare  Reihe  von  wachsenden  Grössen: 

welche  eine  Stelle  X  definirt.  Der  Werth  der  stetigen  Function  f 
an  dieser  Stelle  kann  sich  V(m  dem  Werthe  6r  nicht  unterscheiden,  da 
eine  stetige  Function  die  Eigenschaft  hat,  dass  der  Werth  an  jeder 
Stelle  als  Grenzwerth  benachbarter  abgeleitet  werden   kann  (§  IG); 

/X^.u);    t\^,u')>    fi^u-)    .    .   . 
ist  die  Reihe,   durch   welche  f{X)  definirt  wird.     Die  Werthe  dieser 


I 
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Reihe  nähern  sich  aber  beliebig  dem  Werthe  G]  folglich  kann  auch 
f{X)  nicht  um  eine  endliche  Grösse  von  G  verschieden  sein,  es  ist 
f(X)^G. 

Ebenso  findet  man  eine  Stelle,  an  welcher  der  Functionswerth  mit 
der  unteren  Grenze  g  zusammenfällt. 

18.  Bei  einer  Function,  die  nicht  auf  ein  endliches  Intervall  von 
X  beschränkt  ist,  wird  es  jedesmal  von  Wichtigkeit  sein,  ihr  Verhalten 
für  ein  unendlich  gross  werdendes  x  zu  prüfen,  d.  h.  zu  untersuchen: 
welchen  Grenzwerth  besitzt  die  Reihe  der  Functions  werthe,  gebildet 
für  beliebig  grosse  Werthe  von  x?  Der  Grenzwerth  ist  entweder  ein 
bestimmt  endlicher,  oder  bestimmt  unendlicher,  8der  ein  unbestimmter, 
je  nach  den  Eigenschaften,  welche  die  Reihe  aufweist. 

Beispiele  hierfür  sind: 

(«)       Lim(a  +  l\^^^^^^  =  «,     Liiu  {~~)  =  0  (wenn   m  >  0), 

(ß)       Lim(a;"%=:+x  =  +  oo (m  >  0),     Lim  Mog(A'):r=+..  =oo{h>  1). 

{Lim(sin:?;)füra;=:  +  ao   unbestimmt  (aber  endlich), 
Lim(^  sin  :«^)für.r  =  +  »  (unbegrenzt  unbestimmt). 

19.  Da  durch  die  Forderung  der  Stetigkeit  zu  beiden  Seiten  einer 
Stelle  auch  das  unendlich  gross  Werden  der  Function  in  der  Umgebung 
dieser  Stelle  ausgeschlossen  ist,  so  gelten  für  die  Eigenschaft  der  Stetig- 
keit die  folgenden  allgemeinen  Sätze: 

a)  Die  Summe  (Differenz)  zweier  (oder  mehrerer)  stetiger  Functionen 
ist  selbst  eine  stetige  Function. 

Denn  sind  (p(x)  und  ^^{x)  stetig,  so  ist  es  immer  möglich  ein  Inter- 
vall h   ausfindig   zu   machen,   so  dass 

ahs[(p{x  ^h) —  9?(^)]  <  .,  <J,       abs[^'(a;  +  A)  —  ^(^01  "<  .,   ^• 
Daraus  folgt,  dass: 

abs[{9?(a;  +  /O  ±tix±  Ji)}  -  {(p[x)  ±  t(x)}]  <  d. 

b)  Das   Product  zweier   (oder   mehrerer)  Functionen   ist   selbst  eine 
stetige  Function,  denn  es  ist: 

abs  [cp  {x  +  /^)  •  x^  {x  +  ^0  ~  9  (^)  •  ^'  (^)] 
=  abs  \(p{x  ±  h)  {ip{x  ±  h)  -  i^{x))  +  i^(:r)  {(p{x  ±  h)  —  ^(.^0}]  • 
Wird  das  Intervall  h  so  bestiaimt ,  dass 

abs[i^'(a;  +  h)  —  ^{x)\  <  £,  abs[9?(ic  +  h)  —  9(^)]  <  f  ? 
so  wird: 

abs  \(p  {x  +  h)  !^(^  ±  h)  —  (f  (x)  t  (^)]  <  -f  •    abs  [cp  {x  +  h)  +  t  (^)]. 
Dieser  Ausdruck  rechts  kann  aber,  da  cp  und  i^  in  der  Umgebung  der 
betrachteten    Stelle    bestimmte   obere   Grenzen   haben,    immer   kleiner 
gemacht  werden  als  eine  beliebig  kleine  vorgegebene  Zahl,  durch  eine 
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entsprechende  Annahme  von  s  und  daraus  folgender  Bestimmung 
von  h. 

c)  Der  Quotient  zweier  stetiger  Functionen  ist,  mit  Ausnahme  der 
Stelle,  an  welcher  der  Nenner  verschwindet,  selbst  eine  stetige 
Function. 

Denn  es  ist: 

Der  Zähler  dieses  Ausdruckes  kann,  wie  eine  der  vorigen  gleiche  Be- 
trachtung zeigt,  so  klein  gemacht  werden  als  man  will,  während  der 
Nenner  endlich  bleibt. 

Convergirt  aber  in  dem  Bruche  -yj  \    der  Nenner  für  x==^a  nach 

i  Null,  während  der  Zähler  einen  endlichen  Werth  erhält,  so  wird  der  Werth 
des  Quotienten  entweder  bestimmt  unendlich,  d.  h.  unstetig,  oder  auch 

^  unbestimmt;  für  jeden  dieser  Stelle  noch  so  nahe  gelegenen  Werth 
von  X  jedoch  ist  er  stetig. 

Convergirt  auch  der  Zähler  nach  Null,  so  ist  unter  dem  Werthe  von 

'-  -rfl'  an  dieser  Stelle  x  =  a  der  Grenzwerth   der  Reihe  zu  verstehen, 

;  welche  man  erhält,  indem  x  eine  continuirliche  Zahlenreihe  durch- 
läuft, welche  a  zur  Grenze  hat.  Ob  der  Quotient  alsdann  einen  be- 
stimmten Werth  bekommt,  und  ob  er  eine  stetige  Function  auch  an 
dieser  Stelle  ist,  d.  h.  ob  er  denselben  Werth  für  x  >  sowohl  wie  <  a 
erhält,  muss  nach  besonderen  Methoden  entschieden  werden.  Der  wich- 
tigste Fall  dieser  Art  wird  in  den  folgenden  Paragraphen  untersucht 
werden;  aus  seiner  Lösung  wird  eine  allgemeine  Methode  hervorgehen. 

d)  Ist  ii  =  (p{x)  eine  stetige  Function  von  x,  und  y=>f{u)  eine 
stetige  Function  von  w,  so  ist  auch  y  eine  stetige  Function 
von  x. 

Denn  damit 

werde,  muss  die  Aenderung  von  x  so  bestimmt  werden,  dass 

[^{x  +  h)  —  cp(:r)\  <  e 

wird,  wobei  e  die  Grösse  bezeichnet,  bei  welcher  für  die  stetige  Function 
/"die  Forderung 

^hH[f{u  +  s)~f{u)]   <   ö 

;  erfüllt  ist.    Ein  solcher  Werth  h  lässt  sich  aber  der  Voraussetzung  nach 
■  angeben. 

20.    Nachdt>m   die  ausgezeichneten  Stellen  in  dem  Verlaufe  einer 
l  Function  ermittelt  sind,  sucht  man  ein  Maass  festzustellen  für  die  Art, 
wie  die  Function  ihre  Werthe  ändert,  wenn  die  unabhängige  Variabele 
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vermehrt  oder  vermiiulert  wird.  Die  mathematische  Präcisiruiig  dieses 
Maasses  bildet  den  Kern  der  Differentialrechnung. 

iMan  betrachte  zwei  Functionswerthe,  welche  zu  zwei  verschiedenen 
Werthen  des,  Argumentes:  x  und  x -\-  t^x  {ti.x  ist  Bezeichnung  des 
Zuwachses  von  x  und  soll  nicht  etwa  ein  Product  darstellen)  gehören, 
und  bezeichne  die  entsprechenden  Werthe  der  Function  mit  y  und 
y  -^  t^xj^  so  ist  Ay  berechenbar  aus  der  Gleichung: 

(Ij     ^y  =  f{x  -{-  Ax)  —  f{x).    {Ax  kann  >  oder  <  0  gewählt  werden). 

Die  rechts  stehende  Differenz  giebt  die  Grösse  der  Verändening  für  y 
an,  wefin  die  unabhängige  Veränderliche  vom  Werthe  x  bis  zum  Werthe 
X  -\-  Ax  gewachsen  ist. 

Diese  Aenderung  von  y  soll  mit  der  von  x  verglicben ,  d.  h.  es 
soll  gemessen  werden,  um  wie  viel  mal  sie  grösser  oder  kleiner  als 
Ax  ist.     Zu  dem  Zwecke  ist  der  Quotient  zu  bilden: 

Der  rechts  stiftende  Differenzenquotient  giebt  ein  Maass  für  die  dnrcli- 
schnittliche  {mittlere)  Grosse  der  Veränderung  in  dem  Intervalle  von  x 
bis  X  -{-  Ax.  Denn  er  sagt  aus,  wenn  bei  der  Aenderung  des  x  um 
die  Einheit  die  Veränderung  des  y  den  in  der  Gleichung  (II)  ange- 
gebenen Werth  betrüge,  so  würde,  falls  die  Function  sich  gleich- 
massig  in  dem  Intervalle  änderte,  also  zu  gleichen  Werthen  von 
Ax  stets  gleiche  Werthe  von  Ay  gehörten,  der  Zuwachs  gleich  Ay 
sein.  Der  Ditferenzenquotient  besitzt  folgende  Eigenschaften:  Voraus- 
gesetzt dass  /'  eine  stetige  Function  von  x  ist,  ist  auch  der 
Differenzenquotient  bei  irgend  einem  endlichen  Werthe  von  Ax  eine 
stetige  Function  von  x-^  unter  der  gleichen  Voraussetzung  ist  er  aber 
auch  zweitens  eine  stetige  Function  von  Ax^  so  lange  wir  uns  auf 
endliche  aber  beliebig  kleine  Werthe  von  Ax  beschränken  (siehe  die 
vorige  Nummer). 

Indem  wir  nun  ein  Maass  nicht  für  ein  willkürliches  Intervall, 
sondern  für  eine  Stelle  der  Function  zu  bestimmen  suchen,  müssen 
wir  A.;f,  die  Grösse  des  Intervalles,  nach  Null  convergiren  lassen.  Der 
Quotient  auf  der  rechten  Seite  wird  dann  unendlich  gross,  falls  nicht 
auch  sein  Zähler  f{x  -{-  Ax)  —  f{x)  in  eine  Reihe  von  Zahlen  aus- 
läuft, welche  die  Null  zur  Grenze  hat  (§  10).  Indem  wir  aber  dieses 
voraussetzen,  betrachten  wir  eine  Stelle,  in  deren  unmittelbarer  Um- 
gebung die  eindeutige  Function  stetig  verläuft.  Welche  Bedingungen 
müssen  erfüllt~sein,  damit  mmmelir  der  Quotient: 

f{x-\-l^x)-f{x) 
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für  immer  kleiner  werdende  Werthe  von  Aic  eine  stetige  Folge  von 
Zahlen  liefert,  welche  einem  bestimmten  Grenzwerthe:  null,  endlich 
oder  unendlich  gross  zustrebt?  Das  Durchlaufen  des  Intervalles 
Aa;  im  positiven  oder  negativen  Sinne  lässt  sich  wiederum  so  aus- 
drücken, dass  wir  AiC  als  festen  (beliebig  kleinen  aber  endlichen) 
Werth  denken,  und  eine  Zahl  0  einführen,  welche  sich  continuirlich 
zwischen  den  Grenzen  —  1  und  +  1  bewegt;  dann  handelt  es  sich  um 
die  Existenz  eines  Grenzwerthes  von: 

f(x  +  QAx)  -  f^)_ 
OAx  ' 

wenn  0  von  —  1  nach  Null,  oder  von  -j-  1  nach  Null  convergirt.  Die 
Grenzwerthe,  welche  sich  in  beiden  Fällen  ergeben,  können  verschieden 
sein;  im  ersten  Falle  nennen  wir  den  Differenzenquotieuten  rückwärts, 
im  zweiten  vorwärts  genommen.     Wir  fassen  den  letzteren  ins  Auge : 

DeV  besondere  Werth  Null  wird  als  Grenzwerth  auftreten,  falls  sich 
zu  jeder  noch  so  kleinen  Zahl  ö  eine  Zahl  Ax  finden  lässt,  so  dass 
der  absolute  Betrag  dieses  Quotienten  für  jeden  Werth  von  0  kleiner 
ist  als  d.  Dabei  kann  der  Zähler  sein  Vorzeichen  beliebig  wechseln, 
d.  h.  f{x  -\-  QAx)  kann  bald  grösser,  bald  kleiner  werden  als  f{x), 
oder  in  anderen  Worten:  Die  Function  f\x)  kann,  falls  Null  der  Grenz- 
werth des  Differenzen quotienten  ist,  in  der  Umgebung  der  Stelle  x 
beliebig  viele  Oscillationen  in  Bezug  auf  die  a;-Axe  besitzen*). 

Soll  aber  der  Grenzwerth  ein  endlicher  oder  bestimmt  unendlicher 
werden,  so  muss,  da  der  Nenner  des  Quotienten  für  +1>0>O 
nur  positiv  ist,  auch  der  Zähler  bei  gleichem  Vorzeichen  von  0  stets 
dasselbe  Vorzeichen  haben,  d.  h.  ,^       ^ 

f(x  -\-  QAx)  ist  entweder  nur  >  oder  nur  <  f{x).  ' 

Die  Function  wächst  nur  oder  nimmt  nur  ab  im  Vergleich  zu  dem 
Werthe  an  der  Stelle  x^  während  x  wächst;  sie  besitzt  in  beliebig  kleinem 
Intervalle  keine  Oscillationen  mehr  in  Bezug  auf  diesen  Werth.  Diese 
Bedingung  ist  eine  nothwendige.  Aber  damit  die  Reihe  der  Diiferenzen- 
quotienten  einen  endlichen  Grenzwerth  hat,  muss  vielmehr  die  Be- 
dingung (nothwendig  und  hinreichend)   erfüllt  sein,  dass 

wird,  wobei  b  eine  beliebige  Zahl  bedeutet.  •,..  ,\  "jC,^*  v- .  /.■.■^,  ./  . 

Diese  Ungleichung  lässt  sich  auf  folgende  Weise  interpretiren : 

*)   Die  Schwankungen  (Unterschiede  der  Ordinaten)    sind,  wie  ich  nur  bei- 
i   läufig  anmerke,    von    der   zweiten  Ordnung  unendlich   klein    (Cap.  7),'  z.  B.   die 

f  Function  x^  sin  —-  hat  an  der  Stelle  o;  =  0  den  Dilterentialquotienten  0,  denn  es  ist 


Lim    ~ — —^^ -^-^    =  Lim    h  sin  -^    =  0. 
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Bezeichnet  man  den  numerischen  Unterschied  der  zu  den  Werthen 
Ax  und  QAx  gehörigen  DifFerenzenquotienten  als  die  Schwankungen 
dieses  Quotienten  im  Intervall  Ax^  so  spricht  diese  Ungleichung  aus: 
Die  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung  für  die  Existenz  eines 
bestimmten  endlichen  Grenzwerthes  besteht  darin,  dass  sich  zu  jeder 
noch  so  kleinen  Zahl  d  ein  endliches  Intervall  Ax  ermitteln  lässt,  in 
welchem  die  Schwankungen  des  Diiferenzenquotienten  kleiner  wer- 
den als  d. 
^^^  Damit    ist    aber   gesagt,    dass    in    der    Umgebung   jeder 

trjr   Stelle,  an  welcher  die   stetige  Function  einen  bestimmten 
^^^^^  endlichen   Grenzwerth   des   Differenzenquotienten  besitzt, 
^^j-der  Differenzenquotient  nicht  nur  eine   stetige   Function 
ö        von    Ax  bei  jedem   endlichen   Werth  von    Ax    ist,   sondern 
diese  Eigenschaft  auch  beibehält  für  Ao;  =  0. 

Hat  der  Differenzeuquotient  die  Eigenschaft  im  Intervall  Ax, 
während  0  nach  Null  convergirt,  nur  zu  wachsen,  oder  nur  abzunehmen 
(mit  andern  Worten:  lässt  sich  an  einer  Stelle  ein  Intervall  Ax  ermit- 
teln, in  welchem  der  Differenzenquotieut  keine  Maxima  oder  Minima 
Q  mehr  besitzt),  so  ist  ein  Grenzwerth  vorhanden  entweder  endlich  oder 
bestimmt  unendlich  (§  6.  Zusatz).  Die  Möglichkeit  keines  bestimmten 
Grenzwerthes  ist  sonach  dadurch  allein  gegeben,  dass  der  Differenzen- 
quotient an  einer  Stelle  in  noch  so  kleinem  Intervalle  unendlich  viele 
Maxima  und  Minima  bekommt,  deren  Unterschiede  sich  nicht  beliebig 
verkleinern  lassen.  In  diesem  Falle  nennen  wir  den  Differenzenquo- 
tieuten  nicht  mehr  stetig  einschliesslich  des  Werthes  A:c  =  0. 

Wir  können  Zähler  und  Nenner  der  obigen  Ungleichung  geometrisch 
folgend ermassen  deuten: 

Stellen   wir   uns    die  Function    y  =  f(x)   unter    dem    Bilde    eines 

Polygones  mit  beliebig  vielen 
Ecken  vor,  indem  wir  die  Werthe 
von  X  und  y  als  Strecken  eines 
rechtwinkligen  Cartesischen  Co- 
ordinatensystems  interpretiren,  so 
erkennen  wir: 

I.  Die  DifiPerenz  Ay  giebt  den 
Höhenunterschied  zweier 
Punkte  1^  und  Pj  an,  welche 
zu  den  Werthen  x  und 
X  -{-  Ax  gehören. 
Der  Differenzenquotient  ist 
gleich  der  trigonometrischen 


I 


^- 


IL 


Fig.  2. 

Tangente  des  Winkels,  den  die  Sehne  FFi  mit  der  Abscissenaxe  bildet 
er  misst   die  mittlere  Stärke  der  Steigung. 
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Die  Gleichung  der  Sehne  als  einer  Graden,  welche  durch  die  Punkte 
P  und  Pj  geht,  wird,  wenn  |  und  i]  die  Coordinaten  irgend  eines 
auf  ihr  gelegenen  Punktes  bedeuten  : 

V  -  fix)  ^   f{x+Ax)-f(x)  ^ 

^  —  X  Ax 

Der  Punkt  mit  der  Abscisse  g  =  rr  +  0  Aa;,  welcher  auf  dieser  Graden 

liegt,  hat  die  Ordinate: 

rj  =  f{x)  +  Q  {f{x  +  Ax)  -  fix)}  . 

Andererseits  gehört  zur  Abscisse  x  -\-  Q  Ax  die  Polygonecke 

rj  =f{x  +  QAx). 
Mithin  ist 

Q{ax  +  Lx)  -  f{x)}  -  {fix+QAx)  -  m) 

gleich  der  Differenz  M  TT'  —  MIT  =  TT  TT'.  Nennen  wir  ^^  das  Maass 
der  Abweichung  des  Functionswerthes  von  der  Geraden  an  dieser  Stelle 
im  Intervall  A^,  so  lehrt  uns  die  obige  Ungleichung,  welche  die 
zuerst  genannte  Bedingung  in  sich  schliesst: 

Die  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung  eines  bestimmten 
endlichen  Grenzwerthes  für  den  Differenzenquutienten  besteht  darin, 
dass  sich  zu  jeder  noch  so  kleinen  Zahl  d  ein  Intervall  Ax  ermitteln 
lässt,  in  welchem  die  Abweichungen  von  der  Geraden  ihrem  absoluten 
Betrage  nach  kleiner  werden  als  d*). 

Die    andere  Interpretation    der    Ungleichung  erhält  man,    indem 

man  den  Winkel,  welchen  die  Sehne  I^ I*^  ™^^  ^^^  Abscisseuaxe  bildet, 

mit   «',   ebenso  den  Winkel  zwischen   PTT  und   der  Abscisseuaxe  mit 

a"  bezeichnet,  so  ist 

.           .        i           /.         f{x-\-ü,x)  —  f{x)  f{x4-QAx)  —  f{x)     ^x 

tang«  -tang«    =  ^^  ^   ^^ QAx  <^> 

d.  h.  es  muss  sich  ein  Intervall  Ax  ermitteln  lassen,  in  welchem  die 
Unterschiede  der  Winkel  «',  a"  beliebig  klein  werden.  Alsdann  nähern 
sich  die  Polygonseiten  einer  festen  Grenzlage  und  die  Function  ist  an 
dieser  Stelle  unter  dem  Bilde  einer  Curve  zu  denken;  d.  h.  eines  geo- 
metrischen Gebildes,  welches  an  der  Stelle  eine  bestimmte  Richtung 
hat,  so  dass  der  Verlauf  an  dieser  Stelle  mit  beliebiger  Annäherung 
durch  eine  bestimmte  Gerade  dargestellt  wird.  Die  Bedingung  für  die 
Existenz  eines  Grenzwerthes  ist  also  geometrisch  gesprochen  nichts 
anderes  als  die  Bedingung  für  die  Darstellbarkeit  einer  Function  durch 
eine  Curve.    (§  15.) 

Dagegen  wird  der  Grenzwerth  in  bestimmter  Weise  unendlich 
gross,   wenn   das  Maass   der  Abweichung  von  der  Geraden  Fl\  stets 

*)  Die  Abweichungen  können  dabei  fortwährend  ihr  Zeichen  wechseln,  d.  h. 
eine  Curve  kann  in  jedem  noch  so  kleinen  Intervalle  in  Bezug  auf  ihre  Tangente 
unendlich  viele  Oscillationen  haben,    '•-■o-t'^s^    ,  _ 

Lajuc^^-  3*     ^<ujuiUtU 
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positiv  oder  stets  negativ  über  jeden  Betrag  hinaus  wächst  oder  tg  a 
unendlich   wird   (§  24a).     Völlig   unbestimmt  aber  wird  er,   wenn  die 
Abweichung  weder  Null   noch   in  bestimmter   Weise   unendlich   wird, 
sondern  zwischen  verschiedenen  Grenzen  oscillirt. 
Dieser  Grenziverth ^  definirt  durch  die  Gleichung: 

(III)    ^^-  =  Lim/fc±®^^^M  oder  kürzer:  Lim  /^^^  +  ^|)— ^M, 

vorwärts  genommener  Differentialquotient  der  Function  an  der  Stelle  x 
genannt^  gieht  ein  Maass  für  die  Äenderung  der  Function  an  der  Stelle^ 
während  x  ivächst. 

Ebenso  gieht  der  rücJcwärts  genommene  Differentialquotient 


(Illa)  ^y  =  Lim/'^-Q^J^i  ~^'^'  oder  kürzer:  Lim/fc^^^-" 


f{x) 


ein  Maass  für  die  Äenderung  derFunction  an  jener  Stelle  j  während  x  abnimmt. 

Statt  der  Gleichung 
endlich  ist,  schreiben : 


Statt  der  Gleichungen  (III)  kann  man  auch  für  den  Fall,  dass  -~- 

et  oc 


Ax  dx     '       ' 

wobei  d  eben  jene  mit  Ax  nach  Null  convergirende  Differenz  zwischen 
den  Gliedern  der  aus  den  Differenzenquotienten  gebildeten  Reihe  und 
ihrem  Grenzwerthe  bedeutet.  Hierbei  ist  zu  bemerken,  dass  zu  einem 
noch  so  kleinen  endlichen  Werthe  von  d  sich  jedesmal  ein  endlicher 
Werth  von  Ax  ermitteln  lassen  muss,  welcher  diese  Gleichung  be- 
friedigt, weil  der  Differenzen quotient  eine  stetige  Function  von  Ax  ist; 
es  braucht  aber  nicht  dasselbe  Ax  bei  allen  Werthen  von  x  in  einem 
Intervalle  bei  gegebenem  d  zu  gelten  (siehe  den  folgenden  Paragraphen). 
Die  Gleichung 

Ay=^Ax-  p  +  AX'd 

Cl  X 

sagt  dann  aus:  je  kleiner  Ax  gewählt  wird,  um  so  genauer  ist  die 
zugehörige  Äenderung  der  Function  gleich  dem  Producte  aus  Differen- 
tialquotient mal  AXf  so  dass  dasselbe  für  die  Stelle  selbst  das  Maass 
des  Wachsthumes  präcise  bezeichnet.  Auch  sieht  man  ein,  was  schon 
anfangs  gesagt  wurde,  dass  die  Existenz  bestimmter  endlicher  Werthe 
für  den  vor-  und  für  den  rückwärts  genommenen  Differentialquotienten 
zugleich  stets  die  Bedingung  der  Stetigkeit  der  Function  an  dieser 
Stelle  involvirt. 

21.  Je  nachdem  der  vorwärts  genommene  Differentialquotient 
positiv  oder  negativ  ist,  wächst  die  Function  an  dieser  Stelle  mit 
wachsenden  Werthen  von  x  oder  nimmt  ab;  und  je  nachdem  der  rück- 
wärts genommene  Differentialquotient  positiv  oder  negativ  ist,  nimmt 
die   Function   ab   oder  sie  wächst  mit  abnehmenden  Werthen   von  x. 


Stetigkeit  und  Differentialquotient.  37 

Die  Unterscheidung  des  vor-  und  des  rückwärts  genommenen  Differen- 
tialquotienten wird  aber  bei  einer  stetigen  Function  in  den  meisten 
Fällen,  die  späterhin  betrachtet  werden,  unnöthig.,  denn  es  besteht 
der  Satz: 

Wenn  in  der  beiderseitigen  Umgehung  einer  Stelle ,  an  welcher  f{x) 
stetig  istj  hei  jedem  Werthe  von  x  ein  Intervall  t^x  ermittelt  werden 
Icamiy  so  dass  die  Unterschiede  der  JDifferenzenquotienten  dieses  Inter- 
V alles  gehildet  für  alle  Werthe  zivischen  0  und  t^x  ihrem  ahsoliden 
Betrage  nach  Meiner  hleihen  als  eine  heliehig  Ideine  Zahl  ^,  so  ist  der 
vorivärts  genommene  Differentialquotient  eine  stetige  Function  von  x 
und  der  Werth  des  rüchwärts  genommenen  ist  mit  ihm  identisch. 

Zu  beiden  Seiten  einer  Stelle  x  trage  man  das  Intervall  +  h  ab. 
Die  Grösse  h  ist  beliebig  klein,  jedoch  endlich  gedacht;  sie  repräsentirt 
die  beiderseitige  Umgebung.  Die  Bedingung  besagt  alsdann,  dass  die 
Differenz 


rfi^: 


,     I  /^u;±/t+Aa?)  -  fix±h) f(x±rih  +  QAx)  -  f(x±r)h)l 

^  ^  Ax  QAx  J 


kleiner  bleibt  als  dj  mögen  0  und  i]  alle  Werthe  von  0  bis  1  an- 
nehmen. Diese  Bedingung  kann  in  die  Worte  gefasst  werden:  Der 
Differenzenquotient  ist  eine  stetige  Function  beider 
Variabelen  h  und  Ax]  oder  er  ist  eine  gleichmässig  stetige 
Function  von  h  und  A.:^:'.  (Die  Begründung  dieser  Benennung  siehe 
Cap.  9.) 

Der  vorwärts  genommene  Differentialquotient,  gebildet  von  f{x) 
au  der  Stelle  x,  werde  mit  f^ix)  bezeichnet,  so  kann  (zufolge  der 
Voraussetzung)  Ax  immer  so  klein  gewählt  werden,  dass 

,1)  /;  {x±  h)  =  /'(^  +  ?'  +  Ax)  -  /;(^  ;>)  _j_  ^_ 

Ebenso  ist  für  den  Differentialquotienten  an  der  Stelle  x: 

und  es  ist  von  Bedeutung,  dass  zufolge  der  Voraussetzung  im  ganzen 
Intervall  derselbe  Werth  von  Ax  ausreichend  ist  bei  gegebenem 
Werthe  von  ö. 

Demnach  wird  sich  auch  die  Difl'erenz  fi{x^h)  — /\{^)  von 


rnx±h±_i 


h  +  Ax)  —  f{x±h)   __   fix±h  +  Ax)-fix±h)-]  ^  ^ 
Ax  Ax 


um  weniger  als  2d  unterscheiden. 
Mithin  ist 

abs[/-,(^±/0— /'.(x-)]  <2d, 

d.  h.  der  vorwärts  genommene  Differentialquotient  ist  in  der  Umgebung 
der  Stelle  x  stetig. 
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Um  nun  auch  den  zweiten  Theil  der  Behauptung  zu  beweisen, 
bezeichne  man  den  rückwärts  genommenen  Differentialquotienten  an 
der  Stelle  x  mit  fi^x)^  so  ist  er  definirt  durch  die  Gleichung: 

(3)  A(^)  =  ^'"".!tl"'-^  +  ^. 

wenn  £  mit  0  nach  Null  convergirt.  Setzt  man  aber  nach  Gleichung 
(1)  in  f\{x—h)  für  h  den  Werth  QLx,  so  folgt:  ^ 

(4)  f,{x-Q£.x)  =  C-W^Ax)  ^  s 

Man  erkennt  aus  dieser  Gleichung,  dass  der  Quotient 

f{x  —  Q£:^x)  —  f{x) 
—  QAx 

einem  festen  Grenzwerthe  zustrebt,  der  gleich  f\{o:)  ist,  folglich  ist, 
was  zu  beweisen  war, 

/•,(^)  =  /-,(rr).*) 

Der  Satz  von  der  Gleichheit  der  vor-  und  rückwärts  genommenen 
Differentialquotienten  bleibt  auch  an  den  Stellen  richtig,  an  welchen 
/i  W  positiv  oder  negativ  über  alle  Grenzen  wächst;  falls  nur  f\  {x  —  vili) 
und  /'j(a;+i?/i)  für  ^^  =  0  in  demselben  Sinne  unendlich  gross  werden. 
Denn  wachsen  die  Quotienten 

f[x - ri H-0 Ax)-^  fix  —  Tjh)         f(x-i-r]h-\-QAx)  -  f{x-\-rjh) 
QAx  '  QAx  ' 

wie  auch  t]  und  0  nach  Null  convergiren,  beide  im  nämlichen  Sinne  über 
jeden  Betrag,  so  werden  auch,  wenn  man  in  dem  ersten  Quotienten 
rjh  =  QAx^  im  zweiten  rj  =  0  setzt, 

fix) -fix- QAx)   ^^^    f(x  +  Ax)-fix) 
QAx  Ax 

in  demselben  Sinne  bestimmt  unendlich.  Der  rückwärts  genommene 
DifFerentialquotient  an  der  Stelle  x  ist  also  mit  dem  vorwärts  genom- 
menen identisch.  ^ 

Die  Function,  welche  den  vor-  und  rückwärts  genommenen  Dif- 
ferentialquotienten von  f{x)  darstellt,  nennt  man  nach  Lagrange 
(1736 — 1813)  die  erste  Derivirte  oder  nach  Grelle  die  erste  Ab- 
leitung von  /'und  bezeichnet  sie  häufig  mit  f  {x). 

Es  sind  also 


*)  Dass  aus  der  Stetigkeit  des  vorwärts  genommenen  Differentialquotienten 
zusammen  mit  der  von  f{x)  ohne  weitere  Voraussetzung  die  Identität  von  fj'.»:) 
und  fi{x)  gefolgert  werden  kann,  siehe  Integralrechnung  §  92. 


cu>^<^. 
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nur  verschiedene  Bezeichnungen  für  eine  Grösse,  die  zu  berechnen  ist 
aus  der  Form: 

Lim^±lt::^^  für  A^  =  0. 

22.  Der  DifFerentialquotient  hat,  wie  schon  oben  angedeutet  wurde, 
gleichwie  der  DifFerenzenquotient,  eine  einfache  geometrische  Bedeutung. 

Wenn  nämlich  der  Quotient  ^^  ,  während  Ax  immer  kleiner  wird,  einem 

bestimmten  Grenzwerthe  zustrebt  und  sich  also  (Fig.  2,  S.  34)  die  Gerade 
PF]  einer  festen  Grenzlage  nähert,  so  heisst  diese  Grenzlinie  dieTangente 
des  durch  die  Function  dargestellten  Gebildes.  Man  muss  dieses  als  die 
Definition  der  Tangente  an  eine  durch  eine  Gleichung  definirte  con- 
tiuuirliche  Punktreihe  betrachten:  Grenz  läge  der  Secante  gelegt 
durch  zwei  beliebig  nahe  Punkte.  Demnach  haben  wir  noch 
den  Satz  III,   ableitbar  aus  II: 

III.  Der  Difi*erentialquotient  ist  gleich  der  trigonometrischen  Tan- 
gente des  Winkels,  den  die  berührende  Gerade  (Tangente)  im  Punkte 
P  der  Curve  mit  der  Abscissenaxe  bildet;  er  misst  die  Neigung  der 
Curve   in   diesem  Punkte  zur    Abscissenaxe. 

Es  wird  die  Bemerkung  nicht  überflüssig  sein,  dass  eine  cou- 
tinuirliche  Punktreihe,  welche  wir  Curve  nennen,  in  zweierlei  Weisen 
definirt  werden  kann.  Entweder  geometrisch  durch  einen  Bewegungs- 
mechanismus (wie  der  Kreis  durch  Drehung  einer  festen  Strecke) 
oder  analytisch  durch  eine  Functionalgleichung  zwischen  den  Co- 
ordinaten.  In  beiden  Fällen  muss  ein  Existenzbeweis  für  die  Tangente 
erbracht  werden,  und  erst  wenn  dieser  geführt  ist,  soll  streng  genom- 
men das  Gebilde  eine  Curve  heissen.  Bei  der  geometrischen  Definition 
liefert  die  Kinematik  den  Existenzbeweis,  bei  der  analytischen  ist  der 
Nachweis  in  der  Diff'erentiirbarkeit  der  Function  enthalten. 

23.  Mit  Berechnung  des  Differentialquotienten  ist  die  Aufgabe 
gelöst,  die  Tangente  in  jedem  Punkte  jedweder  Curve,  deren  Gleichung 
gegeben  ist,  zu  construiren.  Dieses  Problem  gab  die  Veranlassung  zur 
Ausbildung  der  Differentialrechnung,  deren  (^J rundlagen  in  den  auch 
heute  noch  gebräuchlichen  Bezeichnungen  zuerst  Leibnitz  (1646 — 1716) 
im  Jahre  1684  veröffentlicht  hat  in  einem  Aufsatze  von  wenigen  Seiten: 
„Nova  methodus  pro  maximis  et  minimis,  itemque  tangentibus,  quae  uec 
fractas  nee  irrationales  quautitates  moratur,  et  singulare  pro  illis  calculi 
genus'',  erschienen  in  der  Zeitschrift:  Acta  Eruditorum  zu  Leipzig.  Unab- 
hängig von  ihm  hatte  schon  Newton*)  bei  der  Bearbeitung  mechanischer 


♦)  Die  Inschrift  auf  dem  Grabmale  Newton's  in  der  Westminsterabtei  zu 
London  lautet:  H.  S.  E.  ISAÄCUS  NEVVTONUS,  EQUES  AUKATUS,  QUl  ANIMI 
VI   FllOPE  DIVINA  PLANETARUM  MOTUS  FIüURAS,  CüMETARUM   SEMI- 


L 
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Probleme  durch  Jahre  hindurch  dieselbe  Reclmuiigsweise  ausgebildet, 
die  er  seit  Anfaug  der  siebziger  Jahre  in  seinen  Briefen  wiederholt 
erwähnt  und  angedeutet  hat,  bis  er  sie  schliesslich  1687  in  seinem 
Hauptwerke:  ,,Philosophiae  naturalis  principia  mathematica^'  als  das 
unentbehrlichste  Hülfsmittel  zur  Erforschung  messbarer  continuirjicher 
Erscheinungen  bekannt  gab*).  Newton  führte  dabei  den  Begriff 
der  Veränderlichen  ein,  indem  er  die  unabhängige  Variabele  als 
Maasszahl  der  Zeit  sich  dachte.  Für  die  Rechnung  mit  stetig  ver- 
änderlichen Grössen  stellt  er  gleich  anfangs  den  Satz  auf:  „Grössen 
welche  in  einer  gegebenen  Zeit  sich  beständig  der  Gleichheit  nähern 
und  einander,  vor  dem  Ende  jener  Zeit  näher  kommen  können,  als 
jede  gegebene  Grösse,  werden  endlich  einander  gleich";  was  nur 
eine  Einkleidung  des  Fundamentalsatzes  §  5  ist.  Interpretirt  man  die 
abhängige  Veränderliche  als  Maasszahl  einer  Strecke,  welche  ein  be- 
weglicher Punkt  durchläuft,  so  giebt  der  Differenzenquotient  die 
mittlere  Geschwindigkeit  an,  mit  welcher  eine  endliche  Strecke  durch- 
laufen ist,  während  der  Differentialquotient  die  Geschwindigkeit  au 
jeder  Stelle  misst. 

24.    Geometrische  Zusätze  und  Erläuterungen. 

a)  Wenn  der  Difterentialquotient  für  einen  endlichen  Werth  von 
X  und  y  in  bestimmter  Weise  unendlich  ist,  so  ist  die  Tangente  der 
Curve  an  dieser  Stelle  der  Ordinatenaxe  parallel. 

b)  An  Stellen,  wo  die  vor-  und  rückwärts  genommenen  Differen- 
tialquotienten verschieden  sind,  ändert  sieh  die  Richtung  der  Tangente 
discontinuirlich;  die  Curve  bildet  eine  Ecke. 

c)  An  Stellen,  wo  die  Function  einen  Sprung  erleidet,  kann  sie, 
falls  sie  sich  nach  einer  Seite  continuirlich  fortsetzt,  auch  nach  dieser 
Seite  einen  Differentialquotienten  besitzen. 

*■••']  d)  An  Stellen^  ivo  die  Functionswerthe  hei  continuirlicliem 
Wachsthum  unendlich  gross  getvorden  sind,  nmss  auch  der  JD/fferential- 

TAS,  OCEANIQUE  AESTÜS,  SUA  MATHESI  FACEM  PRAEFERENTE,  PRIMUS 
DEMONSTRA  VIT.  RADIORUM  LUCIS  DISSIMILITÜDINES,  COLORUMQUE 
INDE  NASCENTIÜM  PROPRIETATES,  QUAS  NEMO  ANTE  VEL  SUSPICATUlS 
ERAT,  PERVESriGAVIT.  NATURAE,  ANTIQUITATIS,  S.  SCRIPTURAE  SEDU- 
LUS,  SAGAX,  FIDUS  INTERPRES  DEI  0.  M.  MAIESTATEM  PHILOSOPHIA 
APERUIT,  EVANGELII  SIMPLICITATEM  MORIBUS  EXPRESSIT.  SIBI  GRA- 
TULENTUR  MORTALES  TALE  TANTÜMQUE  EXTITISSE  HUMANI  GENERIS 
DECÜS. 

Natus  XXV.  Decemb.  A.  D.  MDCXLII;  obiit  Martii  XX  MDCCXXVI  (nach 
jetziger  Jahreszäblung  1727). 

*)  Nach  seinem  Tode  erschien  erst  173«  die  iSchrift:  ,,Mcthodns  fluxionuiii 
et  serierum  iufinitarum,  cum  ejusdem  applicatione  ad  curvarum  geometriam'*. 

**)  Dieser  Satz  kommt  im  10.  Capitel  zur  Anwendung  und  kann  zunächst 
beim  ersten  Studium  übergangen  werden. 
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quotient,  wenn  ein  solcher  vorhanden  y  unendlich  gross  sein  ^  falls  nicht 
die  unabhängige  Variahele  chenfalls  unendlich  gross  wird.  Es  ist  dies 
der  Fundameutalsatz  für  die  Theorie  der  Asymptoten,  daher  ich  auf 
seinen  Beweis  besonders  eingehe. 

Erstlich:  für  x  ==  a  werde  f(a)  =  cx),  d.  h.  f{a  —  d)  bilde  für 
abnehmende  Werthe  von  d  eine*  Reihe,  deren  Glieder  von  einer  Stelle 
ab  stets  dasselbe  Zeichen  haben,  und  grösser  sind  als  eine  beliebig 
grosse  Zahl.  Damit  der  Ditferentialquotient  ein  bestimmter  werden 
könne,  setzen  wir  überdies  voraus,  dass  von  einer  Stelle  ab  die  Glieder 
nur  wachsen.  Alsdann  wird  beijedem  Werthe  von  d  der  Differenzen- 
quotient -^i  "t"-- — ^_Zl/l_z:^_  grösser  werden  als  eine  beliebig  grosse 
Zahl,  indem  man  h  dem  d  beliebig  nahe  bringt,  weil  dadurch  f\a-\-h  —  Ö) 
stets  mit  gleichem  Zeichen  grösser  als  jede  vorgegebene  Zahl  gemacht 
werden  kann.  Lässt  man  nun  d  und  mit  ihm  h  nach  Null  convergiren, 
so  wird  auch  dieser  Grenzwerth  —  Differentialquotient  an  der  Stelle  a 
—  über  jeden  Betrag  hinaus  wachsen. 

Werden  aber  zweiten  s  f{x)  und  x  gleichzeitig  in  bestimmter  Weise 
unendlich  gross,  so  besteht  der  Satz*),  dass  für  jeden  endlichen  Werth 
von  h 

Lim  /i^*)  -  ^M  =  Lim  ^^     für  ^  =  oo 

n  X 

falls  überhaupt  ein  bestimmter  endlicher  Grenzwerth  für  den  ersten 
Quotienten  bei  irgend  einem  bestimmten  Werthe  von  /*  vorhanden  ist; 
dabei  nehmen  wir  für  den  folgenden  Beweis  an,  dass  h  >  0  ist,  und 
dass  f(x)  in  bestimmter  Weise  positiv  unendlich  wird,  so  zwar,  dass 
von  einer  Stelle  ab  die  Werthe  von  f{x)  stets  wachsen.  Sei  der  Grenz- 
werth der  linken  Seite  gleich  K,  so  ist 

K-  e<  f-^+^l-f^^l  <K+a, 

wobei  £  eine  Grösse  bedeutet,  deren  Betrag  durch  Wahl  einer  unteren 
Grenze  für  x    ix  '>  g)  beliebig  klein  gemacht  werden  kann;  oder: 

Kh  —  eh  <  fix  +  h)  —  fix)  <  Kh  +  eh. 
Substituirt  man  für  x  die  Werthe:  x,  x  -\-  hy  x  -\-  2hy  ..  .x  -\-  {n  — l)h 
und  addirt  die  entstehenden  Gleichungen,  so  kommt: 

nKh  —  nsh  <f{x-{-  nh)  —fix)  <  nKh  +  neh 
oder  der  absolute  Betrag  von 

U{oo  +  nli)  -  Kix  +  nh)\  —  ifi^x)  —  Kx^  <  neh. 
Um  das  Argument  der  Function  in  allgemeinster  Weise  unendlich 
werden  zu  lassen ,  setze  man : 

X  =  .r„  -\-  ph,  wobei  0  <  x^^  <  h,  p  eine  ganze  positive  Zahl. 

*)  Caiichy,  Cours  d'Analyse  algöbr.  Cap.  2.  Der  Satz  ist  erweitert  worden 
von  Stolz:  Ueber  die  Grenzwerthe  der  Quotienten.    Math.  Annalen  Bd.  XIV. 


y^^^c.^ 


lu^lLyU.M^-<  lic     ^ 
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Ferner  sei  n  -\-  p  =  r ^  so  wird,  wenn  wir  die  Ungleichung  durch 
x^  +  rli  dividiren  und  beachten,  dass   ^    ,  ^-^  <  1  ist: 

[f{x^-{-rh)        jf\  _  f{Xo+ph)-K{Xo-\-ph) 

l  xo  +  rh         ^J  x,  +  rh  ^  ^• 

Der  Betrag  des  zweiten  Quotienten  der  linken  Seite  kann,  welchen 
Werth  auch  Xq  zwischen  Null  und  h  haben  mag,  durch  Wahl  einer 
unteren  Grenze  für  r  kleiner  gemacht  werden  als  eine  beliebig  kleine 
Grösse  d,  denn  es  ist 

/•(i^/O  < /"(^'o  +  MX /'(/^  +  M), 

ph   <      XQ'\-ph   <      h+phf 
also  ist: 

fiph)-  K{h  +ph) <  fix,  +  ph)-K{x,  +ph)  <  f(li+ph\-Kpli. 

Bezeichnet  man  also  mit  P  den  grösseren  der  absoluten  Beträge  der 
äusseren  Glieder  dieser  Ungleichung,  so  hat  man  r  so  zu  wählen,  dass 

rh 

wird,  dann  ist  auch  sicherlich  der  Betrag  von 

f{x,-\-ph)-K{x^-\-ph) 
Xo  H-  rh 

kleiner  als  8y  also: 


abs  r/^±^^  -  i^l  <  ^  +  d\ 


Da  £  durch  Wahl  von  p,  ö  durch  Wahl  von  r  beliebig  klein  werden, 
so  ist: 

Lim-^^  =  ir    (füra;=co). 

X 

Der  Werth  von  K  ist  also  von  h  ganz  unabhängig. 

Leitet  man  demnach  den  Dift'erentialquotienten  an  der  Stelle 
a;  e=  oo  durch  stetigen  Uebergang  aus  dem  Differenzenquotienten  her, 
indem  man 

f{x-\-h)-f(x) 
h 

zuerst  für  a;  =  cx>,  sodann  für  h  =  0  bestimmt,  so  ist  sein  Werth 
ebenfalls  gleich  K.  Lässt  man  aber  in  diesem  Ausdrucke  zuerst  h==0 
sodann  a;  =  oo  werden,  bildet  man  also  den  Werth:  Lim  f  (x)  für 
a;  =  oo  —  unter  f  {x)  die  Ableitung  von  f{x)  verstanden,  vor-  und 
rückwärts  genommen  identisch  —  so  kann,  vorausgesetzt,  dass  sich 
für    diesen   Limes    ein    bestimmter   Werth    durch    stetigen  Uebergang 
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überhaupt  ergiebt*),  dieser  Werth  von  dem  vorigen  nicht  verschieden 
sein;  denn  es  wird  später  (§  37)  bewiesen  werden,  dass  unter  dieser 
Annahme  für  jeden   endlichen  Werth  von  x  die  Gleichung  besteht: 

_£(x  +  AL-n?L  =  /•'  (^  +  0 10 

wobei  0  eine  Zahl  zwischen  0  und  1  bedeutet.  Hat  nun  f  {x)  für 
^  =  CO  einen  bestimmten  Grenzwerth  IT,  so  heisst  das,  es  lässt  sich  eine 
untere  Grenze  für  x  ausfindig  machen,  so  dass  für  alle  Werthe  ober- 
halb dieser  Grenze  Z'' (ic)  =  ü  +  (^ ,  wobei  d  eine  beliebig  kleine  Zahl 

ist.     Desgleichen   ist    i-^^"»    }r~'^^>    =  -^  +  ^;  und  b  durch  Wahl  von 

X  beliebig  klein.  Es  wird  also  jederzeit  ein  x  angegeben  werden 
können,  so  dass 

Lässt  man  x  beliebig  wachsen,  so  muss  K  =  H  werden. 

Mithin  ist  bewiesen:  Wenn  eine  stetige  Function  fix)  von 
einer  Stelle  ab  continuirlich  wächst  und  für  ^c  =  oo  eben- 
falls oü  wird,  so  ist  falls: 

Lim   Ax  +  A)-/(x). 
h 

für  irgend  einen  Werth  von  h  gleich  K  wird,  dieser  Werth 

K  gleich  Lim    ^      ;  er  stellt  den  Differentialquotienten  für 

X  =i  oo  dar  und  wird  auch  gleich  Lim  f  {x) j  vorausgesetzt, 
dass  auch  f  (x)  eine  stetige  Function  von  x  ist. 

Es  kann  aber  auch  der  Werth  von  K  in  bestimmter  Weise  unend- 
lich gross  werden,   dann  wird  auch   Lim  ^-^  in   bestimmter   Weise 

unendlich.  Denn  nun  ist  durch  Wahl  einer  untern  Grenze  für  x^ 
wenn  man  mit  K  eine  beliebig  grosse  Zahl  bezeichnet: 

f{x  +  h)-f(x)>  Kh, 

folglich,  wie  vorhin:  ^  ,^^i..r^/> 

f(Xo-{-rh)  ^  ^    I      fi^o  +P^^)  —  ^  i^o  +Ph)  / 

XQ-\-rh  '  Xo-{-rh 


*)  Die  Function  f{x)  =  x -\-  —  sin  (x^)  wird  für  x  =  (X>  in  bestimmter  Weise 
unendlich.  f\x)  =  1 ^  sin  (x^)  -f-  2  cos  (ä')  wird  für  a;  =  oo  unbestimmt. 

X 

/y^   I    T\       rr   \        '*  H r'i  sin  (x  +  '0' (sin  x*) 

flx-{-h)  —  fix)    _       '   x-^h ^^      '     ^  x  ^  ' 

h  ^  h 

^     wird   für  a;  =  oo  bestimmt  gleich  1.     Dieser  Werth  ist  auch  als  der  Werth  des 

Differentialquotienten  der  Function  an  der  Stelle  a;  =  cx>  zu  betrachten. 
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Der  numerische  Betrag  der  rechten  Seite  kann  durcli  Walil  von  r 
beliebig  vergrössert  werden,  denn  zu  jedem  noch  so  grossem  vorge- 
gebeneu Werthe  K  lässt  sich  der  Betrag  des  zweiten  Quotienten  ver- 
möge r  beliebig  klein  machen;  also  wird  auch 

Xq  -^  rh  ^ 

von  einer  Stelle  ab  stets  grösser  sein  als  eine  gegebene  Grösse,   d.  h. 

Lim  -^-^  =  oo  für  a;  =  oo. 

X 

Beispiel : 

(1)  fi.,)  =  lg  (.r).    Lim  l«i?:+^«i-L  =  I  Li,„  ,g(,  +  A)  =  o, 

für  :r  =  +  (x>, 
also   ist  auch   Lim  — ^  ==  0.     Im  nächsten  Capitel  wird  gezeigt  wer- 

X 

den,  dass  die  Ableitung  des  Logarithmus  gleich  ~  ist,'  so  dass  in 
der  That  auch  Lim  /' (x)  =  0  ist. 

(2)  f{x)  =  a\     Lim  ^"'^''^-^"  =  ^^tzil.  Lim  a-  ==  oo     (a  >  0) 

für  ^  =  -j-  oo. 

Lim  —  =  oo  für  x  =  4-  <x>. 

X  ' 

e)  Hat  f{x)  für  x=csd  einen  endlichen  bestimmten  Werth,  so  wird : 
Lim  ['/'^■^  +  ^)-/'(.^0l  _  Q  i^g-  jgjjgjj^  endlichen  Werthe  von  h.    Dieser 

a;=  CO 

Werth  ist  auch  als  Werth  des  Differentialquotienten  an  der  Stelle 
a?=oo  zu  betrachten-,  er  stimmt  mit  dem  Werthe  Lim  [/"  (x)]  überein, 
falls  f  (x)  überhaupt  durch  continuirliche  Aenderung  einen  für  x  =  c^o 
bestimmten  Grenzwerth  bei  beliebig  wachsendem  x  annimmt. 

f)  Der  Differentialquotient  kann  unbestimmt  werden  an  allen  Stellen 
einer  stetigen  Function,  wenn  z.  B.  die  Differenz  f{x -\-  Ax)  ~  f{x) 
überall  in  beliebig  kleinem  Litervalle  A.6"  Zeichenwechsel  erleidet  ohne 

dass  der  Betrag  des   Diöerenzenquotienten  iA^_.^Z_i:^_^  nach   Null 

convergirt;  es  ist  dies  ein  Fall,  wo  die  Function  auf  Grund  der 
Formel,  nach  welcher  sie  berechnet  werden  soll,  unter  dem  Bilde  einer 
Curve  nicht  tixirbar  ist,  weil  die  Einschaltung  von  immer  mehr  Punkten 
zwar  die  Polygonecken  schliesslich  un messbar,  dagegen  die  Polygon- 
seiteu  messbar  verschiebt. 

g)  Bei  unseren  Vorstellungen  über  die  BewegungsvorgUnge  in  der 
Natur  werden  keine  Unstetigkeiten  vorausgesetzt,  weder  in  Bezug  auf 
die  Orte,   die  der   bewegte  Körper  annimmt,   noch  in  Bezug  auf  die 
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Richtung  und  Grösse  seiner  Bewegung.  In  gewissen  Erscheinungen 
(unter  dem  Einflüsse  von  Stössen)  vollziehen  sich  aber  die  Aenderungen 
so  rasch,  dass  wir  den  Vorgang  wie  einen  discontinuirlichen  auffassen. 
Die  Stetigkeit  der  Function  ist  in  präciser  Weise  zuerst  von 
Cauchy  (1789-1857)  (Analyse  algebr.  1821)  definirt  worden,  dem 
man  überhaupt  die  Begründung  der  DiflFerentialrechnung  in  der  Form, 
wie  dieselbe  im  Vorstehenden  entwickelt  ist,  zu  verdanken  hat.  Durch 
Riemaun  ist  man  auf  stetige  Functionen  aufmerksam  geworden,  die 
innerhalb  eines  beliebig  kleinen  Intervalles  unendlich  viele  Steilen 
haben,  an  denen  der  vor-  und  der  rückwärts  genommene  Differential- 
quotient  unbestimmt  werden.  Das  erste  Beispiel  einer  stetigen  Function, 
die  in  keinem  Punkte  einen  bestimmten  Werth  des  Differentialquotienteu 
weder  vor-  noch  rückwärts  besitzt,  hat  Weierstrass  gegeben  (mitge- 
theilt  in  dem  Aufsatze  von  DuBois-Reymond  Journ.  f.  Math.  Bd.  79). 
Die  Function  erscheint  hier  als  Grenze  einer  Reihe  von  Functionen, 
deren  Werthe  schliesslich  beliebig  wenig  unterschieden  sind,  während 
für  die  Werthe  der  Differentialquotienten  das  gleiche  nicht  stattfindet; 
dieselben  variiren  vielmehr  zwischen  beliebig  grossen  positiven  und 
beliebig  grossen  negativen  Werthen. 


Sechstes  Capitel. 

Die   Berechnung    des    ersten  Differentialquotienten   der  einfachsten 
Functionen.     Allgemeine  Regeln. 

25.  Ich  werde  zuvörderst  die  Functionen  behandeln,  welche  in 
§  4  definirt  wurden  und  die  man  als  die  elementaren  Functionen 
bezeichnet. 

I.  Die   algebraischen,   deren   einfachster  Typus   y  =  x^^y   deren    allge- 
meinster die  implicite  Function :  A^y^-^-  A^  i/"~^ -| An-iy -\-An  =  0 

ist,  in  welcher  A^y  A^  •  •  •  An  Polynome  beliebigen  Grades  in  x  sind. 

II.  Die  transscendenten  und  zwar: 

a)  die  Exponentialfunction  y  =  a^  und  die  goniometrischen :   sin  a;, 
cos  X,  tang  x,  cotang  X] 

b)  der  Logarithmus  y  ==  «log  x  und  die  cyclometrischen :   aresin  x, 
arccos  x,  arctang  Xj  arccotg  x. 

Das  nächste  Ziel  der  Untersuchung  ist:  aus  den  Eigenschaften 
dieser  Functionen  zweckmässige  Methoden  ihrer  Berechnung  zu  ge- 
winnen; denn  mit  Ausnahme  des  Falles  y  =  x"\  in  welchem  m  eine 
positive  oder  negative  gaaize  Zahl  ist,  wobei  die  Berechnung  durch 
Ausführung  einer  m- maligen  Multiplication  geleistet  wird,  sind  wir 
bisher  auf  das  Verfahren  der  Einschliessung  in  Grenzen  oder  geo- 
metrische Betrachtungen  angewiesen.     Das  umfassendste  Problem  wird 
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durch  die  impl leite  algebraische  Function  gestellt,  deren  Behandlung 
jedoch  noch  weitere  allgemeine  Betrachtungen  vorangehen  müssen. 

26.  Für  die  Bildung  der  ersten  Differentialquotienten,  und  zwar 
bei  positiven  oder  negativen  Werthen  von  ^x^  bedarf  man  folgender 
allgemeiner  Regeln: 

1)  Der  Differentialquotient  einer  Constanten  ist  gleich  Null. 

2)  Der  Differentialquotient  einer  Summe  von  Functionen  ist  gleich 
der  Summe  aus  den  Differentialquotienten  der  Summanden.    Denn  ist: 

SO  wird: 

y-\-Ay  =  fi  (X  +  Ax)  +f^{x  +  Ax) \- fn  (x  +  Ax), 

also: 

Ay  ^  fi(x-\-Ax)—f^{x)  .  fijx) -\- Ax)  —  fijx)  _  _,  fn{x-\-Ax)  —  fnix)^ 
Ax  Ax  *  Ax  '  Ax 

Nach  dem  Satze  I  §  10  folgt  also: 

4^  =  fl(^)  +  A' W  •   •   •  +  fn{^)    W.    Z.    b.    W. 

Folgesatz:  Zwei  Functionen,  die  sich  nur  um  eine  additive  Con- 
stante  unterscheiden,  besitzen  dieselben  Werthe  des  Differentialquo- 
tienten. 

3)  Ist  y  gleich  dem  Producte  zweier  Functionen: 

y  =  q){x)  •  t  (x) 

so  wird: 

Ay  __     q){x-\-  Ax)  ■  il){x-{-  Ax)  —  cpjx)  •  ij)  jx) 
Ax  Ax 

Der  Ausdruck  rechts  lässt  sich  für  jeden  endlichen  Werth  von  Ax 
ersetzen  durch 

cp{x  -i-Ax)  jK^+j^Izili^  +  ^(^)  ^^^  +  ^^j-:r^(^l. 

Sind  cp  und  rp  stetig  und  besitzen  sie  an  der  Stelle  x  bestimmte  Werthe 
des  Differentialquotienten,  so  wird,  wenn  Ax  nach  Null  convergirt,  nach 
Satz  II  §  10: 

dy         d\q)(x)-tp(x)]  /  \    ,'/  \    1     ,/  X     '/  N 

Dieses  Gesetz  lässt  sich  auf  eine  beliebige  bestimmte  Anzahl  von 
Factoren  ausdehnen. 

Folgesatz:  Bedeutet  a  eine  Constante,  so  ist,  wenn  y  =  a  f{x\ 

-^  «  A^Jl^l  =  a  .V  (x) 
dx  dx        —  «  •  /    W- 

4)  Ist  y  =  ^1^^,  so  ist  an  einer  Stelle,  wo  i){x)  nicht  gleich  Null, 
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.       q)  {x+Jü  x)  qo  (x)  ^^     'il)  [x)  cp  (x -{- A  x)  ~  (p  jx)  t/;  (x-  +  A  x) 

y  1/;  (iC  +  Kx)  ^{u:)  tp  {X)  tf)  {X -i- A  X) 

oder : 

Nach  Satz  III  §  10  wird  demnach: 

dy  iif{x) '  q)'(x)  —  cpjx) '  ii>'{x) 

dx  {ip  {x)f 

Folgesatz:    Ist  y  =  —7-  so  ist:  -^  =  —  -—7^^- 
o  ^         ip{x)  dx  {'^{x)f 

5)  Zusammengesetztere  Functionen  lassen  sich  zweckmässig  in  der 
Form  aujQfassen:  y=f{u),  wobei  u  selbst  eine  Function  von  x  be- 
deutet (z.  B.  y  =  (ax  -\-  h)"^  ist  aufzufassen  unter  der  Form:  y  =  m"*, 
wobei  u  =  ax  -\-  h,  oder  y  =  sin  {x"^)  ist  y  =  sin  (u),  wo  u  =  x"^).  Als- 
dann wird,  wenn  x  um  Ax  vermehrt  wird,  sich  zunächst  u  ändern 5 
wir  bezeichnen  die  Grösse  der  Aenderung  mit  Au,  so  ist: 

Ay  =  f[u  +  A«)  -  fiu),  also  ||  =  A«  +  A»)-/W  _ 

f{u-\-  Au)  —  /"(t^)       A^ 

Au  Ax 

Ist  w  eine  stetige  Function  von  x,  und  f  eine  stetige  Function  von  tf, 
so  convergirt,  wenn  Aa;  Null  wird,  auch  Aw  nach  Null  (§  19  d).  Der 
Grenzwerth  des  ersten  Factors  rechts  ist,  wie  seine  Form  zeigt,  nichts 
anderes  als  die  erste  Ableitung  der  Function  f  gebildet  nach  u  als  der 
unabhängigen  Variabelen,  der  zweite  ist  der  DiflPerentialquotient  von  u 
nach  X.     Folglich  ist: 

dy   _    df{u)        du 
dx  du  dx 

21.  Die  expliciten  rationalen  algebraischen  Functionen. 

l)    y  =  x^. 

a)  m  eine  ganze  positive  Zahl.     —  00  <  a;  <  +  oc. 

Für  a;  =  -j-  cx)  wird  auch  der  Functionswerth  seinem  absoluten 
Betrage  nach  unendlich  gross;  für  jeden  endlichen  Werth  von  x  ist 
die  Function  stetig  und  besitzt  einen  endlichen  Werth  des  Differential- 
quotienten ;  denn  es  ist,  wie  durch  Ausmultipliciren  gefunden  wird : 

{x±Axr  —  x"'       ±  mx*^-^Ax-\-  C,  (+  Ax)*  -f  C,  {±  Axy hOm{±  Ax)"" 

±Ax  ±Ax 

Die  Coetficienten  C  sind  endlich,  von  x  und  w,  nicht  von  Ax  abhängig; 
auf  ihre  nähere  Bestimmung  kommt  es  hier  nicht  an. 
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Lim  ^^±4^1-=^^"  =  wa;— ^  +  C,  Lim  (+  Arr)  +  C,  Lim  (±  Arr)^  •  •  • 

-t~  Aic  ~ 

+  0;„Lim(+ A^O"*~S 

also  für  Ax==0:    ^  =^^=7nx^"-\  insbesondere  ist:  -^}^^  =  L 

Als  Differentialquotient  an  der  Stelle  a:  =  oo  ist  der  Werth  Lun(mx'"   '^) 
für  ^  =  cx>  zu  betrachten. 

ß)  m  eine  ganze  negative  Zahl.     —  oo  <  rr  <  +  oo. 

2/  =  rr«  =  -^      (|[t  =  —  m  >  0). 

Für  rr  ==  0  wird   der  absolute  Betrag  des  Functionswerthes  unendlich. 
Nach  dem  eben  bewiesenen  Satze  4)  ist: 
1 


dy   _       jx^')    _  _  (100^-^ (i 


X'  x^ 

Der  Differentialquotient  wird  an  der  Stelle  x  =  0  ebenfalls  oo,  während 
für  X  =  -^cic  die  Function  y  und  ihr  Ditfereutialquotient  nach  Null 
convergiren. 

2)  y  ==  a^  x"^  +  «1  x'"'-^  +  üo  x""-^  ...-[-  arn-i  X  -\-  a,n  =  A; 
7n  ganzzahlig  >  0.     Für  jeden  endlichen  Werth  von  x  wird  nach  Satz 
2)  und  3): 

-^  =  ma,  x"^-'  +  (m  —  1)  a^  x^-^  -| a,n-i  =  -^, 

unabhängig  :^ifolge  Satz  1)  von  der  additiven  Constaute  a,„. 

Ist  y  =  (ax  -\-  }))'"■  =  w"*,  u  =:  ax  -\-  h,  so  wird  nach  Satz  5)  der 
Differentialquotient  berechnet,  ohne  dass  das  Binom  ausgeführt  zu 
werden  braucht: 

ax  du       ax  vi/ 

i\)  Die  gebrochene  rationale  Function: 

__  üo  x"^  4-  ttj  x"^-^  H «,„_  1  ic  +  a,^^  ^  ^ 

m  und  w  ganzzahlig  >  0.  Für  jedes  endliche  Xj  an  einer  Stelle  wo 
B  nicht  gleich  0  ist,  wird 

^d^    _  ^dB 

dy  dx  dx 

dx  ~  ^— _—. 

Anwendung  der  Differentiation  zur  Ableitung  des  binomischen 
Satzes  für  gan/e  positive  Exponenten: 

Setzt  man: 
(1)  (1  +  xr  =  1  +  0,  Ä  +  C,  a;'  +  Cj  x^  +  ■  .  •  6'„,  a;"' 
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und  sucht  die  C  dieser  Gleichung  zu  bestimmen,  so  erhält  man  durch 
Differentiation : 

(2)  m  (1  +  xY^-'  =  C,  +2a,x  +  3C'3  x' -] mCm  x^-^. 

Multiplicirt  man  beiderseits  mit  \  -\-  x  und  ordnet  nach  Potenzen  von 
x^  so  kommt: 

(3)  m  (1  +  xY^  ==C,  +  x  {20,  +  6\)  +  X'  {3C,  +  2C,)  +  -.- 

+  X'-''  {mC,„  +  (m  —  1)  a.-i)  +  ^'«  mC,a. 
Vergleicht  man  die  rechten  Seiten  der  Grleichung  (1)  und  (3)  so  folgt: 
m  =  C, ,  mC,  =  20,  +  C, ,  mC,  =  3C,  +  2C,... 
.  .'.  mCrn-^i  =  nzQu  +  (w*  —  l)Cm-l^ 
oder: 

^  ^  m  (w  —  1)        /^   _   w  (m  —  1)  (w  —  2) 

O,  =  m,  ü,  = -^         ^^    '3  —  2T3  *  '  ' 

.y           m  (w  -  1)  (m  —  2) . . .  (m  —  k) 
.  .  .   6,  ==      ^-j =  m, 

(Ä;!  =  1  .  2  .  3  .  .  .  Ä:,  in  Worten:  ^Facultät). 
28.  Die  Exponentialfunction. 
1)  y  =.  a"".     (a  >  0,  —  00  <  ä;  <  +  00). 

Ist  a  >  1,  so  wird  die  Function  für  rz;  ==  +  00  selbst  positiv  unendlich 
gross ,  für  X  ==  —  00  dagegen  0 ;  ist  «  <  1  so  ist  y  für  x  =  -\-  oo 
gleich  0,  für  x  ==  —  00  positiv  unendlich  gross,  ^ür  alle  Werthe 
von  X  hat  y  einen  positiven  Werth  und  besitzt  einen  Differential- 
quotienten.    Es  ist: 

-j^  =  Lim -r =  a-^  Lim  — ^ — ^--'      ( A-^-  ^  0) 

und  es  ist  zu  zeigen,  dass  sich  der  Factor  von  a^  einem  bestimmten 
endlichen  Grenz  werth  nähert,  wenn  Ax  nach  Null  convergirt.  Die 
Bedingung,  dass  Zähler  und  Nenner  die  Null  zur  Grenze  haben,  ist 
erfüllt.     Man  setze,  um  die  Rechnung  bequemer  zu  führen: 


1  =  d,    Ax  =  "log  (1  +  d),    so   ist 


a^*- 1 


Ax  "Iog(14-^) 


[{l  +  S)  ^\ 


"log 

ö  ist  positiv  beliebig  klein,  wenn  entweder  a  >  1  und  Aa;  >  0  oder 
((  <  1  und  Ax  <  0,  dagegen   iu  <loii  andern  Fällen  negativ  beliebig 

klein.     Der  Ausdruck    wird   für    ^   =  m  y;l<^ich 


-^  [(• + :)'"] 


lali-fclmuiit?. 
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Nun  miiss  gezeigt  werden,  dass  f  1  -f-     )     einen  bestimmten  endlichen 

Grenzwerth  erhält,  wenn  m  die  continuirliche  oder  auch  jede  discon- 
tinuirliche  Zahlenreihe  durchläuft,  deren  Grenzwerth  über  jeden  Betrag 
hinausgeht.  Die  Untersuchung  ist  so  zu  führen,  dass  dabei  zu- 
gleich eine  zweckmässige  Methode  zur  Berechnung  dieses  Werthes  ge- 
wonnen wird. 

Lassen  wir  m  zuerst  die  Reihe  der  ganzen  positiven  Zahlen  durch- 
laufen, so  ist  stets  nach  dem  eben  bewiesenen  Binomialsatze : 

(i  + 1)'"= ,  +  ,u.i  +  ^ii(^(iy  +  •iü'»^'»-_5)(iy+...+E 

Wir  verstehen  dabei  unter  Un  die  Summe  der  n  ersten,  unter  R  die 
Summe  der  letzten  Glieder  vom  {n  -\-  l)ten  an  gerechnet,  so  dass  also: 

Ji  =  (l  _  1)  (]  _  1)  .  .  .  (1  _  »-_L)  A, .  s 

wird,  und  S  {m  +1  —  w)  Glieder  umfasst, 

'^  "^  ^  +  V^  ~~  m)  n'-fJ  +  V  ~  m)  \^  m    /     (n -j- 1)  (n -f  2)  "^ 

-4-  fl  -   '')  •     ■  (l-  — "^)  — ^ 

'     V  ?»/  V  w    /  (n-j-  1)  •  •  •  w 

Ist  m  eine   beträchtlich   grosse  Zahl,   so  kann   man  sich  dem  Werthe 

von  (l  +  — y*  beliebig  annähern,  wenn  man  blos  die  n  ersten  Glieder 

der  Reihe  summirt,  wobei  diese  Anzahl  n  viel  kleiner  sein  darf  als  m. 

Denn  weil  in  den  Ausdrücken  für  R  und  S  die  Differenzen  1  —    - , 

2 

1 u.  s.  f.  positive  .echte  Brüche  sind,   so   ist  der  Rest  R  sicher 

kleiner  als  der  Werth,  welchen  man  erhält,  wenn  man  statt  dieser 
Differenzen  überall  1  setzt;  und  um  so  mehr  ist 

■^  <  n\  [^  +  -^T+T  +    (n  +  1)2   +  *  *     "^    (n-f-l)m-»  J  = 

1  \n-\-l/ 


nl 


um  so  mehr  noch: 


n  <  ' 


^     w-f  1 

) 

1              1 

n  + 

1-    A_        -^ 

71 

w-f  1 


Berechnung  des  ersten  Differentialquotienten.  51 

Also  ist  für  jedes  positive  ganzzahlige  m: 

o+^r=^'.+(<n^  "4").  («<-+!)• 

Halten  wir  nun  den  Werth  von  n  fest,  und  lassen  die  Zahl  m  immer 

mehr  wachsen ,   so  werden   sich   die  Brüche  — ,  — ,  •  •  •  ,  welche 

in  Zn  vorkommen,  immer  mehr  der  Null  nähern,  d.  h.  Zn  nähert  sich 
dem  Grenzwerthe: 

^~l~"r"'~"2T"l""3T'*"'      w-l! 

Der  Fehler,  welcher  begangen  wird,  wenn  der  Werth  von  (l  -| )"* 

für  m  =  oo  dieser  Summe  gleich  gesetzt  wird,  ist  positiv  und  kleiner 
als  ^  •  ^  "^  ^  ,  wird  also  durch  Wahl  des  n  beliebig  klein.  Daher 
erhält  man,  für  ein  beliebig  grosses  m: 

(l  +  ^)"'  =  1  +  T  +  {r  +  ii  +  It  +  i  •  •  •  in  i"f*) 

d.  h.  je  mehr  Glieder  dieser  Summe  man  addirt,  um  so  mehr  nähert 
man  sich  einem  bestimmten  Werthe,  der  mit  e  bezeichnet  wird;  man 
findet  6  =  2,718  2818.  •  • 

Die  Zahl  e  ist  irrational,  d.  h.  sie  wird  weder  durch  einen  Deci- 
malbruch  mit  endlicher  Stellenzahl,  noch  durch  einen  periodischen 
Decimalbruch   vollständig  dargestellt.     Der   Beweis   dafür  ist  einfach: 

Wäre  c  =  y,   wo   a   und  h  ganze  Zahlen   sind,   so   fände   man   durch 

Multiplication  der  Reihe  mit  h\'. 

«(t-i)!=2t!+;::  +  -;;;  +  ...i+  ,;,  +^,^, ;(,+,)+•■• 

oder,  wenn  alle  ganzzahligen  Werthe  der  rechten  Seite  auf  die  linke 
gebracht  werden,  und  dann  die  ganze  Zahl  der  linken  Seite  mit  G 
bezeichnet  wird: 

^  ""  T+T  +  (ft+l)  (6  +  2)  +  •  '  '  <  F+l  ^~  {hl^\f  +  •  •  • 

Diese  Gleichung  ist  unmöglich,  denn  der  Werth  der  rechten  Seite  ist 

kleiner  als  -r-,  also  ein  echter  Bruch**). 

Ist  m  keine  ganze  Zahl,    sondern  liegt  sein  Werth  zwischen  den 
Zahlen  n  und  n  +  1  eingeschlossen: 


*)  Euler:  lutroductio  in  analysin  infinit.  I  §.  115. 

**)  Hermite  hat  bewiesen,  dass  die  Zahl  e  auch  nicht  Wurzel  einer  alge- 
braischen Gleichung  von  beliebig  hohem  Grade  mit  rationalen  Coefficienten  sein 
kann.     Sur  la  fonctiou  exponentielle.     Paris  1874. 

4* 
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n  -}-  a  =  m  ==  n  -}-  l  —  /3 , 
so  ist 

1  +  "  >  1  +  -  >  1  +  -  !:t> 
oder 

(1  +  D" •  ('  +  IT >  ('  +  ^J"  >  (1 + i^r  ■■  (•  +  ^It)- 

Es  convergirt  aber  (\  -\ — J    ebenso  wie  (l  -| — -r_  )       nach  dem  Wertlie 

e,  'während  (l  -\ )   und  [l  -\ _y  -J    bei  beliebig  wachsendem  n  die 

1   zur  Grenze   haben;  die   obere   und   untere  Grenze   nilhern   sich   dem 
Werthe  e,  also  ist  auch  für  dieses  m 

Endlich  wenn  7n  negativ  ist,  so  setze  man  m  =  —  ft;  es  ist 

Also : 

Lim  (1  +  ,:r  =  Lim  (l  +  ^^  ^-)""' "  I->  (^  +  ~  ,)  =  -  '• 
Mithin  wird,  wie  auch  Ax  nach  Null  convergireu  mag: 


—  a^  .  Lim     -  : =  a^  •  Lim 

dx  Ax 


=  a^  ""log  a. 


"löge 

Daraus  erkennt  man,  dass  die  Exjjonentialfunction,  deren  f3asis  c  selbst 
ist,  die  Eigenschaft  hat,  sich  bei  der  Differentiation  unverändert  zu 
reproduciren ;  es  ist    * 

-"^-j^P    =0-,  weil  ^logc=  1. 

Die  Irrationalzahl  c  heisst  die  Basis  des  natürlichen  Logarithmen- 
systems; der  Logarithmus  in  Bezug  auf  diese  Basis  wird  kurz  mit  l 
bezeichnet. 

29.  Die  gonio metrischen  Functionen. 
a)  y  =  sin  x.         ß)  y  =  cos  x. 

Wiewohl  wir  diese  Functionen  bisher  nur  geometrisch  delinirt  haben 
für  alle  endlichen  Werthe  von  x,  so  lässt  sich,  doch  ihr  DifVerential- 
quotient  vermittelst  der  im  §.  12  mitgetheilten  Sätze  angeben. 
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2  sin  i     -  )  cos  I  X  -4 j 

inx  \  2  /  V      '       -J  / 


,      N     A?/  sin  f.ü -4- A^t- 

^     A.x-  Ax  A. 

Ao; 


sin  (       ) 

y  =  Lim       ^  -"—    Lim  cos  U;  4"     .'J  =  cos  x. 

ax  Ax  V       '      -j  / 


,   ^    ß^      ^y   cos  (.x-4- A.t)  —  coö.'ü 


-^"(v>-(^+^) 


Ax  Ax  Ax 

^.^/A.x-\ 

dy  \  .  \   J   /  .,  .        •     /      ,    A.i;\ 

-V     =  —  Lim        .  Lim  siii  \x-{-    ■    )  =  —  siii  x. 

dx  Ax  \     '      2  / 


^  sin  a;         .         <Z  cos  x 

,  CO«  .'f       ,        —  sin  X 

■.  ,  siij  j;         a  1/  ax  a.r 

y)    y  =  taug  X  ==  -         ,       ,     = 


dy 
dx 


dcosx  tZsino; 


j^x  ■  (;os  ^         dy  dx  dx 

ö)    y  =  cotg  X  =     .       ,     V^  == • — ,— 

'^     "^  *  bjii.tj'      dx  sma;2 

dy  __  _        1 
(ia;  sin^"^ 

Alle  diese  vier  Functionen  sind  nebst  ihren  üifiFereiitialquotieiiteu  für 
unendliche  Werthe  von  x  völlig  unbestimmt.  An  allen  Stellen,  wo 
die  letzten  beiden  Functionen  unendlich  werden,  werden  auch  die 
Differentialquotienten  unendlich. 

30.    Die  in  Versen  Functionen:  der  Logarithmus  und  die 
cyclo  metrischen. 

Allgemeine   Regel:     lstx==f(y)   und    J^=  f  {-y)  berechnet, 

so   folgt,  wenn  y  =  (p  {x)  die  inverse  Function   (g.  \o)  darstellt,   dass 

U^  =  w(x)  =  ,.X-'  Denn  es  ist:  ^  ^  =  Lim  ^  '^  =  Lim  ( l  :  .).  Man 
dx        ^   ^    ^         f  (y)  dx  Ax  \      Ayy 

berechnet  also  g)' (x)  für  irgend  einen  Werth  von  Xy  indem  man  in 
den  Ausdruck  ... ,  ,  den  entsi)rechenden  Werth  von  //  sub>titiiirt:  be- 
sonders  zu  beachten  sind  die  Stellen,  an  denen  /'  {y)  =  0  wird. 

1,  y  =  «log  X.     Inverse  Function:  x  =  a'J  .     {a  >  0.) 

''^^2/_        ^        =   ^   ■    ^    =   ^   «1()(.-  e 
dx~~    a'-'la    ~   •'■       Ja  ~   -f-"        " 

2.  a)  y  ==  aresin  x.    Inverse  Function:  x  =  sin  //. 

(Iif  1 1 

dx  "  cos  2/       yi-i~^i  ' 
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Die    Quadratwurzel   ist   positiv,    weil    nach    der    Festsetzung    (§.    13) 
n 
2 


—  Z<y^+  f »  ^^so  cos  y  J>  0. 


ß)  y  ==  arccos  x.    Inverse  Function :  x  =  cos  y. 

dy  ^^  1      ^^  1 

dx  shi2/  _  I/i  _  a;2 

Die  QuadratAvurzel  ist  positiv,  weil  0  <!  ?/  ^  ^,  also  sin  y'^0. 
y^  y  =  arctang  x.     Inverse  Function :  x  =  tan« 


10" 


dy  ^  1 

-/  ==  cos   y  =    --'. — ^  • 
dx  -^  1  +  ^ 

d)  y  =  arccotg  x.     Inverse  Function :  x  =  cotang  y. 

dy  •       .,  1 

di  =  -  sm  r  =  -  ,^^- 

In  den  beiden  ersten  Functionen  bilden  die  Werthe  +1,  an  denen  die 
Definition  der  Functionen  aufhört,  besondere  Stellen;  in  den  beiden 
letzten  läuft  x  von  —  oo  bis  +  oo  und  die  Functionen  sind  wie  ihre 
Difterentialquotienten  auch  an  diesen  Grenzen  endlich. 

Logarithmus  und  cy  dorne  frische  Function  sind  transsceudent;  ihre 
Differentialquotienten  aber  sind  algebraisch. 

31.  Wir  können  endlich  auch  die  explicite  irrati  onale  Func- 
tion: y  =  x^'\  in  welcher  m  eine  beliebige  reelle  Zahl  bedeutet,  x  aber 
positiv  ist,  und  die  Wurzel  stets  positiv  genommen  wird,  differentiiren. 
Denn  es  ist,  wenn  auf  beiden  Seiten  der  Gleichung  y  =  ic"*  der  natür- 
liche Logarithmus  genommen  wird: 

l  iy)  =  ni  l  {x). 
Differentiirt  man   diese   Gleichung   und   beachtet   dabei,   dass   auf  der 
linken   Seite  y   eine  Function   von  x  ist,   so  folgt  nach  der  Regel  5) 

§  26: 

\      dy           m  ,            dy           m                     ,„    , 

-  _y£_  =  —  also :   ~-  ==  —  ?/  =  m  x'"-^. 

y     dx           X  '  dx           X    '^ 

Mithin  gilt  für  jeden  Werth  von  m  die  Gleichung: 

— r—  =  —\-~-^  ==  m  •  a;"'-^     (y  >  0.) 
dx  dx  \j   ^       ) 

Bemerkenswerth  ist,  dass  falls  0  <  m  <  1  die  Function  an  der  Stelle 
ic  =  0  endlich,  an  der  Stelle  x  =  -\-  oo  unendlich  gross  wird,  während 
ihr  Differentialquotient  an  der  ersten  Stelle  unendlich  gross,  an  der 
zweiten  endlich  gleich  Null  wird.  Die  implicite  algebraische  Function 
siehe  Capitel  10. 

f^ei  allen  in  diesem  Capitel  behandelten  Functionen  ist  es  gleich- 
giltig  ob  b.x  positiv  oder  negativ  gewählt  wird;  d.  h.  alle  diese  Func- 
tionen haben  an  jeder  Stelle  gleiche  Werthe  des  vor-  und  rück- 
wärts genommenen  Difierentialquotienten ;  jede  besitzt  eine  abgeleitete 
Function. 
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Siebentes  Capitel. 

Die  höheren  Diflerentialquotienten  der  expliciten  Functionen. 
Unendlich  kleine  Grössen  verschiedener  Ordnung. 

32.  Die  erste  Ableitung  einer  Function  oder  der  erste  Differential- 
quotient ist^  wie  die  Reclinungen  des  vorigen  Capitels  zeigen,  selbst 
wieder  eine  Function  der  Variabelen.  Für  die  lineare  Function 
y  =  ax  -{-  h  ist  der  vor-  und  rückwärts  genommene  Differentialquotient 

^  =  a  constant,  und  diese  ist  die  einzige  stetige  Function  mit  con- 
dx 

stantem  Differentialquotienten,  wie  in  der  Integralrechnung  Capitel  1 
bewiesen  werden  soll.  Demnach  lassen  sich  von  jeder  neuen  ab- 
geleiteten Function  unter  den  gleichen  Voraussetzungen  und  nach  den 
nämlichen  Regeln  weitere  Ableitungen  bilden,  deren  Berechnung  sich 
jedesmal  aus  der  vorhergehenden  ergiebt.  Bezeichnet  y  =  f\x)  die 
ursprüngliche  Function,  ferner 

eindeutig  und  bestimmt  für  jedes  x  ihre   erste   Ableitung,   so   erhält 
man,  falls  f  (x)  stetig  ist  und  ^>:±^^Ilil(^'^  für  Aa;  =  0  einem  be^i/^^ 
stimmten  Grenzwerth  sich  nähert: 
die  zweite  Ableitung:  f" (x)  =  Lim  Xi^^Z^t.'M_  iüv  Ax  =  0, 

die  dritte  Ableitung:  r'(^)  =  l^im  ^^i^"^^^^  für  Aa;==Ou.s.f. 

Es  sind  aber  die  höheren  Ableitungen,  ebenso  wie  die  erste,  unmittel- 
bar vermittelst  der  ursprünglichen  Function  definirbar.  Denn  es  wird 
für  Ax^i): 


f  {x)  =  Lim 


f{x-{-Ax)-f\x) 
Ax 


fix  +  h)  =  Lim  r(x+;.+Ax)-Ax+ft^^ 

alsor(*0  =  Lim.=.o  Lim..=„ -«-+''  +  ^:'-->- ''•'+;;: --^''^^^ 

Diese  zweifache  Grenzbestimmung  lässt  sich  noch  einfacher  voll- 
ziehen. Im  nächsten  Capitel  (§  37)  wird  bewiesen  werden,  dass  der 
Differenzenquotient  einer  stetigen  Function  (p(x) 

cp[X-\-A.r)         (p(X) 

Ax 
stets   gleich   gesetzt  werden   Uanji  dem   VVerthe  der  Ableitung  gebildet 
für  eine  Stelle  x  -\-  0  Ax  im  Innern  des  Intervalles  von  x  bis  x  -\-  Ax, 
(es   bedeutet  0   eine  Zahl  zwischen  0  und  1),  vorausgesetzt,  dass  für 
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das  ganze  Intervall  eine  Ableitung  (vor-  und  rückwärts  genommen 
identisch)  existirt.     Da  dieses  bei  der  stetigen  Function 

(p  {x)  =  fix  +  h)  -  f{x)       .  Q  ^  r-  4  ^^ , 

zutrifft,  so  kann  man  setzen :  ^       "'  ^ 

also 

fix  4-  h-{-Ax)-'  f{X'\-Ax)  -  f(x-\-h)-i-f(x)  ^  t"{x-i-h-]-eAx)--f'{x+QAx) 
hAx  h 

Lässt  man  zuerst  Ax,  sodann  h  nach  Null  convergiren,  so  erhält  man 
den  Werth  f"(x).  Es  soll  nun  gezeigt  werden,  dass  es  immer  gestattet 
ist,  in  dem  Quotienten  der  linken  Seite  ]i,  ^=  Ax  anzunehmen,  und  so 
gleichzeitig  h  mit  Ax  verschwinden  zu  lassen.  Aus  der  Substitution 
h  =  Ax  folgt: 

fix  +  2  Aa;)  —  2  f[x  +  Ax)  +  f{x)  f  (x-\- Ax^QAx)  -  fix  -f  0  Ax) 


{Axf  Ax 

Man  gebe  der  rechten  Seite  die  Form: 

f{x-\-Ax-\-QAx)—  f'jx)       /i      ,     /2VN  /"(x-^OAx)^    fix)        r^ 

Aa;(i  +  0)  'K^-r"^)     '  OAx  ~  '  ^' 

Man  kann  nun  Ax  so  klein  wählen,  dass  sich 

nx+Ax(i-\-e))-r(x)     ,  r(x+QAx)-f(x) 

Ax{l-\-Q)  """  QAx' 

von  dem  Werthe  f"{x)  um  weniger  als  die  beliebig  kleine  Grösse  d 
unterscheiden.  r^c^j  cb^  ^Uju^i 

Demnach  wird: 

also  die  neue  Definition: 

f"(.,:^  _  Lijn    f{x^^Ax^-^f{x^Ax-)^-f{x) 

Desgleichen  erhält  man,  falls  f"{x)  vor-  und  rückwärts  genommen 
gleich  bleibt  und  eine  bestimmte  Ableitung  f'\x)  besitzt,  für  f"'(x) 
die  Definition  vermittelst  der  ursprünglichen  Function: 

f"'(r,c\  _  Lim  f{x^-^Ax')-^f{x^^Ax)^^fix^-Ax')-f{x) 

weil: 

f'"{x\=AAm\:\m  ^ 'g+^*+^^^')-2/ra;+fe+Aa;)+/la;-f fe)  __  fix-^^Ax)-n{x-^^^)±f{x)^ 

^       Ä=o   /,    .,        A^* Ax^ 

h 
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Nach  dem  angeführten  Satze  wird  nämlich  der  Quotient  der  rechten 
Seite  gleich 

und  auch  gleich 

=   /"Ya;4-Aa;+>?^^+Q/0  —  r(^+^Aa; 4-0/0       (Q  <  ^o  <  ] ). 

Man  erkennt  ebenso  wie  früher,  dass  man  h^=Ax  annehmen  und 
beide  gleichzeitig  nach  Null  convergiren  lassen  kann. 

Es  ist  nicht  schwer  die  allgemeine  Gleichung  dieser  Art  durch 
Schluss  von  n  auf  n  -{-  1  zu  beweisen. 

i53.  Diese  neuen  Ausdrücke  sind  zwar  zu  einer  Berechnung  der 
liöheren  Ableitungen  minder  geeignet  als  die  zuerst  gebildeten;  sie 
lassen  aber,  was  für  die  Theorie  von  Wichtigkeit  ist,  dieselben  als 
Grenzwerthe  höherer  Differenzencjuotienten  erkennen.  Euler  (1707 — 
1783)  hat  in  seinem  Werke:  Institutiones  calculi  differentialis,  Petrop. 
1755;  folgende  zweckmässige  Darstellung  hierfür  gegeben.  Bezeichnet 
man   die  Werthe  der  Function  y=zf{x)^   welche    zu  den  Argumenten 

X,   X  -\-  ä^x,   X  -\-  2^x  '  '  '  X  -{-  n^x  gehören,  bezüglich  mit 

SO  erhält  man  *die  Reihe  der  ersten  Differenzen: 
U^  —  y  =  Ay,  y.,  —  2/i  ==  -^^/i  j  Vh  —  2/2  =  ^Vz  "-yn  —  Vn-i  ==  A«/„_i. 
Aus  diesen  bildet  man  eine  Reihe  der  zweiten  Differenzen: 
Ay/,  -  A//  =  A'-y,  Ay.^    -  Av/,  =  A-'t/,,  Av/,  —  A//,  =  A'//.  •  •  • 

A?/„_i  —  Ayn-2  =  A^?/„_2, 
und  so  fort  der  dritten* 
A-'?/,  -  A'^7/  =  A^^y/,  A2^,  -  A"^?/i  =  A^f/n  ^'Vs  —  A^^y,  =  £^^y.  •  •  • 

A^?/,,_,  —  A'-y/«_3  =  A3y/„_3, 
bis  zur  n^^""  Differenz: 

A""^2/i  —  A^'-^y  =  A"y/. 

Stellt  man  sich  die  Aufgabe,  die  liöheren  Differenzen  durch  die  ur- 
sprünglichen Functionswerthe  auszudrücken,  so  findet  man: 

A//  =  2/i  -y> 

A-'i/  =  (y/,-y,)-(y/,-y/)=2/,-2v/,  +  y^/(a;  +  2A.i:)-2/(:t+A^^^ 

A^2/— {(t/3-2/2)-(2/2-yi)}-{(2/2— 2/i)-(?/i"2/)}==2/3  — %2+%t-!/ 
=t\x  +  3  A  :^') — ^  /"(^  +  2  A  ic)  +  3/"(a;  +  A  x)  -  t\x), 

woraus  hervorgeht,   dass  f"\x)  =  Lim  -^-^,  f"  {x)  =  Lim  ^'*^  u.  s.  f. 


y  ^/< 
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Dadurch  wird   für  die  höheren  Differeiitialquotienten  die  Bezeichnung 

niotivirt:    ^  j ,    j^s    ^'-  s.  w-J   allgemein   jj.  =  ^'^^  ^^n' 

Man  kann  auch  von  den  Wertheu  der  unabhängigen  Variabelen 
höhere  Differenzen  bilden,  aber  man  erkennt,  dass  dieselben  Null 
werden. 

Denn  aus  den  Werthen 
x^  =  X  -\-  Ax,    X.,  =  X  -\-  2Aa;,    x.^  =  x  +  3A./-  •  •  •  ./«  ==  x  +  >^^-'' 
folgt : 

Xt   —  X ZA  X  f    Xn X^  C^  X^  )    3/0  X2  ——'  fcj  ^2  •  •  •  '^*  ^n — 1  ^^  «*^n — 1  ? 

also  Aic,  -  Ax  =  A^o;  =  0,  A'^x^  —  A'^x  =  A'^x  =  0 
Ax.^  —  Aic,  ==  A'^x^  =  0,  A'^^.^  —  A^^',  =-  A^x,  =  0 
AXi  —  Ax^  =  A'^x^  =  0,     


Die  höheren  Differenzen  der  unabhängigen  Variabelen  sind  also 
Null,  weil  die  Werthe  derselben  um  gleiche  Grössen  wachsend  gedacht  sind. 

Dasselbe  ist  der  Fall,  wenn  die  Function  y  dem  x  proportional 
wächst,  also  y  =  ax  -{-  b  ist. 

Da  nach  der  obigen    Bestimmungsweise  die  Differentialquotienten 

dy  r. ,'   \     d^y  r,,  ,    .      d^y  ,,„> ,   n 

die  Bedeutung  wirklicher  Brüche  haben,  so  kann  man  von  ihnen  auch 
zu  den  Gleichungen  zwischen  den  Differentialen  übergehen: 

dy=f'(x)'dx,  iPy  =  r{x)'dx''^,  dhj=f'" {^)'dx'"-d^y=f''  {x)-dx\ 

FreiHch   steht    nun    auf  jeder   Seite   solch   einer   Gleichung   eine  ver- 

I  schwindende  Grösse,  so  dass  sie  dem  äusseren  Anscheine  nach  keinen 

1  andern  Inhalt  hat,  als  die  selbstverständliche  Identität  0  =  0.    Jedoch 

i  bewahrt  sie  einen  bestimmten  Inhalt,   wenn  die  Entstehung  derselben 

im    Sinne  behalten   wird.     Denn   dann  sagt  sie  aus:  die  n^'^  Differenz 

A"y  an  der  Stelle  x  wird  um  so  näher  gleich  dem  Producte  von  Ax"^ 

mit   dem   bestimmten  Werthe  /""(^;),  je   kleiner  Ax  gewählt  wird,   so 

dass  der  Grenzwerth  des  Quotienten  — —  ,*deu  wir  mit  — -  bezeichnet 

Ax""'  dx^ 

haben,  gleich  f^{x)  ist.     Also  eine  Gleichung  . zwischen  unendlich  Meinen 

Grössen  hat  einen  bestimmten  Inhalt ,  ivenn  sie  als  Belation  mvischen 

den  Grenzwerthen  stetig  veränderlicher  Grossen  interpretirt  werden  lann. 

Bemerkens werth  ist  nun  weiter,   dass  in  den  obigen  Gleichungen 

das   Differential   dx   in   wachsenden  Potenzen   vorkommt,   so  dass  wir 

unendlich  kleine  Grössen  verschiedener  Ordnung  zu  unterscheiden  ver- 
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mögen.  Nennt  man  dx  unendlich  klein  von  der  ersten  Ordnung,  so 
ist  dx^  von  der  zweiten,  dj:^  von  der  dritten,  dx^  von  der  n^*""  Ord- 
nung unendlich  klein.  Das  Verhältniss  zwischen  zwei  unendlich  kleinen 
Grössen  n^^'  und  m^^""  Ordnung  (n  >  m)  ist  selbst  unendlich  klein  von 
der  n  —  m'^"  Ordnung:  dx"^:  dx"^  =  dx^~^'^.  Der  Zähler  convergirt 
so  zu  sagen  viel  rascher  nach  Null  als  der  Nenner;  ist  n  =  m,  so  ist 
der  Quotient  endlich,  gleich  1. 

34.  Dieses  Maass  des  Uuendlichklein-werdens  lässt  sich  allgemein 
aussprechen:  Ztvei  Grössen  werden  von  derselben  Ordnung  unendlich 
Idein,  wenn  ihr  Quotient  einen  endlichen  Werth  erhält.  Die  Ableitungen 
/"  (x)y  f'\x)f  f"{x)  u.  s.  w.  besitzen  im  allgemeinen  für  irgend  welches 
X  endliche  Werthe;  es  sind  in  folge  dessen  die  Differentiale  dy,  d'^y^ 
d^y  •  •  •,  ebenso  wie  die  ihnen  entsprechenden  Potenzen  von  dx,  unend- 
lich klein  bezüglich  von  1.,  2.,  3.  •  •  •  Ordnung.  Will  man  die  Ord- 
nung untersuchen,  nach  welcher  eine  Function,  von  der  bekannt  ist, 
dass  sie  für  x  =  a  verschwindet,  an  dieser  Stelle  unendlich  klein  wird, 

so  hat  man  den  Quotienten  — L^^l—  zu  bilden,  und  zu  bestimmen,  für 

[x  —  aY 

welchen  Werth  von  r  derselbe  endlich  wird.  Erst  die  Untersuchungen 
des   nächsten  Capitels  liefern   für   die  Berechnung   solcher  Quotienten 

-  eine  allgemeine  Methode.  Dabei  kann  es  eintreten,  dass  die  Ord- 
nung des  ünendlichklein-werdens  durch  eine  gebrochene  oder  auch 
irrationale  Zahl  ausgedrückt  werden  muss,  wie,  um  das  einfachste  nur 
zu  nennen,  bei /*(a;)  =^^  an  der  Stelle  ÄJ  =  0,-wenn  n  irgend  welche 
positive  Zahl  ist.  Selbst  das  ist  möglich,  wie  hier  nur  erwähnt  werden 
soll,  dass  sich  gar  keine  Zahl  ermitteln  lässt,  sondern  nur  eine  Grenze 
für  r,  unterhalb  welcher  der  Quotient  Null,  oberhalb  welcher  er  unend- 
lich gross  wird.  Das  einfachste  Beispiel  dieser  Art  ist  f{x)  =  o;«  •  lg  {x), 
{a  >  0),  in  welchem  a  solch  eine  Grenzscheide  der  Werthe  r  bildet*). 
In  den  Anwendungen  der  Differentialrechnung  auf  Probleme  der 
Geometrie  und  Mechanik  kann  man  immer  zwei  Wege  einschlagen: 
entweder  man  geht  von  Gleichungen  zwischen  Differenzen  quotienten 
aus  und  von  diesen  über  zu  Differential  quotienten;  oder  man  geht 
von  Gleichungen  zwischen  Differenzen  aus  und  von  diesen  über  zu 
Differentialen.  Das  letztere  entspricht  der  unmittelbaren  An- 
schauung häufig  besser.  In  diesem  Falle  kann  man  sich  die  Rechnung 
von  vornherein  dadurch  erleichtern,  dass  mau  schon  in  der  Gleichung 
zwischen  den  noch  endlich  gedachten  Grössen  alle  die  Glieder  fortlässt, 
welche,   bei   dem  Uebergange  zu  Differentialen,   von   höherer  Ordnung 


*)  Cauchy,   Sur  les  divers  ordres  des  quantit^s  infiniment  petites.     Exer- 
cices  de  mathämatiques.    Tome  I. 
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UDeiidlicli   klein   werden,   als  ein  Glied,  mit  welchem  sie  in  derselben 
Summe  vorkommen.     Ist  z.  B.  y  =  x"" y  (n  positiv  ganzzahlig),   so  ist 

^y  =  i^'  +  ^xy  —  x''  =  nx''-  ^  Ax  +  n^x''-^  Ax'  +  n2X''-^  Ax'-^-] A^"; 

alle  Glieder  der  rechten  Seite  werden  von  höherer  Ordnung  unendlich 
klein  als  das  erste,  also  ist  Ay  ==  nx'^~^Ax  eine  Gleichung,  die  für 
endliche  Wertlie  zwar  nicht  exact  ist,  für  unendlich  kleine  jedoch  den 
richtigen  Werth  dy  =  nx^~^  ■  dx  darstellt.  Schon  in  der  elementaren 
Stereometrie  kommt  diese  üeberlegung  zur  Geltung,  wenn  bei  der 
Cubatur  der  durch  Ebenen  begrenzten  Körper  der  Satz  bewiesen  wird, 
dass  das  Volumen  einer  durch  parallele  Ebenen  begrenzten  Schicht 
wie  das  eines  Prismas  berechnet  werden  kann,  falls  die  Anzahl  der 
parallelen  Ebenen  unendlich  wird.  In  der  That  unterscheidet  sich  das 
Volumen  einer  Schicht  von  dem  eines  Prismas  mit  gleicher  Grundüäclie 
um  eine  Grösse,  welche  von  der  zweiten  Ordnung  unendlich  klein  wird, 
wenn  jenes  selbst  bei  beliebig  fortgesetzter  Theilung  als  unendlich 
klein  von  erster  Ordnung  betrachtet  wird :  was  man  am  einfachsten 
Beispiele  der  dreiseitigen  Pyramide ,  durch  directe  Berechnung  dieser 
Differenz  als  Function  der  Schichthöhe,  leicht  nachweisen  kann.  Daraus 
folgt  dann,  dass  die  Summe  aus  den  Grenzwerthen  der  Prismen  iden- 
tisch ist  mit  der  Summe  aus  den  Grenzwerthen  der  abgestumpften 
Pyramiden,  wodurch  die  Uechnung  von  vornherein  erleichtert  ist. 

35.  Die  höheren  Differentialquotienten,  gebildet  für  die  im  vorigen 
Capitel  behandelten  expliciten  Functionen,  liefern  folgende  VVerthe: 

A"l_  =  rn  {m  —  1)  (m  -  2)  •  •  •  (m  —  n+  1)  .t'"-^ 
Bedeutet  m  eine  positive  ganze  Zahl,  so  wird  — ^  constant. 

II.   1)  y  =  a',  ^^  =  «-/«,;fj  =  «x(/„)'...,g  =»-(/«)".  («>0.) 

Insbesondere  für  //  =  c^  wird       *^  =  6'^. 


di 


2)  y  =  sin  x.      v^  =  cos  x  =  sin  (.v  -f-  ^) 


dx 
-^  =  _  sin  X-  =  cos  (x  +   ^)  ==  sin  {x  +  n), 

-j^  ==  —  cos  X  =  cos  [x-\-7t)  =  sin  (x  -f-   .,  ^  • 
rf^»+.  =  CO«  (*•  +   ,  )  =  «'»  (^  +  ^-V-)- 
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(3)  y  =  cos  X.  -^  =  -  sin  a;  =  cos  («  +  J  •  •  •  J^„  =  cos  ^a;  +  -> 
Ist  ?/  gleich  einer  Summe  von  Functionen: 

y  =  h  (»)  +  U  W  +  /s  (■«)  •  •  •  +  /■»(»;), 

SO  wird 

dx""  dx""     "^     da;"     "^      da;«  ''      da;"     ' 

z.  13. 

1  ._      1 


ä 


1  — a;    ,  \-\-x 


oder  explicite 

Ü^  _  ^  r L L    (-^)"  1 

da;"  2    L(l-a;)"+'    "^   (l  +  a^)"+^J' 

Ist  ?/  gleich  dem  Producte  zweier  Functionen: 

y  ==  ^{^')  '  t{^)  =  (p-  tp,  so  ist  ^^  =  (p'  •  ip  -{-  rp.f' 

"-^  dx 

d^w 
Allgemein,  wenn      ^  mit  qp^^^  und  die  Binomialcoefficienten  (§.  27) 

d  X 

mit  rik  bezeichnet  werden:  (^^  =  1)  • 

^  y   ==  ^(«)  i/;  -)_  ^^,g)(«-l)^(l)  +  n^q)^"-^^  t^^^^  •  •  •  % 9)^" - -^"^  ^(^'^  +  •  •  .  g)^(") 

==  ^%.9)("-*>^(*>. 

Denn   nimmt  man  an,   diese  Formel   sei   für  irgend  einen  Werth  von 
n  erwiesen,  so  folgt  durch  Differentiation: 

=  ^  W;l-  9)<«+i-*)  ^('^•>  +    ^%  gj^"--^)  i^(*+»). 

Schreibt   man   das   erste   Glied   der   ersten   und   das   letzte  der  zweiten 
Summe  gesondert: 

m       M  '  1  A-  =  ?t  Ä:=n---1 

so   erkennt  man,   dass  sich  je   zwei   Glieder   der   beiden  Summen  ver- 
einigen lassen,  derart  dass: 

\       '^"^Ijf  =  g)(«+')i/;  +  {n^  +  %)  9(")^U)  +  {^ii.,  +  n^)  g)(«-»)^(^)-| 

■        dif"+ 

Es   haben   aber   die   Binomialzahlen    die   Eigenschaft,    dass  Uj,  +  ?U-i 


L 
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=  (n  -{-  l)jt,  also  kaun  diese  Summe  nach  der  obigen  Bezeichnungs- 
weise geschrieben  werden: 

womit  erwiesen  ist,  dass  das  angenommene  Gesetz,  falls  es  für  irgend 
ein  n  richtig  ist,  aucli  für  die  folgende  Zahl,  mithin  für  alle  folgenden 
giltig  bleibt;  seine  Giltigkeit  ist  aber  in  der  That  für  n  =  2  und 
w  =  3  direct  erkannt  worden. 

Nach  dieser  Regel  erhält  man  folgende  Darstellung  für: 

d"  1/ 

4)  y  ==tang:i\   Setzt  man  y  •  cos  a;  =  sin  a:,  so  wird,  i/^")  bedeutet  —~^j 

Cl  X 

y  cos  X  -\-  y  cos  \x  +  ^)  =  sin  (x  -f-  |) 

y"  cos  X  +  2y  cos  (a;  +  | )  +  ?/  cos  {x  +  y )  =  sin  {x  +  |-) 
y  "cos  X  +  'dij"  cos  (o;  +  y)  +  3?/'  cos  {x  +  \^)  +  ?/  cos  {x  +  ^^)  = 

==sin(a;+'^) 

t/^">  cos  rr  +  ^1  2/^"~*^  cos  \x  -\-  ^)  +  »2.2  ^Z^''-^^)  cos  \x  +  -^)  +  '  *  * 

+  rik  2/^"-*^  cos  (a;  +  -^)  -] y  cos  (a-  -f  ^)  =  sin  {x  +  ''^)  • 

Die  Berechnung  des  w^*"  Differentialquotienten  ?/^")  aus  der  letzten 
Gleichung  erfordert  also  die  Berechnung  aller  vorangehenden  Ablei- 
tungen aus  den  vorangehenden  Gleichungen;  die  aufgestellte  Formel 
für  «/<"^  heisst  dieses  Umstandes  wegen  eine  Recursionsformel.  Die 
Werthe  aller  Ableitungen  sind  endlich  bis  auf  die  Stellen,  wo  cos  x  =  0. 

5)  y  =  cotang  Xj  y  sin  x  ==  cos  x. 

2/^"^  sin  x  +  n^  y(^-'^  sin  {x  +  -^-)  +  n^ 2/(«-2)  {x,  +  ^)  .  .  . 
•     '  rik  t/("-*>  sin  {x  +  -'^)  •  •     ?/  sin  {x.  +  ^--)  =  cos  {x  +  '|''). 
III.   1)  2/  =  -log..,  5|  =  i"'»g''.  11^ i*-log^  g=+^"log«, 

2)  y  =  aresiua;.    (_  1  <  a;  <  +  1 ,  -  "  <  y  <  +  |.) 

Aus  der  (ileicliimg:  y  =  -^   _    ^  oder  »/'  yi  -  x'  =  I  folgt,  indem  man 
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sie  nochmals  differentiirt  und  beachtet,  dass  auf  der  rechten  Seite  eine 
Constante  steht: 

Wird  diese  Gleichung  nach  der  Productregel  behandelt,  so  erhält  man 
nach  w maliger  Differentiation: 

oder: 

(1  -  x"')  y^+''  =  {2n  +  1)2/^«+')^;  +  n'^y^'^K 

?    Dies  ist  ebenfalls   eine  Recursionsformel   zur  Berechnung   sämmtlicher 
Ableitungen ;  dieselben  werden  an  den  Stellen  x'^  =  1  unendlich. 


3)  y  =  arccos  ^  =  i^  —  arcsin  x 


n         „^«„,-„  ^       ^^y  ^"(arcsina;) 


4)  y  =  arctg  ^'  (—  f  ^  2/  ^  +  y)- 

'    Aus  der  Gleichung  ^  =       ,    ^  ,  oder  y  {\  -\-  x"^)  =  \  folgt: 

y(n-i-i)  (1  _[_  a;2)  _|-  2ni2/^")a;  +  2n^y(^-^)  =  0, 
\    oder : 

y{n+i)(^\  _[_  ^2)  ^  _  2^1X1/"")  —  n{n—  1)  y^^-^K 

und    endlich    5) ,   für  y  =  arccotg  a;  :=  ^  —  arctg  x  wird : 

d"2/  ^   (arctg  a;) 

36.   Für   die    cyclometrischen  Functionen   sind  sonach  nur  Recur- 

sionsformeln  gewonnen;  solche  Formeln  wird  mau  für  jede  zusammen- 

;    gesetzte  Function  durch  Anwendung    der  Productregel  erhalten.     Man 

kann    aber   auch   die   Aufgabe   stellen,    independente   Formeln   zur 

Berechnung   der  n^^''  Ableitung  zu  bilden,   d.  h.  solche,  welche  nicht 

^     erst  die  Berechnung  aller  vorangehenden  Ableitungen  erfordern*). 

Als  Beispiel  dafür,  wie  eine  independente  Darstellung  erhalten  wird, 
diene  y  =  arctg  x,  was  sich  in  folgender  besonders  einfacher  Weise 
behandeln  lässt. 

Es  ist: 


i-\-x 


cos  y'^  =  cos  y  •  sin  (y  +  y) 


*)  Die  hierauf  bezüglichen  Sätze  sind  in  dem  „Compendium  der  höheren 
Analysis  von  Schlömilch,  Bd.  II",  und  Hoppe:  ,, Theorie  der  höheren  Differen- 
tialquotienten" ausführlich  erörtert. 
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y"  =  y    ^—  sin  y  sin  (y  +  ^^  +  cos  y  cos  (i/+  |-)J  =  y'  cos  (2?/  +  ^) 

=  cos«/'-  sin  2(^+  2), 

y"  =  2/'  I  —  2  cos  ?/  sin  y  sin  2  (?/  +  |)  +  2  cos  ?/^  sin  2  (?/  +  ^)j 

=  2y'  cos  ?/  cos  (St/  +  y)  =  2  cos  y^  ■  sin  3  (^  +  y)- 
Durch  Schluss  von  9^  auf  w  +  1  weist  man  nach,  dass  allgemein : 
y(n)  =  n  —  1  !  cos  ^«  sin  l^  («/  +  ^)     (0!  =  1). 


Achtes  Capitel. 

Der  MLttelwerthsatz  und  die  Berechnung  der  Functionen  durch 
unendliche  Reihen.     Allgemeine  Sätze  über  Potenzreihen. 

37.  Schon  §.21  wurde  gezeigt,  dass  die  Werthe  der  ersten  Ab- 
leitung einer  Function  Auf  schluss  geben  über  die  Art  des  Wachs- 
tliumes,  indem  sie  an  jeder  Stelle  erkennen  lassen,  ob  dasselbe  im 
positiven  oder  negativen  Sinne  erfolgt.  Nunmehr  soll  nachgewiesen 
werden,  dass  auch  die  Werthänderung  der  Function  in  einem  Intervalle 
von  endlicher  Ausdehnung  durch  die  Werthe  der  ersten  Ableitung 
gemessen  werden  kann.  Zu  dem  Zwecke  beweise  ich  zunächst  den 
Hülfsatz:  Wenn  eine  eindeutige  Function ^  deren  vor-  und  rüchivärts 
genommene  Differentialquotienten  in  einem  Intervalle  von  x  =  a  his 
X  =  h  an  jeder  Stelle  übereinstimmen  j  an  den  Endpunkten  dieses 
Intcrv alles  gleieJie  Werthe  besitzt,  so  muss  im  Intervall  mindestens 
eine  Stelle  vorhanden  sein^  an  welcher  die  erste  Ableitung  Null  wird"^). 
Denn   entweder   hat  die  Function  überall  den  gleichen  Werth,  dann 


*)  Solch  eine  Function  lässt  sich  geometrisch  darstellen  durch  einen  Curvenzu< 
von  der  Form :  y 


sie  kann  auch  Stellen  haben,  an  denen  tlic  Tangente  der  Ordinatonaxc  piirillrl 
Iftnft.  Der  Satz  behauptet,  was  die  geometrische  Anschauung  leiclit  erkennen 
lässt;  Es  existirt  im  Innern  mindestens  eine  Stelle  mit  horizontaler  'J'angente, 
wenn  die  Endpunkte  gleich  hohe  Ordinaten  haben. 
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ist  sie  constant,  also  der  Differentialquotient  allenthalben  gleich 
Null.  Oder  die  Function  erreicht  an  mindestens  einer  Stelle  im 
Innern  des  Intervalles  ihren  grössten  oder  ihren  kleinsten  Werth 
(§.  17).  Sie  kann  auch  mehrmals  den  Wechsel  einer  Zu-  und  Ab- 
nahme erfahren,  ein  solcher  ist  aber  jedenfalls  erforderlich.  Ist  x^ 
eine  solche  Stelle,  sowird  in  ihrer  unmittelbaren  Umgebung /"(ajj — h) — /(a;^) 
das  gleiche  Vorzeichen  wie  f{x^  +  h)  — /"(a;,)  besitzen.  Zufolge  dessen 
sind    also    die    Quotienten    ß^-zR^I!^    und   X(^+^^)  -  A^,)     ^^^ 

verschiedenem  Zeichen,  wie  klein  man  auch  den  Werth  von  h  wählen 
mag.  Beide  Quotienten  erhalten  aber  denselben  Grenzwerth,  denn 
rückwärts  und  vorwärts  genommener  Differentialquotient  sind  der  Vor- 
aussetzung nach  identisch;  eine  positive  und  eine  negative  Zahlenreihe 
kann  aber  nur  dieselbe  Grenze  haben,  wenn  diese  Grenze  Null  ist, 
also  wird  an  dieser  Stelle  f{x^)  =  0. 

Dieser  Satz    dient    zum   Beweise    des   MitteJwerthsatzes:     Ist 
f{x)  eine  im  Intervalle  von  a  bis  h  eindeutige  Function,  deren  vor-  und 
rückwärts  yenommene  Differentialquotienten  im  Intervalle  allenthalben  den-  ^ 
selben  bestimmten  Werth  haben,  so  lässt  sich  immer  ein  zwischen  a  und 
b  gelegener  Werth  x^  ausfindig  machen,  so  dass  der  Differenzenquotient: 

Bezeichnet  man  nämlich  den  Werth  des  Differenzenquotienten  mit  ÜT, 
so  dass: 

im  -  Kb\ 

und  bildet  man  die  Function; 


'C^ 


[t\a)  -  Ka-\  =  0, 


q>{x)  =  [fXb)  -  Kb]  ~  [f(x)  -  Kx], 
so   wird  dieselbe  ebenso  wie  f{x)  stetig  verlaufen,   desgleichen   allent- 


")  Geometrisch 


O 


.r=r=:a 


Es  giebt  im  Innern  eine  Stelle,  an  welcher  die  Tangente  parallel  ist  der  Ver- 
bindungslinie der  Endpunkte.  Auch  hier  kann  der  Fall  eintreten,  dass  die  Ab- 
leitung unendlich  wird;  d.  h.  dass  die  Tangente  an  einer  Stelle  parallel  der  Ordi- 
natenaxe  läuft. 


Harnack,    Difterentiul 


liitegralrechuuug. 
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halben  denselben  vor-  oder  rückwärts  genommenen  Differentialquotienten 
besitzen ,   ausserdem  aber  für  x  =  a  und  für  ic  =  ^  denselben  Werth, 
nämlich  0  annehmen.     Folglich  muss  es  im  Intervalle  einen  Werth  x^ 
geben,  für  welchen  (p  {x^)  ==  0  wird. 
Es  ist  aber: 

d.  h. 

^=  «*^-«»)  ==/-'(^.,).     Q.  e.  d.*) 

Einen  zwischen  a  und  h  gelegenen  Werth  x^  kann  man  stets 
durch  die  Form  ausdrücken:  x^  =  a -\-  Q  {h  —jo),  wo  0  einen  positiven 
echten  Bruch  bezeichnet^  so  dass  sich  die  Gleichung  des  Mittel werth- 
satzes  auch  schreiben  lässt: 

-r3{-  =r(a  +  Q(b-  a)).    0  <  0  <  l. 

Folgesatz:  Ist  der  vor-  und  rückwärts  gebildete  Differential- 
quotient allenthalben  im  Intervalle  gleich  Null^  so  ist  die  Function  in 
diesem  Intervalle  stetig  und  zwar  constant.  Denn  alsdann  ist,  wenn 
X  einen  beliebigen  Werth  im  Intervalle  bezeichnet 

-fc/.f«)  =  fXa  +  0(^  -a))  =0,  d.  h.  f{x)^f(a). 

(Siehe  auch  Integralrechnung  Capitel  1.) 

38.  Der  Mittelwerthsatz  lässt  sich  nun  mit  successiver  Benutzung 
der  weiteren  Ableitungen  in  einer  Form  darstellen,  welche  die  Grund- 
lage des  wichtigsten  Theoremes  der  Differentialrechnung  bildet. 

Es  sei  f{x)  eine  von  a  bis  b  eindeutige  Function,  deren  Ableitungen: 
f  (x),  f"{x)...f^~'^{x)  in  demselben  Intervalle  durchaus  stetig  (und  also 
auch  endlich)  sind,  während  die  n^^  Ableitung  f^(x)  nur  die  Eigen- 
schaft zu  erfüllen  braucht,  dass  sie  vor-  und  rückwärts  gebildet  an  jeder 
Stelle  denselben  Werth  erhält,  so  untersuche  man  zunächst  den  Quo- 
tienten: -^-  ~  ,l~  ,r"  ,  dessen  Werth  wieder  mit  K  bezeichnet 
(b  —  a)«                ' 

werde.     Es  soll  die  Frage  beantwortet  werden,  ob  sich  K  vermittelst 
der  höheren  Ableitungen  ausdrücken  lässt.     Aus  der  Gleichung 

m  -  A«)  -(&-«)  /'(«)  -  -&^(fc  -ay  =  o 

geht  hervor,  dass: 

9>  (^)  =  m  -  fix)  -{b-x)  r  (x)  -{b-  xy  K 

eine  stetige  Function  mit  bestimmtem  Differentialquotienten  ist,  welche 


*)  Der  Beweis  des  Satzes,  der  auch  das  Theorem  von  Rolle  (1652—1719) 
genannt  wird,  ist  nach  Serret:  Cours  de  calcul  differentiel  et  integral.  T.  1. 
öd.  IL,  pag.  17  ff.  gegeben. 
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für  X  =  a  und  für  x  ==  h  verschwindet.  Also  rauss  es  ein  x^  geben, 
so  dass 

v'i^i) — r(*,)  +  rc^,)  -  («'  -  X,)  /■"(^•,)  +  2(«'  - «,)  ^ = 0, 

d.  b.  /^^^  \ 

Sonach  besteht  die  Gleichung : 

m  =  f{a)  +  {h~a)  r(Äf  +  ~~,'^  rifi  +  0  (?>  -  a))    0  <  0  <  1. 

Fährt  man  in  gleicher  Weise  fort  und  setzt: 

m  -  /■(«)  -  (6  - «)  rc«)  -  ^^  r  (ä-  ^ii^'  ^ = o, 

so  bestimmt  sich  der  Werth  von  J^T  aus  der  Gleichung: 

TT         f"(^i) 
•^  ""        3       ' 

so  dass: 

fXh)  =  f(a)  +(h-  a)f'{a)  +  "'  -^  f  (a)  +  ^*-=j^V"'(«  +  6  (6  -  «). 

Die  Grösse  2!  wurde  von  vornherein  in  den  Nenner  aufgenommen, 
damit  die  aus  der  Differentiation  hervorgehende  Gleichung  für  K  eine 
möglichst  einfache  Form  gewinne.  So  setzen  wir  nun  für  ein  be- 
liebiges n  etwas  allgemeiner: 

m  -m + (6  -  a)na) + <^-f  rx«) + •  •  •  ^"^"1^'  /■»-  («) + ^*~^'  k, 

wobei  p  irgend  welche  Zahl  bedeuten  soll,  und  fragen,  ob  sich  K  durch 
Werthe  der  n''"  Ableitung  ausdrücken  lässt. 
Wiederufii  wird 

^'       ^,{x)  =  m  -  fix)  -  (b  -  X)  fix)  -  i^'  r{,-)  — 

n —  1!     '         ^   ^  p 

eine  stetige,   überall   endliche  Function   mit  bestimmtem   Differential- 
\     quotienten,  die  für  a;  =  a  und  x  =  b  verschwindet.     Also  muss 

<p'i-^,)  =  -  p^i^'vr'  /""(*•')  -  (*  -  ^•.)'"'  ^]  =  •' 

werden,  oder,  da  x^  von  h  verschieden  sein  muss: 


5* 
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Sonach  ist: 

A6)  =/•(«)  +  (h  -  «)/■'(«)  +  ^''i'"V"(«)  +  •  •  •  ^^^l^r-f"-'{a)  + 

Q>  -  a)'  ■  (l  -  Qf-" 


+  "=-"^^}fi-"^-^V"(«  +  e(6-«)) 


Das  letzte  Glied  bekommt  eine  besonders  einfache  Form,  wenn  p  ^=  n, 
oder  p  =  \  gesetzt  wird ;  es  ist 

I.  ^(6)  =  /^(a)  +  (6-a)r(«)  +  ^^  f'W  +  • "  •  '-^"f-V«-(«)  + 


oder: 

n.  rn^rn  +  {h-a)  r{a)  +  <^'  r(a)+  •  ■  •  ^^"f^  r''-K«)+ 

In  den  beiden  Gleichungen  bedeutet  0  nicht  den  nämlichen  Werth, 
es  ist  auch  zunächst  nur  von  Wichtigkeit  zu  wissen,  dass  in  beiden 
Fällen  ein  Werth  für  0  zwischen  0  und  1  existirt*). 

39.  Durch  die  aufgestellten  Formeln  wird  die  Aufgabe  gelöst,  die 
Werthe  einer  Function  für  ein  gegebenes  Intervall  ihres  Argumentes 
X  wirklich  zu  berechnen,  wozu  bisher  ausser  der  Einschliessung  in 
Grenzen  selbst  für  die  elementaren  Functionen  :  x'^  (bei  beliebigem  n),  a^, 
"log  X  (für  positives  a),  und  für  die  goniometrischen  und  cyclometrischen, 
noch  kein  Verfahren  gelehrt  wurde,  wiewohl  wir  auch  ohne  dieses 
ihre  Eindeutigkeit  und  Stetigkeit  erkennen,  ja  selbst  alle  ihre  Ab- 
leitungen durch  die  gleichen  Rechnungszeichen  augeben  konnten.  Als 
wirklich  ausführbare  Rechnungsoperationen  stehen  nur  die  beiden:  die 
Summation  und  die  Multiplication  und  zwar  an  positiven  oder  negativen, 
ganzen  oder  gebrochenen,  also  rationalen  Zahlen  zur  Verfügung  — 
die  irrationalen  müssen  mit  beliebiger  Annäherung  durch  rationale 
ersetzt  werden  —  und  diese  beiden  Operationen  vermögen  wir  nur  in 
endlicher  Anzahl  mit  einer  bestimmten  Menge  von  Zahlen  auszuführen**). 


*)  Die  erste  Formel  ist  von  Lagrange:  Thdorie  des  fonctions  analytiques 
(1797)  entwickelt  worden,  die  in  der  zweiten  enthaltene  Abänderung  hat  Cauchy: 
Exercices  de  mathömatiques  T.  I.  pag.  29  gegeben.  Später  sind  noch  allgemeinere 
Formen  für  das  letzte  Glied  nach  der  Methode,  welche  hier  befolgt  wurde,  von 
Schlömilch  gebildet  worden. 

**)  Subtraction  ist  Summation  mit  negativen,  Division  ist  Multiplication  mit 
gebrochenen  Zahlen. 
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Demnach  ist  allein  die  Berechnung  der  rationalen  algebraischen  Function: 


y  =  /■(*•) 


h,x^-^h,x'--'^---h^_^x-^\ 


als  gelöst  zu  betrachten.  Jede  andere  Function  für  einen  heliehigen 
Wcrth  von  x  berechnen,  heisst  eine  Methode  angehen^  nach  welcher  man 
fortgesetzte  Summationen  oder  Multiplicationen  auszuführen  hat,  deren 
Ergehniss  mit  um  so  grösserer  Annäherung  den  gesuchten  Werth  dar- 
stellt, je  häufiger  nach  Vorschrift  der  Methode  die  Operationen  ausgeführt 
werden. 

Es  müssen  sich  also  die  elementaren  Functionen  f{x)  entweder  in 
der  Form  von  Summen,  deren  Summanden  Potenzen  des  Argumentes 
X  sein  können,  oder  in  der  Form  von  Factoren,  welche  das  Argument 
ebenfalls  in  Potenzen  enthalten  können,  darstellen  lassen.  Wenn  sie 
auf  diese  Weise  berechnet  sind,  können  sie  selbst  zur  Berechnung 
complicirterer  Functionen  benutzt  werden.  Die  Anzahl  solcher  Sum- 
manden oder  solcher  Factoren  wird  freilich,  analog  der  Darstellung 
einer  irrationalen  Zahl,  unendlich  gross  werden,  denn  sonst  Hesse  sich 
jede  Function  auf  die  Form  einer  rationalen  algebraischen  bringen; 
aber  es  wird  die  Aufeinanderfolge  so  geartet  sein,  dass  schon  eine 
endliche  Summation  oder  Multiplication  hinreichend  ist,  um  einen  Werth 
zu  erzielen,  dessen  Unterschied  von  dem  gesuchten  Functionswerthe 
nachweislich  kleiner  ist  als  eine  beliebig  kleine  Grösse.  Die  Berech- 
nung der  Zahl  e  giebt  hierfür  ein  Beispiel;  die  unendliche  Summen- 
oder Productformel  heisst  dann  eine  convergente*). 

Die  Eigenschaft  der  Convergenz  irgend  welcher  unendlichen  Reihe 
wird  analytisch  folgendermassen  ausgedrückt: 

Seien 

U^    +  U^  +  t(3   +   •    •  •   i*n  +  ?/«+!   +  nn+t  +   '   '  ' 

die  Glieder  der  unendlichen  Keihe,  welche  nach  irgend  einem  Gesetze 
unbeschränkt  fortgesetzt  werden  können,  so  müssen  die  Summen,  welche 
man  erhält,  indem  man  zuerst  n  Glieder,  sodann  n  -\-  \ ,  n  -\-  2,  .  .  . 
n  -\-  Je  Glieder  addirt: 


*)  Es  ist  wichtig,  dass  der  Anfänger  sich  diese  Forderung  der  Berechenbar- 
keit einer  Function  klar  mache;  also  den  wesentlichen  Unterschied  zwischen  einer 
rationalen  Function  und  allen  anderen  Functionsbezeichnungen  ^,  log,  sin,  cos. 
Letztere  sind  nur  als  Symbole  zu  betrachten,  durch  welche  die  Abhängigkeit 
einer  Zahl  von  einer  andern  ausgedrückt  wird,  deren  Eigenschaften  man  zwar 
kennt,  so  dass  die  Art  der  Abhängigkeit  vollständig  delinirt  ist  (durch  Umkehr 
einer  Rechnungsoperation,  oder  durch  geometrische  Definitionen)  für  deren  Be- 
rechnung aber  noch  kein  festes  Gesetz  vorliegt. 
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^%   =  ^h  +  ^h  +  • ' 

S„^k  =  tu  +  ^2  +  • 

•   .   +  t*„   +  Un+i    + 

eine  Folge  von  Zahlen  mit  bestimmtem  endlichen  Grenzwerthe  bilden. 
Dazu  ist  erforderlich:  erstlich  dass  keines  der  Glieder  /S,  also  auch 
keines  der  Glieder  ti  über  jeden  Betrag-  hinaus  wächst,  zweitens  dass 
zu  jeder  noch  so  kleinen  Zahl  ö  eine  Stelle  n  angegeben  werden  kann, 
so  dass  der  Betrag  der  Differenz:  Sn  —  Sn+k  f^ir  jeden  Werth  von  k 
kleiner  werde  als  Ö.  Diese  Differenz  ist  aber  nichts  anderes  als  die  • 
Gesammtheit  aller  Glieder,  welche  auf  das  w'*^  folgen;  es  muss  sonach: 

abs  {Un+l  +  Wn+2  +  W«+*)    <   <^ 

werden,  für  jeden  Werth  von  h  lediglich  durch  Wahl  von  n. 

Bezeichnet  man  diese  Differenz:  Sn+k  —  Sn  =  Un+\  •  •  •  u^^k  mit 
jR„,  k  lind  analog:  Sn+k  —  Sn+i  mit  Bn-{.ij  k  u-  s.  w.,  so  erkennt  man, 
dass  falls  abs  [R,,,  k\  für  jeden  Werth  von  k  durch  Wahl  von  n  kleiner 
als  ö  wird,  auch  der  Betrag  von  jR„+i,  *,  i?„+2,  *  •  •  •  für  jeden  Werth 
von  k  sicherlich  kleiner  als  2d  bleibt.     Denn  es  ist: 

abs  {Bn^\,k)  =  abs  [(Sn+k  ~  S»)  —  (;S'„+i  —  Sn)] 

abs  (JRn+2,  0  =  abs  [{Sn+k  ~  Sn)  —  (S„+2  —  Sn)]  u.  s.  w. 

Und  umgekehrt,  wenn  jR„,a,  i?n+i,oo  •  •  •  kleiner  als  ö  sind,  so  werden 

auch  die  Differenzen : 

-Rn;  OD    —   -Rn4-/t)00  =  Un+l  +  ^^«4-2-   '   *   "f"   ^*n+* 

für  jeden  Werth  von  k  kleiner  als  2d. 

Nennt  man  also  die  Gesammtheit  aller  Glieder  vom  n  +  I*«^"  an 
Rnj  ^  oder  kürzer  jR„,  den  Rest  der  Reihe  von  der  ?i"^"  Stelle  ab,  so 
kann  man  die  Convergenzbedingung  auch  folgen dermassen  formuliren: 

Die  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung  für  die  Convergens 
einer  unendlichen  Beihe  hcstcht  darin,  dass  sich  zu  jeder  noch  so  kleinen 
Zahl  d  eine  Stelle  n  finden  lässf,  von  der  ah  die  Beträge  der  Beste  der 
unendlichen  Beihe:  jR„,  jR„-fi,  Bn+2j  •  •  •  kleiner  bleiben  als  ö. 

Dazu  ist  also  jedenfalls  nothwendig  erforderlich,  dass  die  Beträge 
der  Glieder  in  der  unendlichen  Reihe  schliesslich  abnehmen  und  die 
Null  zur  Grenze  haben,  aber  diese  Bedingung  allein  genügt  noch  nicht. 
Eine  unendliche  Reihe,  welche  nicht  convergirt,  wird  entweder  einen 
ganz  unbestimmten  Werth  haben,  wenn  die  Reihe  der  Summen  S 
zwischen  beliebigen  VVerthen  oscillirt,  oder  einen  bestimmten  posi- 
tiven oder  negativen  unendlichen.  In  beiden  Fällen  heisst  die  Reihe 
divergent. 

40.  Die  in  §.  38  entwickelten  Formen  liefern  nun  eine  Darstellung 
der    einfachen    Functionen   in   Form    unendlicher  Potenzreihen. 
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Denn  nimmt  man  an,  es  sei  der  Wertli  der  Function  und  aller  ihrer 
Ableitungen  an  der  einen  Stelle  a  bekannt,  und  es  werde  der  Func- 
tiouswerth  für  irgend  ein  anderes  x  gesucht,  so  ist  zufolge  dieser 
Gleichungen,  (statt  h  setze  man  x): 

M  =  /■(«)  +  (=c-a)na)  +  '^^  f"{a)  +  •  •  •  ^^^^~-  f'-\a)  +  B, 

n  =  (-^):^»(„  +  0(..-„)),  oder  =  <-«^l^^V"(«  +  0(.-a)). 

Auf  der  rechten  Seite  sind  alsdann  alle  Glieder  bekannt,  bis  auf  das 
letzte,  in  welchem  der  unbekannte  Bruch  0  vorkommt.  Kann  man 
aber  nachweisen,  dass  dieses  letzte  Glied  11  j  gebildet  für  beliebig 
wachsende  Werthe  von  n,  eine  Zahlenreihe  durchläuft,  deren  Grenze 
die  Null  ist,  so  wird  man  mit  Vernachlässigung  dieses  letzten  Gliedes 
den  Werth  von  f\x)  mit  beliebiger  Annäherung  durch  Summation  be- 
liebig vieler  Glieder  aus  der  unendlichen  Reihe  erhalten: 

fix)  =  fia)  +  {X  -  a)f\a)  +  '^  f'C«)  +  *-^^'  T («)  +  •  •  •  i"  inf- 
Diese  Reihe  heisst  nach  ihrem  Entdecker  die  Taylor 'sehe*);  sie  lehrt: 
Kennt  man  den  Werth  einer  Function  und  aller  ihrer  Ableitungen 
an  einer  einzigen  Stelle  ^  so  kann  man  den  Functionswerth  für  jede 
andere  Stelle  x  ^  a  berechnen,  wenn  in  dem  Intervalle  von  a  bis  x 
die  Function  nebst  ihren  Ableitungen,  soviele  man  auch  bilden  mag, 
stetig  verläuft,  ohne  unendlich  zu  werden,  und  wenn  Lim  (R)  für  n  =  co 
Null  wird. 

41.  Die  Prüfung  der  ersten  Voraussetzung  ist  scheinbar  complicirt, 
weil  alle  Ableitungen  der  Function  im  Intervalle  von  a  bis  x  auf  ihre 
Endlichkeit  und  Stetigkeit  zu  untersuchen  sind;  sie  vereinfacht  sich 
jedoch  durch 'den  Satz:  Wenn  die  w*^  Ableitung  einer  Function  vor- 
wärts und  ebenso  rückwärts  gebildet,  in  einem  Intervalle  von  endlicher 
Ausdehnung  durchweg  bestimmt  und  nur  endlich  ist  (stetig  braucht 
sie  dabei  nicht  zu  sein),  so  müssen  alle  vorhergehenden  Ableitungen, 
sowie  die  Function  selbst  in  diesem  Intervalle  stetig  verlaufen  ohne 
unendlich  zu  werden.  Denn  ist  z  ein  W^erth  im  Intervalle  von  a  bis 
X,  so  sind  die  Werthe  der  vorwärts  gebildeten  Ableitung  f'^{z),  und 
der  rückwärts  gebildeten  q)^(z)  definirt  durch  die  Gleichungen: 

Daraus  folgt  durch  Subtraction: 

/■.-.  (^  +  /,)  „  /•»-,  (^  _  Ä)  _  /,  (/■„  (,)  +  ^»  (^))  +  /,  (^ä  +  *■). 


*)  Taylor  (1685—1731)  stellte  in  seinem  Hauptwerke:  Methodus  incremen- 
torum  directa  et  inversa  1715,  diese  Reihe  auf,  aber  ohne  Berücksichtigung  des 
Restgliedes.  Mac  Laurin  (1698 — 1746)  entwickelte  in  seinem  Werke:  A  treatise 
of  fluxions  (1742)  die  Reihe  für  den  speciellen  Werth  a  =  0. 
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Wenn  nun  f"^  und  9)"  durchweg  endlich  sind,  so  ist  im  Innern  des 
Intervalles  an  jeder  Stelle 

Lim  [/»-i  {z  +  h)  —  f--'  {3  —  h)]  =  0,    für  /i  ==  0,      . 

also  ist  die  Function  zu  beiden  Seiten  dieser  Stelle  stetig.  Sie  bleibt 
dabei  durchweg  endlich:  denn  ist  JW  der  grösste  Werth,  den  /'"  zwischen 
z  =  Xq  und  X()  +  h  erhält,  m  der  kleinste,  so  ist  im  ganzen  Intervalle 
von  Xq  bis  x^  -\-  h  der  Ausdruck 

/'"-'(^)  —  /'"-^('^o)  —  (-^  —  -^"'o)  "^^  grösser  als  0, 

weil  er  für  s  =  a;,,  gleich  Null  ist  und  seine  Ableitung  /'"  [z)  -  m 
stets  >  0  bleibt;  dagegen  ist: 

p  i(^)  -  f^-\x,)  —  (z  -  X,)  M<0,  weil  f-{z)  -  M  <0. 

Zu  jedem  Werthe  von  z  wird  also  ein  echter  Bruch  0  gehören,  so  dass 

/•"-i  {z)  ~  f-'{x,)  =  (^  -  X,)  [m  +  0  (iH  -  m)] , 

d.  h.  zu  jedem  z  gehört  ein  endlicher  Werth  von  f^^^i^z).  Mit  An- 
wendung des  gleichen  Beweisverfahrens  folgt  dasselbe  für  alle  vorher- 
gehenden Ableitungen,  sowie  für  f(z)  selbst. 

Bei  der  Bestimmung  des  Grenzwerthes  von  R  ist  bisweilen  fol- 
gender Satz  dienlich:  Wenn  die  Werthe  der  n'""  Ableitung  auch  für 
n  =  00  in  einem  Intervalle  endlich  bleiben,  so  ist  Lim  B  gleich  Null. 
Denn  in  dem  Producte: 


n-1!    — -^ 

x  —  a     x—a 

x  —  a 

=  {x-'  a)  Q 

n—  1 

x  —  a    x  —  a 
1             2 

..^"-^,  also  q'  = 
n—V             "* 

{X  -  a)-' 
1  .  n  —  1 

(x  —  a)«           {X  —  ay 
2n—2           n— 11' 

ist  Q 

mithin  q^  <  \    Z.T/      '    ^^'^  ^^  —  ^  ^  ^'^  (*^  —  ^)'  da  ja  Ä  ^  w  —  1 , 

folglich  Q   <   (^£"   )""'. 

Ist  nun  X  —   a  eine  endliche  Grösse,  so  wird  ,.--^^:^  mit  wachsenden 

'  yn —  1 

Werthen  von  n  ein  Bruch,  welcher  auf  immer  höhere  Potenzen  er- 
hoben die  Null  zur  Grenze  hat.  Im  vorliegenden  Falle  wird  also  die 
erste  und  zweite  Voraussetzung  in  die  eine  zusammengefasst:  Eine 
Function,  für  welche  in  einem  Intervalle  die  w"'  Ableitung  auch  für 
n  =  00  endlich  bleibt,  lässt  sich  in  diesem  Intervalle  durch  eine  Potenz- 
reihe berechnen.  Aber  dieser  Satz  ist  nicht  umkehrbar,  weil  Lim  11 
auch  Null  werden  kann,  ohne  dass  die  n'*^  Ableitung  für  n  =  <x>  end- 
lich ist,  wie  die  folgenden  Beispiele  zum  Theil  lehren.    . 
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42.  Die  Expon  eilt ial reihe:  ?/ = /(a;)  =  e^. 

Für  x  =  0  ist  f{x)  und  alle  seine  Ableitungen  bekannt;  denn  es 
ist  /*"(,7;)=re=«,  also  /;(0)=1.  Dieselben  sind  für  alle  endlichen  Werthe 
von  ./;  stetige  Functionen;  und  die  w''"  Ableitung  bleibt  auch  für  n  =  oo 
stets  endlich.     Demnach  convergirt  die  Tay) or'sche  Reihe  und  es  ist: 

^^  =  1  +   1  +  fy  +  |j  +  •  •  •  f :  +  •  •  •  in  infinit.  -  oo  <  ;r  <  +  oc.*) 
Ist  allgemeiner  y  =  a""  (a  >  0),    so  setze  man  «/  =  c^^«  und  es  wird: 

«    =  1  +     1     +      2!      +      3!      +  •  •  •  -jj      +•••"!  mhnit. 
—  ac  <C  X  <C  -\-  x>. 

43.  Die  goniome  tri  sehen  Reihen. 

7j  =  sin  X.     — '-  ==  sin  (x  +  'tD  ist  endlich   für  jedes   endliche 
dx  \  -  / 

Argument.     Demnach  convergirt  die  Tay  1  or'sche  Reihe,  und  da 

/•  (0)  =  sin  (0)  ==  0,   r  (0)  =  sin  (^)  :=  0,   r{())  =  sin  (^")  =  r), 

/•'(O)  =  sin  (^)  =  1 ,  r  (0)  =  sin  (^)  =  -  1 ,  ^(0)  =  sin  (7)  =  1, 
so  ist: 


,      s.n  ^  =  ^  -  3 ,  +  ^  -  ^  .  .  .  (-  1  )*  .  -      -^,  .  .  .  _  oc  <  ^  <  +  00. 


/•  (0)  =  cos  (0)  =  1 ,  /■"  (0)  =  cos  ('^)  =  -  1 ,  f\0)  =  cos  (i2)  =  1, 
/•'(O)  =  cos  (I)  =  0,  /■"(())  =  cos  (f)  =  0,   /-HO)  =  cos  ('.")  =  0, 


»" 


cos^=  1  -  -  +  --,  _  ^  .  .  .  (_  1).  1^.  ...    _  <^  <  ,^.  <  +  ^. 

Die  vorstehenden  Reihen  geben  die  Möglichkeit,  die  trigonometrischen 
Tafeln  für  sin  und  cos  jeder  Zahl  zu  berechnen;  will  man  von  der 
geometrischen  Definition  des  Sinus  und  Cosinus  ganz  absehen,  so  sind 
diese  Reihen  als  Definitionen  dieser  Functionen  zu  betrachten.  Die 
bislier  benutzten  Eigenschaften  derselben  müssen  sich  direct  aus  diesen 
Reihen  entwickeln  lassen. 


*)  Die  Reihe  selbst  ist  zuerst  von  Newton  aufgestellt  worden,  ebenso  die 
Reihen  für  sin  und  cos;  als.  Basis  der  Exponentialfunctionen  wurde  die  Zahl  e,  wie 
schon  erwähnt,  von  Euler  eingeführt. 
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44.  Um  dieses  nachzuweisen,  ist  unabhängig  von  den  bisherigen 
Betrachtungen  zu  zeigen,  dass  die  definirenden  Reihen  convergiren 
und  stetige  Functionen  von  x  sind.  Zu  dem  Zwecke  beweisen  wir 
folgende 

Allgemeine  Sätze  über  Potenzreihen*). 
I.   Wenn  in  einer  Fotenzreihe : 

f{x)  =  rty  +  flj  a;  +  (loX?  +  •••«„«-•"+••• 
die  Coeffkienten  a^^y  a^  .  .  .  cu  .  ■  -  alle  einerlei  Vorzeichen  haben  und 
für  einen  hestimmten  positiven  Werth  X  von  einer  hestimmten  Stelle 
ah  die  Glieder  abnehmen  und  naeh  Null  eonvergiren,  derart  dass  der 
Quotient  zweier  auf  einander  folgender  Glieder  kleiner  ist  als  eins,  und 
für  n  =  oo  höchstens  gleich  eins  wird,  so  convergirt  die  Reihe  für  alle 
positiven  Werthe  von  x.  die  kleiner  sind  als  X. 

Da  der  Quotient  --—  X  von    einer   bestimmten    Stelle   ab   kleiner 

als  1  (höchstens  gleich  1)  wird,  so  wird  sich,  wenn  x  <,  X  gewählt 
ist,  ein  echter  Bruch  a  angeben  lassen,  so  dass: 

also  ist: 

an+ix  <  aan,  ««+2^^  <  a^a»  -  -  -  an+kOC^  <  a^an  .  •  . 
folglich : 

«niC"  +  «„+1^;"+^  .  .  .  r/„+ita;^+^  .  •  .  <  a„ic"  [1  +  «  +  «^  ...«*...  ] 
oder : 

Die  rechte  Seite  stellt  eine  positive  endliche  Grösse  dar,  welche  durch 
Wahl  von  n  beliebig  klein  wird,  woraus  das  Behauptete  folgt. 

Für  a  =  1  ist  diese  Schlussweise  nicht  mehr  anwendbar;  es  be- 
darf also  jedesmal  einer  besonderen  Untersuchung,  ob  eine  Reihe  in 
dem  Falle,  dass  der  Quotient  zweier  auf  einander  folgender  Glieder 
dem  Grenzwerthe  l  zustrebt,  noch  convergirt  oder  nicht. 

Wenn  dagegen  für  einen  Werth  x  das  Verhältniss  zweier  auf 
einander  folgender  Glieder  von  einer  Stelle  ab  stets  grösser  ist  als  1, 
mag  er  auch  für  n  =  oo  gleich  1  werden,  so  wird  für  diesen,  sowie 
für  alle  grösseren  Werthe  die  Reihe  keine  bestimmte  endliche  Summe 
haben,  d.  h.  divergiren,  weil  von  dieser  Stelle  ab  die  Glieder  wachsen, 
und  folglich  auch  der  Rest  der  Reihe  nicht  nach  Null  convergirt. 

*)  Abel:  Untersuchungen  über  die  Binomialreihe.    Grelle  J.  B.  1.  S. 311. 
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Das  Convergenzintervall   der  Potenzreihe   ist  also  im  allgemeinen 
durch  die  Bedingung: 


Lim  — ^*i^  a;  <   1 ,   oder  x  <  Jiim  — ^       (n  ==  oo) 

gegeben. 

II.  Die  »Summe  (Differenz)  zweier  convergenter  Reihen  ist  selbst 
eine  convergente  Reihe,  deren  Glieder  aus  der  Summe  (Differenz)  der 
Glieder  beider  Reihen  besteht. 

Ist  f{x)  =  «0  +  «1^  +  ^^'i'-*'^  +  .  .  .  an-YX""-^  +  i?„, 

so   zwar,    das«    durch    Wahl    eines   bestimmten   n,    li    sowohl    wie   jR' 
kleiner  werden,  als  eine  noch  so  kleine  Zahl,  so  ist 

/•(a;)±9>(^-)  =  K±^o)  +  («i±^)^+--'(^^.-i±^»-i)^''-'  +  ^«  +  J^'.. 
Da  nun  bei  allen  Werthen  von  x^  für  welche  beide  Reihen  convergiren, 

Lim  {fi,  +  U;)  =  0 
wird,  so  erhält  man  für  die  algebraische  Summe  die  unendliche  Reihe: 

fix)    ±(p{x)  =  («0  ±  &o)  +   («1    ±  ^l)^'  +   («2  ±  ^2)^^^  H 

Allgemeiner  noch  wird: 

falls  die  Reihen  bezüglich  für  x  und  x'  convergiren. 

III.  Eine  unendliche  Potenzreihe,  deren  Glieder  für  irgend  einen 
Werth  von  x  verschiedene  Vorzeichen  haben,  convergirt,  wenn  sowohl 
die  Glieder  mit  positivem  als  auch  die  mit  negativem  Zeichen,  für  sich 
gesondert  summirt,  endliche  Werthe  liefern. 

,  Denn  nach  dem  Satze  II  stellt  solch  eine  Reihe  die  Differenz  der 
Werthe  zweier  convergenter  E^otenzreihen  dar.  Diese  Bedingung  ist 
für  die  Convergenz  einer  Reihe,  deren  Glieder  verschiedene  Vorzeichen 
haben,  nicht  noth wendig 5  ist  sie  erfüllt,  so  heisst  die  Reihe  eine  un- 
bedingt convergente.  Bedingt  convergent  heisst  sie,  wenn  sie 
einen  endlichen  Werth  besitzt,  ohne  dass  die  Vereinigung  der  positiven 
oder  der  negativen  Glieder  allein  eine  endliche  Summe  liefert.  Eine 
Potenzreihe  convergirt  unbedingt,  wenn  der  absolute  Werth  der  Quo- 
tienten zweier  auf  einander  folgender  Glieder  von  einer  Stelle  ab  kleiner 
ist  und  für  n  =  00  auch  kleiner  bleibt  als  eins.  Denn  alsdann  erfüllt 
die  Reihe,  auch  wenn  man  allen  Gliedern  das  gleiche  Vorzeichen  giebt, 
die  im  Satze  I  als  hinreichend  erwiesene  Convergenzbedingung. 

Daraus  erkennt  man :  eine  bedingte  Convergenz  kann  nur  dadurch 
zu  Stande  kommen,  dass  das  Verhältniss  zweier  auf  einander  folgender 
Glieder  seinem   Betrage   nach    kleiner   ist  als  eins,    aber  für  n  =  00 
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gleich  eins  wird;  und  hieraus  folgt  weiter:  Convergirt  eine  Potenz- 
reihe für  einen  bestimmten  Werth  X  von  x  nur  bedingt,  so  convergirt 
sie  unbedingt  für  jeden  numerisch  kleineren  Werth  von  x]  während  sie 
für  einen  grösseren  Werth  divergirt. 

Denn  für  einen  kleineren  Werth  bleibt  der  Betrag  des  Quotienten 
kleiner  als  eins,  für  einen  grösseren  Werth  wird  er  grösser  als  eins; 
die  Glieder  der  Reihe  nehmen  dann  in  ihrem  Betrage  nicht  ab,  sondern 
wachsen. 

IV.  Jede  Fotenzreihe  ist  innerhalb  des  IntervaUes ,  in  welchem  sie 
unbedimjt  convergirt^  eine  stetige  Function  der   Variahelen. 

Bedeutet  f{x)  den  Werth  der  unendlichen  Reihe: 

für  welche,  da  x  ein  Werth  im  Innern  des  Convergenzintervalles  sein 
soll: 

abs  [^ti  .]  <  1, 

so  muss  gezeigt  werden,  dass  Lim  [f{x  +  ^)  —  /(^)J  =  ^S  ^^'^'  ^  =  ^• 
Man  setze: 

aQ  -\-  a^x  -{-  a.^x"^  -\-  '  •  •  a„_ia;""~^  =  (p(x) 

anX>'  +  an+iX''+^  +  an+2  00''+'^  -\ '  =  il^{x), 

so  ist 

abs  il;{x)  <  abs  «„ic^  •  -— -       (0  <  «  <  1). 

Mithin  kann  man  lediglich  durch  Wahl  einer  unteren  Grenze  für  n, 
ifj  (x)  sowohl  wie  ^  (o;  +  d),  also  auch  den  Betrag  der  Differenz 
■^  (^  i  ^)  —  ^  (^)  kleiner  machen  als  eiue  noch  so  kleine  Grösse  £, 
weil  das  Glied  a„a;"  mit  wachsenden  Werthen  von  n  beliebig  klein 
wird.     Man  hat,    wenn  X  den  grössten  Werth   des   Intervalle«  für  x 

bezeichnet,  n  so  zu  wählen,  dass  a„  <  — ^  wird*).     Demnach  wird 

f(x  ±ö)  —  f\x)  =  (Pix  ±d)-(p{x)  +  s. 
Da  nun  q){x)  eine   ganze  rationale   Function   von  x  darstellt,   die  wie 


*)  Zufolge  dieser  Eigenschaft,  dass  für  dasselbe  n,  il)  (x)  sowohl  wie 
t/>(u;  +  d)  kleiner  werden  als  8,  heissen  die  Potenzreihen  in  gleichem  Grade 
oder  gleichmässig  convergente.  Abel  hat  zuerst  im  oben  angeführten  Auf- 
satze darauf  aufmerksam  gemacht,  dass  aus  der  Stetigkeit  der  Reihenglieder  nicht 
ohne  weiteres  auch  die  Stetigkeit  der  lieihe  folgt.  Die  gleichmässige  Convergenz 
lehrt  auch,  dass  die  unendliche  Reihe  in  ihrem  ganzen  Convergenzintervalle  mit 
beliebiger  Annäherung  durch  dieselbe  ganze  rationale  Function  ersetzt  werden 
kann.  Man  bezeichnet  daher  nach  Weierstrass  die  durch  die  Potenzreihe  dar- 
gestellte Function  als  eine  solche,  welche  den  Charakter  einer  ganzen  rationalen 
Function  hat. 
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früher  gefunden  stetig  ist,  so  wird  mit  abnehmendem  Werthe  von  d 
die  Differenz  f{x  +  d)  —  f{x)  kleiner  als  eine  beliebig  kleine  Grösse, 
d.  h.  f(x)  ist  eine  stetige  Function. 

Der  Satz  gilt  auch  für  den  Fall,  dass  an  den  Grenzen  des  Convergenz- 
intervalles  für  X  die  Reihe  (bedingt  oder  unbedingt)  convergirt:  es  wird 

Lim  f(X  —  Ö)  =/(X).     (Für  d  =  0.)     ^^  <  1. 
Denn  es  wird  hier: 

^(X-d)  ==«.(^)"  X^'  +  ..^.(^-^)"+^X"+^  +  .  .  . 

Haben  die  Glieder  in  ip{X)  alle  einerlei  Vorzeichen  (z.  B.  das  positive), 
so  erkennt  man  ohne  weiteres,  dass: 

i,{X  -ä)<  (~^^  *)"  .  i,(X)     -^^  <  1, 

ebenso  wie  tp{X)  lediglich  durch  Wahl  von  n  kleiner  gemacht  werden 
kann,  als  eine  beliebig  kleine  Grösse  8. 

Sind  aber  die  Glieder  in  t(X)  von  verschiedenem  Zeichen,  so  be- 
darf es  noch  einer  besonderen  Untersuchung.  Dieselbe  wird  durch 
den  folgenden  Hülfsatz  vermittelt: 

Bezeichnet  man  durch  t^^  t^  t^  .  .  .  tm  >  .  .  eine  unendliche  Reihe  von 
beliebigen  Grössen  und  ist  die  Grösse: 

bei  allen  Werthen  von  m  stets  algebraisch  kleiner  als  eine  bestimmte 
Grösse  (r,  dagegen  grösser  als  y,  so  ist 

</£o  <  r  =  £„/!o  +  £i^,  +  •  •  •  e,X,  <  Gf,,, 

wenn  Eq  f,  .  .  .  positive  abnehmende  Grössen  bezeichnen. 
Es  ist 

^0  =Pü'  ^  =Pi  ~~  Pq^  h  =P2  ~  Pi  "•  s-  w. 
also: 

^  ==  ^iiPo  +   fl   (Pl    —  Po)   +  ^I  (P2-Pl)  +   '-'  fm  (Pm    -  JPm-l), 

oder: 

^  ==  Po  (^0  —   «l)  +  Pl    (f  I    —   ^2)  +  •  •   •  Pui-l   {£m-l  —  £,n)  +  P,n£,n  . 

Da  die  Differenzen  (c^  —  £,),  («,  —  f.,^  .  .  .  positiv  sind,  so  ist  der 
Werth  dieses  Ausdruckes  kleiner  als: 

dagegen  grösser  als: 

y (^ü  —  ^1  +  f|  —  f>  •  •  •  —  U  +  £,n)  =  y^o' 
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eine  Reihe  von  positiv  abnehmenden  Grössen  bezeichnen,  ergiebt  dieser 
Satz  das  Resultat:  der  Betrag  von 

t{X-  ö)  ist  kleiner  als  (— ^— )"  •  M, 

unter  M  den  numerisch  grössten  Werth  verstanden,  in  der  Reihe 

anX^,    an  X"  +  «„+1  X«+l,    Un  X"  +  ttn+l  X^+'  -\ «„-f-;t  X"+*  u.  s.  w. 

Da  die  Reihe  /'(X)  convergent  ist,  so  lässt  sich  eine  Stelle  n  finden, 
von  der  ab  der  Werth  von  M  kleiner  wird  als  eine  beliebig  kleine 
Grösse  e,  woraus  das  Behauptete  hervorgeht. 

V.  Die  unendliche  Potenzreihe  wird  differentiirt ,  indem  man  die 
lieihe  aus  den  Differentialquotienten  der  einzelnen  Glieder  bildet. 

Die  aus  der  Reihe: 

f{x)  =  Oq  +  «1^  +  ^2^'  +   •   •   •  ««^"   +   •   •   • 

abgeleitete : 

a^  +  2a^x  +  i^a^x^  -\-  .  .  .  nünOc''-^  +  •  •  * 

convergirt  sicher  für  alle  Werthe  von  x,  welche  innerhalb  des  Con- 
vergenzintervalles  der  ursprünglichen  Reihe  liegen.  Denn  das  Intervall 
der  abgeleiteten  Reihe  wird  nach  dem  Kriterium  bestimmt  aus  der 
Gleichung: 

abs  Lim  ^—    <  1 ,  oder  abs  x  <  abs  Lmi •      ,     • 

Da  nun  Lim     7  -  =  Lina  (1  —      ■  ,)  =  1  vvird  für  ^  =  00,  so  folgt: 

a 
abs  X  <  abs  Lim  — ^  • 

Um  nun  den  Dilferentialquotienten  der  stetigen  Function  f{x)  zu 
bestimmen,  bilde  man  zunächst  den  Differenzenquotienten;  wir  wollen 
denselben  z.  B.  rückwärts  nehmen,  um  möglichen  Falles  auch  die  obere 
Grenze  des  Convergenzintervalles  zu  berücksichtigen: 

f(x  —  Ax)  —  f(x) q>{x  —  Ax)  —  (p{x)    I    xff(x  —  Ax)  —  tl>(x) 

—  Ax  ^^^Ic  •"  —  Ax 

Bei  einem  noch  so  kleinen  aber  endlichen  Werth  Ax  hat  dieser  in 
Ax  stetige  Ausdruck  einen  endlichen  bestimmten  Werth. 

Bezeichnet  man  die  unendliche  Reihe  a^  +  2«2^  -[-...  w«„a;"-^-- 
mit  x(^))  den  Rest  mit  Rn{x),   so  erhält  diese  Gleichung  die  Form: 

Hält  man  den  Werth  von  Ax  fest  und  lässt  71  beliebig  wachsen,  so 
ändert  sich   auf  der  rechten  Seite    zwar  der  Werth  von  0.     Da  aber 
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das  Restglied  einer  Potenzreihe  die  Eigenschaft  liat,  dass  von  einem 
bestimmten  n  ab  Rn(x)  beliebig  klein  wird  für  alle  Werthe  zwischen 
X  und  X  —  AXf  so  folgt,  weil  auch  der  letzte  Quotient  mit  wachsenden 
Werthen  von  n  beliebig  klein  gemacht  werden  kann : 

^"^^~=A^^  =  «,  +  2a,(x  -  0A^)  +  :^a,{x  -  QAxY  -| 

Denn  weil  die  stetige  Function  x(x)  dem  Difterenzenquotienten  im 
Intervalle  von  %  bis  o;  -—  Aä;  beliebig  nahe  kommt,  so  muss  es 
(vergl.  S.  29)  auch  eine  Stelle  geben,  wo  beide  gleich  sind.  Der 
Differentialquotient  f  (x)  geht  aus  dem  Ditferenzenquotienten  durch 
stetigen  üebergang  iür  Ax  =  0  hervor.  Die  rechte  Seite  aber  ist, 
so  lange  sie  überhaupt  convergirt,  nach  Satz  IV  eine  stetige  Function 
der  Variabelen  x  —  QAx,  folghch  wird  für  Ax  =  0: 

f  {x)  =  a,  +  2^2^  +  Sttgic^  _|_  .  .  .  (n  _  l)an-ix'^~^  +  •  •  •, 

was  zu  beweisen  war.     Der  rückwärts  genommene  Differentialquotient 
der  unendlichen  Poteiizreihe  ist  eine  stetige  Function  von  x.     Für  den 
vorwärts  genommenen  erhält  man  in  derselben  Weise  die  nämliche  Reihe. 
45.    Wendet  man  diese  Sätze  auf  die  Reihen  an: 


X 


1  3!    '     5!         7!  ^  "^       ^        2n+l!    ' 


sm  x, 

2» 


1    -    f.  +  fl  -  f..  +   •   •  ■  (-1)"  •    2«!  +   ■   ■   •  =  COS^, 

so   erkennt  man ,    dass  jede  dieser  Reihen   unbedingt  convergirt,  und 
zwar  für  alle  endlichen  Werthe  von  x^  denn  es  ist 

^^«   L2^^TT!  ••  2n- llj  =  ^^«    L2n-.T2"nTT)J  =  ^' 

abs     - -- ,  -   : TT    =  abs     -—      ,>    »-    =0.      (w  =  (x>.) 

Sonach  sind   die   durch   die   Reihen  dargestellten  Functionen   für  alle 
Werthe  von  x  stetig.     Ferner  wird 

1)  dsina;         ,        x^    ,    x^  .       ..„     rc^"  ,     ,        ,   .  , 
'dx'  ==  ^  ~  ¥!  +  4!  •  •  •  (—  1)"  •  2^  •  •  ■,  d.  h.  gleich  cos  X, 

dcosx   X    .    x^ x^  ..         x"^~^ 

dx  T    '    ^'         ^  ■  •  •  (—  ^;    ■   o^_ii    '  '     y 

d.  h.  gleich  —  sin  x. 
Sodann  folgt  aus  den  Reihen: 

2)  cos  {—  x)  =  cos  Xf  sin  ( —  ic)  =  —  sin  x ,  cos  (0)  =  1 ,  sin  (0)  =  0. 

Entwickelt  man,  da  die  Gleichungen  1)  lehren,  dass  alle  Ablei- 
tungen endlich  und  stetig  bleiben  auch  für  n  =  cx),  cos  (x  +  y)  gemäss 
der  Taylor'schen  Reihe  nach   Potenzen  von  y^  so  folgt: 
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,      ,      .  ,        dcosx    ,     y^  d^coax    ,     y^  d^cosx    ,     y^  d^cosx  , 

=  COS  a;  —  y  sin  a;  —  ^i  ^^^  ^  +  f»   ^^^  ^'  +  fi  cos  a;  -] 

=  cos:^^(l  -  |'+  I* 1--)  "Sm.^'(t/--|'  +  |^. ), 

d.  h. 

3)  cos  (x  +  2/)  =  cos  ic  cos  y  —  sin  rr  sin  y. 
In  gleicher  Weise  findet  man: 

sin  (x  -{-  y)  =  sin  x  cos  y  +  cos  a;  sin  y. 

Damit  ist  das  Additionstheorem,  welches  die  Basis  unserer  früheren 
Berechnungen  bildete,  unabhängig  von  der  geometrischen  Betrachtung 
bewiesen. 

Aus  der  Gleichung  3)  folgt,  wenn  statt  y  —  y  gesetzt  wird, 
zufolge  der  Gleichung  2) :  cos  {x  —  y)  ==  cos  x  cos  y  -j-  sin  x  sin  y. 
Nimmt  man  x  =  y  an,  so  ergiebt  sich  der  Satz  : 

4)  1  =  cos  x"^  +  sin  x'^. 

Es  erübrigt  noch  die  Periodicität  der  beiden  Functionen  zu  zeigen. 
Zu  dem  Zwecke  bemerke  man  an  der  Beschaffenheit  der  Glieder  beider 
Reihen,  dass  sin  x  und  cos  x  positiv  bleiben,  wenn  x  von  0  bis  1 
wächst,  woraus  hervorgeht,  dass  innerhalb  dieses  Intervalles  sin  rv  eine 
von  0  an  wachsende,  cos  ./;  eine  von  1  an  abnehmende  Function  ist, 
denn  der  Differentialquotient  der  ersten  Function  ist  positiv,  der  der 
zweiten  ist  negativ.  Da  nun  bei  Berücksichtigung  der  Anfangs- 
glieder : 

sin  1  >  1  -  1  +  1  _  1,     C08  1<  1  -  1  +  i  -  i  +  1, 

so  folgt,  dass 

sin  1  _  cos  1  >  I  +  (1  -  i)  +  (1  -  1), 

also  sin  1  >  cos  1.  Mithin  muss  zwischen  0  und  1  ein  Werth  liegen, 
für   welchen   sin  x  ==  cos  x  ist.     Bezeichnet    man   diesen    Werth   mit 

^  7t  (<C  1),  so  ist  zufolge  der  Gleichung  4) 

sm  —  .;r  =  cos  -  ;r  =  +  —  ^2  . 

4  4  '2 

Da  nun: 

cos  2x  =  cos  x"^  —  sin  x"^,    sin  2a;  =  2  sin  x  cos  x, 
so  wird : 

cos  2  ^  =  0 ,  sm  Y  ;r  =  1 ; 
ferner : 

cos  nr  =  —  1 ,  sin  ;r  =  0;  cos  2;r  =  1 ,  sin  27r  =  0. 
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Darnach  wird : 

cos  (x  +  ^)  =    -  sin  Xy        sii)  yx  +  \,  )  "^        ^^^  ^' 

cos  {x  +  TT.)    =  —  COS  X,        siu  {x  -\-  jt)  =  —  sin  Xj 

cos  (x  -{-  27t)  ==       cos  :;<'^        sin  (x  -{-  27r)  =      sin  o.'. 

Die  Zahl  27t  ist  die  Periode.     Der  Verlauf  der  Functionen  zwischen 

~  und  ~  lässt  sich  noch  folgendermassen  bestimmen: 

Es  ist: 

cos  (x  -\-  T  )  ==  (cos  X  -    sin  x)  .^  J'-i , 

sin  [.V  +    /  )  =  (cos  X  +  sin  x)  -   V'i . 

So  lange  x  <    .  ?  ^^^  ^^^  Differenz  cos  x  —  sin  x  immer  positiv,   daher 
ist  im  Intervalle  x  ==  -    bis  x  =  --,  cos  x  eine  vom  Werthe    ^  ^2  ^''•'^ 

zum  Werthe  Null  stetig  abnehmende,  sin  x  eine  vom  Werthe  ^,  Yj.   bis 

zum  Werthe  Eins  stetig  wachsende  Function.  Die  Zahl  ;r,  welche 
hiernach  rein  arithmetisch  detinirt  ist,  wird  bei  den  cyclometrischen 
Reihen  berechnet  werden.  Damit  sind  die  wesentlichen  Eigenschaften 
der  Functionen  unmittelbar  aus  den  sie  definirenden  Potenzreihen  er- 
kannt. Fortan  soll  unter  sin  x^  cos  x  stets  nur  eine  symbolische  Dar- 
stellung der  betreffenden  Potenzreihe  verstanden  werden;  aresin  x, 
arccos  x  sind  dann  als  die  inversen  Functionen  definirt. 
46.  Die  Binomialreihe. 
y  =  f{x)  =  (l  +  ^)"'-     ^  >  —  ^-     *'^  beliebig,     y  stets  positiv. 

Für  ic  =  0  ist  der  Werth  von  y  und  aller  Ableitungen  bekannt;  denn 
es  ist 

/•«(x)  ==  m  {'}n  —  1)  (m  —  2)  .  .  .  (m  —  w  +  1)  (1  +  .rV"-». 
Diese  Ableitungen   sind  stetige  Functionen,   so  lange  o."  >  —  1  ;   also: 

B  =-  m^x"  (1  4-  0,^)'""",   oder  E  =--  w„  nx"  (1     -  0)"-'  (1  +  0  .r)'"-«; 
m(m    -l)(m-2)...(w — n+ 1 ) 

Es  ist  zweckmässig,  die  zweite  Form  des  Restgliedes  zu  betrachten. 
Da  X  >  —  1,  so  ist  (l  -j-  0-^")  für  alle  Werthe  von  0  wie  erforderlich 
eine  positive  Zahl.     Man  setze: 

Hariiack,   Di£ferential-  u.  lutegrahoLliuuu.  .  6 


S2  Erstes  Buch.    Achtes  Capitel:  §.46. 

SO  ist: 

(m—l)z     (m  —  2)z  (m—k)z  (m-~(n—l))z      j-, 

==  ni  •  — - —  •  — - —  ...    — — —  .  .  . .  _ß^. 

1  2  k  n — 1 

Die  Factoren  E  und  m  sind  endlich.  Das  Product  wird  sicher  die 
Null  zur  Grenze  haben,  wenn  seine  Factoren  von  einer  Stelle  ab  echte 
Brüche   sind   und   für  n  =  oo  echte  Brüche   bleiben.     Denn  ist  G  der 

numerisch   grösste  der  Brüche  zwischen  ^'"^ — -  und  ~~A!?^J  ^     so 

ist  das  Product  dieser  Factoren  absolut  genommen  kleiner  als  ö^"~*; 
solch  eine  Potenz  hat  aber  die  Null  zur  Grenze.  Hingegen  wird  das 
Product  sicherlich  über  alle  Grenzen  wachsen,  falls  die  Factoren  von 
einer  Stelle  ab  grösser  als  eins  werden  und  bleiben. 

Da  nun  aber  mit  wachsendem  n  der  Betraor  von      ~     ~— ^  z  dem 

°  n—l 

Betrage  von  s  beliebig  nahe  kommt,  so  muss  der  Betrag  von  s  kleiner 
als  eins  sein;  also 

für  a:>0  ^!T^^^  <      1,  oder  (1  —  0) :r  <      I  +  0a;,  d.  h.  :^^  <      1, 

für  X  <04^|^  >-l;  oder  (l-0)a;  >  — 1  -Qx,  d.  h.  o;  >  -  1. 
1  ~^  t/  sc 

Resultat:  Wenn  —  l<a;<  +  l,  so  ist  für  j  edes  m  die  positive 
Function  (1  +  xj^  mit  beliebiger  Annäherung  aus  der  unendlichen 
Summe  zu  berechnen: 

Der  Fehler,  welchen  man  begeht,  wenn  man  die  Reihe  beim  f^*'^" 
Gliede  abbricht,  ist  höchstens  gleich  dem  Maximalwerthe  des  Rest- 
gliedes : 

m„ir"(l  +  x)"^-^  oder  m„ir", 
je  nachdem  x  <  oder  >  0. 

Man  erkennt  aus  der  vorstehenden  Betrachtung,  dass  (mit  Aus- 
nahme ganzzahliger  und  positiver  Werthe  von  m,  bei  welchen  die 
Reihe  abbricht)  für  rc  >  +  1  oder  <  —  1  die  Reihenglieder  ihrem 
Betrage  nach  über  jede  Grenze  hinaus  wachsen,  so  dass  die  Reihe  nicht 
mehr  convergirt. 

Die  Grenzfälle:  x  =^ -\-\  oder  —  1  erfordern  eine  besondere  Be- 
trachtung, die  sich  vermittelst  der  Restbestimmung,  da  man  den  Maxi- 
mal werth  für  (1  —  0)"-^,  (1  -j-  0a;)'"-"  berücksichtigen  muss,  nicht 
ohne   weiteres  .erledigen  lässt.     Zunächst  ist  deutlich,  wenn  die  Reihe 


♦)  Newton  iu  den  Briefen  für  Leibnitz  vom  13.  Juui  u.  24.  üctober  1676. 
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für  diese  Grenzen  überhaupt  convergirt,  so  muss  sie  bezüglich  den 
Wertli  2'"  und  (>"  darstellen  ]  denn  so  lange  die  Potenzreihe  convergirt, 
ist  sie  eine  stetige  Function  von  x  und  muss  also  denselben  Werth 
annehmen,  wie  die  stetige  Function:  (1  -j-xY",  mit  der  sie  für  alle 
Werthe  von  x  innerhalb  dieser  Grenzen  übereinstimmt. 

Ist  m  >  0  und  x  ==  —  1 ,  so  erhält  die  Reihe  die  Form : 
-.         m     ,    m{m—l)  w(w— l)(?n—  2)  , -.s,,  w(w— l)...(w— n-f  1) 

In  dieser  Reihe  werden  die  Glieder  von  einer  Stelle  ab,  nämlich  wenn 
n  y  m,  alle  dasselbe  Zeichen  bekommen.  Die  Summe  von  2,  3,  .  .  . 
n  -{-  1  Gliedern  wird  aber: 

m—l    (w— l)(m— 2)    (m— l)(m— 2Kw— 3)         / in»  0n—\)(m—2)...(m—n) 

T" '      ""21       '  3"!  '  •  ■  •  V    A;  ^1 

Hier  wird  jedes  Glied  seinem  absoluten  Betrage  nach  schliessNch  kleiner 

als  das  vorhergehende;  man  hat  also  eine  Reihe  von  Zahlen  mit  einerlei 

Vorzeichen,  von  denen  jede  folgende  kleiner  ist  als  die  vorhergehende. 

Diese  Zahlenreihe  besitzt  also  eine  bestimmte  Grenze  und  diese  Grenze 

ist  zufolge  der  obigen  Bemerkung  Null. 

Für  X  =  ~{-l  erhält  man  die  Reihe: 

-.     ,     m     .    m{m—i)    .    m{m  —  l){m  —  2)    .         mim  —  l){vi  —  2) . . .  {m  —  n-\-l) 
i  -h  Y  -1  2!  '  3 !  '  w! 

Hier  werden  die  Glieder  von  einer  Stelle  ab  ihr  Vorzeichen  wechseln; 
die  Reihe  convergirt  aber,  und  zwar  unbedingt,  weil  nach  dem  vorigen 
Ergebniss  die  Reihe  convergirt,  auch  wenn  man  den  Gliedern  allen 
dasselbe  Vorzeichen  giebt.     Die  Reihe  stellt  den  Werth  2'"  dar. 

Ist  ni  =  —  ft  <  0,  so  kann  für  x  =  —  1  die  Reihe  nicht  con- 
vergiren,  denn  es  wird  (1  —  1)-"  =  c».  Demnach  kann  für  a;  =  +  1 
die  Reihe,  wenn  überhaupt,  nur  bedingt  convergiren.     Man  erhält: 

1   _  i^  _L  ttit±})  __  l^(^+l)(/^  +  2)       .__.v„   ^{ti-\-l)ifi-\-2)...i(i-\-n-l) 
1  "^       2!  3!  "'\      ^)   '  n\ 

Diese  Reihe,  in  welcher  die  Glieder  wechselnde  Vorzeichen  haben, 
kann  nicht  convergiren,  wenn  ^  —  1  >  0,  fi  >  1  ist;  denn  alsdann 
wachsen  die  Beträge  der  Glieder  unaufhörlich. 

Ist  aber  ft  —  1  <  0,  so  nehmen  die  Beträge  der  Glieder  unauf- 
hörlich ab,  und  werden  dem  früheren  Ergebniss  zufolge  Null;  (man 
setze  ^  —  l  =  —  m). 

Eine  Reihe,  deren  Glieder  alterniren,  abnehmen  und  die  Null  zur 
Grenze  haben,  convergirt  aher  stets. 

Denn  bezeichnet  man  die  Summe  der  Reihe  von  der  w*^"  Stelle 
ab  mit: 

-K«  ==  (Un  —  Un+i)  +  (M„4.2  —  ^«+3)  •  •  • 

6* 
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oder : 

B  =  li^  —  (i/„^,  —  ?(„._o)    —  (?(„_3  ~  u„^i)  .  .  . 

so   ersieht  man,   lln  ist   positiv   aber  kleiner  als  u^.     Mit  wachsenden 
Werthen  von  n  hat  es  also,  ebenso  wie  u»,  die  Null  zur  Grenze. 
Die  Binomialreihe: 

(i  + ,.)"'  =  1  +  f  a'  +  "•(Jtj)*-'  + . . . 

convergirt  also  unbedingt  bei  allen  positiven  Werthen  von  w  auch  für 
die  Grenzen  +  1 ',  dagegen  muss  bei  negativen  m,  m  >  —  1  sein^  damit 
die  Reihe  auch  für  x  =  -{-l  convergire  und  zwar  bedingt. 

Wiewohl  die  Convergenz  der  Reihe  beschränkt  ist,  so  kann  sie 
doch  dazu  benutzt  werden,  um  eine  beliebige  Wurzel  aus  einer  be- 
liebigen   Zahl    auszuziehen;    denn    ist   a   die    gegebene   Basis,  m  ==  ^^ 

ein  rationaler  Bruch,  so  bestimme  man  eine  Zahl  h'^  möglichst  nahe 
an  a  und  setze: 

PVP 

a^  ={h^  -  [h"  -  .o)'^ = ^'  (i  -  ^'y  > 

so  lässt  sich  das  Binom  entwickeln. 

4:7.  Die  logarithmische  Reihe*). 

y  =  fix)  -iii  +  x),^o  ist  /■" {X)  =  <--^^"fJ^,   ^-  >  -    1 , 

(1+*) 

l{l  +  x)^x-  f  +  "^  -  ^'  .  .  .  ^'ZT-  +  ^'' 
Hn  =  ^=^  ■  -rV^,  oder  (_  1)--      (■-«'"-'-" 


Das  Restglied  in  der  »weiten  Form  convergirt  nach  Null,  wenn 

"■^^   Vt^]  <  1,   d-   1'--    1    <  ^  <  +  1. 

Die   erste  Form   des  Restgliedes  zeigt,   dass   die  Reihe  noch  con- 
vergent  bleibt  für  ic  ==  1. 
Es  ist  also 

/(l  +  ,r)  =  o:  -  1  +  f  -  *   •  .  •  (-  1/'-'  ■!  .  .  .,   _  1  <  ^  <  +  1, 
und  insbesondere: 

i(2)  =  l-.i  +  ^-    ;  +  ^-- 


*)  Nie.  Mercator  (Logarithmotechnica  1668)  und  Jacob  Gregory  (1636 
—1675)  (Exercit.  geometr.  1668);  letzterem  verdankt  mau  m  demselben  Werke 
die  Keihe  für  arctg  x. 
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Die  letzte  Reihe  liefert  ein  Beispiel  für  eine  blos  bedingt  convergente 
Reihe;  denn  die  Reihe 

oder  auch  die  Reihen: 

1  +    3    +    0   +    7     ■    •    •    ""^   -2    +  4    +  T  +  ¥  •  •  ■ 

convergiren  nicht,  wiewohl  ihre  Glieder  abnehmen  und  nach  Null  con- 
vergiren,  vielmehr  wächst  die  »Summe  dieser  Reihen  über  jeden  Betrag 
hinaus;  denn  es  ist: 

^  ^   2    ■"    2  '     3      '      4    -^    2  '     5    ^    0      '      7      '      8    -^    2  ^ 

-4-  _[_...         -^  >       u.  s.  w.*). 

2«  -f  1  ~  2"  +  2  •2''+^  2  ^ 

Um  brauchbare  Reihen  für  die  Berechnung  des  Logarithmus  jedweder 
positiven  Zahl  zu  erhalten,  setze  man  in  die  gefundene  Reihe  —  x 
statt  X,  so  wird:  (x  <  l) 

/V.2  7^3  7.4  7,^—1 

i(l  -  ^)  ==  -  *  -  f  -  f  -  ^ f--,-  +  ^'> 

also: 


K\^t)-'b  +  1  +  -f  + 


-k+l. 


+  R-  R\ 


*)  Die  oben  stehende  divergente  Reihe  1  +  .7+  o  +-r  '  '  '   ^^isst  die  har- 

Z  o         4c 

monische  Reihe.     Für  spätere  Anwendungen  ist  es  wichtig  zu  bemerken,  dass 
die  Reihe 

.L  +  l+'.  +  l  +  l... 

für  alle  Werthe  ,a  >»  1  converglrt.     Denn  gruppirt  man  ebenso  wie  oben 

JL— jL 


2fi      2^1-1  y 


1 
4^   '   5^*   '   6'' 


11.  1     ^ 

1 h —  < 

8'"       D"  15^'  8^ 


so  sieht  man,  dass  die  Summe  von  beliebig  vielen  Gliedern  der  Reihe  kleiner 
bleibt,  als  die  Summe  einer  entsprechenden  Anzahl  von  Gliedern  in  der  geo- 
metrischen Progression  des  echten  Bruches  — ^.f  • 
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und  da  li  —  H'  im  augenorameneii  Intervalle   nach   Null  convergirt, 
so  ist: 

Substituirt  man  nun: 

-  — —  =  -^-"  also  X  =  -r-A —     ft  >  0 , 
so  wird:  0  <  5;  <  (X), 

'(^)=2[|+:(:y+A(iy+;(iy  +  ...] 

^  =  2,  a  =  1. 

,(3)  =  ^,2)  +  2[|  +  l(l)%|(|y+...]. 

Um  von  den  natürlichen  Logarithmen^  mit  der  Basis  e,  zu  den 
gewöhnlichen  mit  der  Basis  10  überzugehen,  berechne  man,  weil 
loiog  «  =  «/«:  ^10  die  Zahl: 

l  (10)  =  ^2)  +  ?(5)  =  2,302  585  092  0  ... , 

so  hat  man  alle  Werthe  mit  jprw.  ==  0,434  294  481  9  .  .  .  zu  multipliciren. 

t(lU) 

48^.   Die  cyclometrische  Reihe:  y  =  arcig  x. 
Für  die   cyclometrische   Function  f(x)  =  arctg  x   wurde   im  §  36 
eine  independente  Darstellung  der  n^^"  Ableitung  gegeben: 

/•«  (x)  =  M  —  1 !  cos  r  sin  n  {ij  +  ^  )  =  (T^'a^  ^  ^"^  ^^  (^^'^^8'  ^^  +  v) 
Da  nun  iura;  =  0  auch  y  =  0  ist,  so  folgt,  dass  für  diesen  Werth: 
P(0)  =  0,  f\0)  =  0,  /'«(O)  =  0  .  .  .  p>^{0)  =  2h  -  1!  sin  l^  tt  =  0, 

/••(O)  ^1,  p(())  =  -  2!,  r>[i))  =  4!,  /•^^+i(0)  _  2k\  sin  '^,^^  ;r  == 

=  (-  1)^-2^!. 
Das  Restglied  R  wird  nach  der  ersten  Formel  gleich: 

n 

n!*HT0^I-r)2-smn  (arctg  0.;+^)=:  |^  (^_^'^^,J%in  n (arctg 0a; + 

Der  erste  Factor  convergirt  nach  Null,  der  dritte  hat  einen  endlichen 
Werth.  Der  mittlere  wird  für  n  =  (X)  nicht  unendlich,  wenn  der  Quo- 
tient in  der  Klammer  für  alle  Werthe  von  0  gleich  oder  kleiner  als 
1  ist,  d.  h.  wenn  x'^  <,  l.     Demnach  ist: 


Mittel werthsatz  und  unendliche  Reihen.  87 


arctg^=  f ---  +  -^  •  •  •  {-  D*  ,;,-:^^  •  •  ■     -  1  <^^  +  1. 

Diese  Reihe  liefert  zu  jedem  echten  Bruch werthe  von  ./;  den  zugehörigen 
Bogen   zwischen  —  —  und  -j-    .,     Der  Arcus,   dessen  Tangente  den 

VVerth  +  1  ^"^^-^  ist  gleich  — ;  also  lässt  sich  diese  für  die  Perioden 
der  goniometrischen  Functionen  wichtige  Zahl  durch  die  Form  berechnen: 

4  3^5  7  y        "^i      2/c  +  l    ^ 

Die  Convergenz  der  Reihe  ist  eine  sehr  langsame,  d.  h.  man  muss 
viele  Glieder  summireu,  um  einen  einigermassen  angenäherten  Werth 
zu  erhalten*);  für  die  Berechnung  von  %  kann  man  stärker  conver- 
girende  Reihen  bilden.  Ist  x  ein  Bruch,  klein  genug  um  rasch  den 
Werth  von  (p  =  arctg  x  nach  der  obigen  Reihe  angenähert  zu  finden, 
so  bilde  man  tang  (wqp),  unter  m  eine  ganze  positive  Zahl  verstanden, 

die  so  gewählt  sei,  dass  m^)  nahezu  gleich  — ,  also  m^>  —  ~  ein  sehr 

kleiner  Bogen  wird-,  dadurch  wird  auch  tg  \ni^  —  -^  j  =  ^T?        ein 

kleiner  Bruch,  also  ist  mop r-  =  arcto-  (r  ,  ?~    )  mit  rascher  Con- 

vergenz  aus  der  Reihe  zu  berechnen. 


2tgqp  5       ^^^  ^ 120 

1 

tg4qp— 1  1 


Für  ^-  =  -,   m  =  4  wird  i^  2(p  =  -,^f-r  =  i^.   tg  4qp        ^^^ 


l  +  tg4(]p  239' 

,lso**): 


^  =  4arctg  •  -  a.ctg J,=  4  [^  -  1  •  (j)'  +  1  (j)^  _  |  (1)'  -] 

[239  3  V239/      '      5V239/  J 

TT  =  3,141592653 

Um  für  Werthe  der  Tangente,  deren  Betrag  grösser  als  1  ist,  den 
zugehörigen  Bogen  zu  berechnen,  beachte  man,  dass,  für 


*)  Durch  Addition  einer  ungeraden  Anzahl  von  Gliedern  in  der  obigen  Reihe 
erhält  man  eine  obere,  durch  Summation  einer  geraden  Anzahl  eine  untere  Grenze 
des  gesuchten  Werthes.    Sollen  z.  B.  die  beiden  Grenzen  nur  noch  in  der  Uten 

Decimalstelle  ditteriren,  so  müsste  man  ^  •  lOio  Stellen  summiren. 

**)  Zuerst  aufgestellt  von  dem  EnglS,nder  Machiu,  der  n  auf  100  Decimal- 
stellen  berechnete  1706.  (Siehe  Klügel:  Math.  Wörterbuch:  Cyclotechnie.)  Um 
7t  auf  10  Stellen  genau  zu  erhalten,  genügt  es  hier  15  Glieder  der  ersten  und  8 
Glieder  der  zweiten  Reihe  zu  summiren. 
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0<<P<  :,  tg(!      r) 


1 

tg  cp 

und   für 


V  '     VgCf 


Demnach  wird,  indem  man  tg  (jp  ==  :r  setzt^  +  ^   =  arctg  x  +  arctg  — , 

(x  ^  0),  also 

arctg  a;  =  -  -    : arctg  =  +    ,    —         —  -—  J-         _.  ^      _l  .  .  .    . 

Damit  sind  wir  zu  einer  Reihe  mit  wachsenden  Potenzen  von 

.*; 

oder  mit  absteigenden  von  x  gelangt. 

.  49.  In  ^a\\  Reihen  für  sin  x  und  arctg  x  kommen  nur  ungerade 
Potenzen  von  x  vor,  in  der  für  cos  x  nur  gerade  (einschliesslich 
der  Null).  Die  beiden  ersten  Functionen  sind  dadurch  als  unpaare, 
die  andern  als  paare  gekennzeichnet. 

Eine  unpaare  Function  f{x)  lässt  sich  allgemein  durch  die  Eigen- 
schaft definiren,  dass  /"(:r)  =  —  /"( — ip),  bei  einer  paaren  ist /*(j;)  = 
/'(—  X).  Daraus  folgt,  dass  eine  unpaare  Function,  falls  sie  an  der 
Stelle  o;  =  0  stetig  ist,  dort  den  Werth  Null  haben  muss;  weiter  folgt 
durch  Differentiation,  dass  alle  ihre  Ableitungen  ungerader  Ordnung 
paare  Functionen  sind,  die  Ableitungen  gerader  dagegen  unpaare. 
Diese  letzteren  müssen  an  der  Stelle  Null  deshalb  ebenfalls  alle  ver- 
schwinden. Bei  der  paaren  Function  dagegen  werden  alle  Ableitungen  ' 
ungerader  Ordnung  auch  unpaare  Functionen  und  bekonmien  für  x  =  <) 
den   Werth  Null. 

50.  Die  Entwickelung  der  Taylor'schen  Reihe  beruht  auf  der 
Bildung  der  ;i''"  Ableitung.  Damit  ist  zugleich  die  Grenze  ihrer  An- 
wendbarkeit ausgesprochen ;  denn  wird  für  eine  Function  der  allgemeine 
Ausdruck  dieser  zu  complicirt,  so  verliert  diese  Methode  an  Brauch- 
barkeit. Aus  der  für  arcsiu  x  aufgestellten  Recursionsformel  ist  es 
z.  B.  nicht  schwer,  tlie  Werthe  der  Ableitungen  an  der  Stelle  a;  =  0 
allgemein*zu  berechnen,  aber  für  die  Bildujig  des  Kestgliedes  ist  die- 
selbe nicht  geeignet*).  Man  wird  daher  vor  allem  bestrebt  sein  müssen, 
die  Frage  nach  der  Convergenz  einer  Potenzreihe  und  nach  der  Ent- 
wickelba rkeit  einer  Function  lediglich  aus  den  Eigenschaften  der 
Function  selbst,  nicht  wie  es  im  vorstehenden  geschehen  ist  auch  aus 
den  Eigenschaften  aller  ihrer  Ableitungen,  zu  beantworten.  Sodann 
al)er  wird  man  einsehen,  dass  eine  Potenzreihe,  welche  man  auf  irgend 
welche  Weise  für  eine  Function  in  einem  Intervall  uewonnen  hat,  mit 


*)    Die   EntwickeluDg  von  aresin  x  in  eine   Keihe    siehe    Integralrechnung. 
Blich  3.     Cap.  4. 
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der  Taylor'schen  Reihe  identisch  sein  miiss,  weil  f  {x)  nicht  durch 
zwei  verschiedene  Fotenzreihen  dargestellt  werden  kann.  Die  Unter- 
suchungen erfordern,  sollen  sie  vollständig  sein,  die  Erweiterung  des 
Zahlenjxebietes  und  dafür  müssen  erst  durch  die  Theorie  der  Func- 
tionen  mit  mehr  als  einer  unabhängigen  Variabelen  neue  Begriffe  ein- 
geführt werden. 


Neuntes  Capitel. 

Functionen  von  mehreren  unabhängigen  Veränderlichen. 

51.  Wenn  der  Werth  einer  Veränderlichen  z  durch  die  Werthe 
zweier  von  einander  unabhängiger  Veränderlicher  x  und  y  derart  be- 
stimmt ist,  dass  zu  jedem  Werthe  von  x  im  Intervall  von  a  bis  h  und 
zu  jedem  Werthe  von  y  im  Intervall  «  bis  ß  ein  oder  auch  mehrere 
Werthe  von  z  gehören ,  so  heisst  z  eine  Function  der  beiden  unab- 
hängigen Variabelen  x  und  y.  Auch  hierbei  können  wir  die  Func- 
tionen nach  der  Art  ihres  analytischen  Ausdruckes  classificiren  in 
algebraische  und  transscendente ,  und  die  Form ,  in  welcher  die 
Function  gegeben  ist,  kann  eine  explicite:  z  =  f\x,  y)  oder  eine  im- 
plicite:  /'(;r,  y,  ^)  ==  0,  oder  auch  eine  durch  zwei  Parameter  ver- 
mittelte sein :  x  =  <jp  (ii,  f ),  y  =^  4^  (11,  v),  2  =  x  (^^  ^)-  ^^^  Gesammt- 
verlauf  der  Function  wird  mit  Hülfe  des  Cartesischen  Coordinaten- 
systems  im  Räume  —  am  einfachsten  mit  Hülfe  eines  rechtwinkligen 
-—  veranschaulicht,  indem  man  jedes  Werthsystem:  x  und  y  durch 
einen  Punkt  in  der  horizontalen  .x'^ -Ebene  darstellt  und  den  zugehörigen 
Werth  von  z  nach  oben  oder  nach  unten,  je  nachdem  er  positiv  oder 
negativ  ist,  auf  einer  Strecke  senkrecht  zur  Ebene  aufträgt.  Der 
Endpunkt  dieser  Strecke  repräsentirt  das  zusammengehörige  Werth- 
system X  y  z.  Üas  Intervall  von  x  ==  a  bis  h,  y  =  cc  bis  ß  bestimmt 
in  der  xy-Eheue  ein  Rechteck,  über  welches  sich  die  construirteu 
Punkte  lagern,  das  Gebiet,  für  welches  die  Function  definirt  ist. 
Durchlaufen  x  und  y  alle  Werthe  von  —  00  bis  -|-  oo,  so  breiten 
sich  dieselben  über  die  ganze  Ebene  aus.  Eine  üebersicht  über  die 
Vertheilung  der  Punkte  wird  erzielt,  indem  man  der  einen  Variabelen 
z.  B.  X  einen  festen  Werth  giebt,  zunächst  x  =  a,  und  y  verschiedene 
Werthe  zwischen  «  und  ß  ertheilt;  durch  Verbindung  der  so  con- 
struirteu Punkte  entsteht  ein  Polygon  im  Räume,  dessen  Projection 
in  der  xy-Ehene  die  Gerade  x  =  a  ist.  Durch  Abänderung  des  W^erthes 
X  erhält  man  für  die  gleichen  Werthe  von  y  andere  Polygone;  denkt 
man  sich  die  Punkte,  für  welche  y  denselben  Werth  erhalten  hat,  ver- 
bunden, so  entsteht  ein  Netz,  dessen  viereckige  Maschen  durch  weitere 
Einschaltung  von  Punkten  immer  mehr  verkleinert  werden,  und  welches 
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eine  bestimmte  Fläche  zur  Grenze  haben  kann.  Diese  Fläche  ist  als- 
dann das  totale  ßild  der  Function,  ihre  Durchschnitte  mit  Ebenen, 
parallel  der  yz-  oder  ic^-Ebene,  sind  Curven,  welche  die  Grenzen  der 
anfangs  construirten  Polygone  bilden. 

52.  Wir  betrachten  die  explicite  Function  z  =  f{x,  y),  die  wir 
zugleich  als  eindeutig  voraussetzen,  und  fragen,  wann  dieselbe  in  einem 
Gebiete,  für  welches  sie  bestimmte  Werthe  hat,  stetig  ist.  Irgend 
eine  Stelle  des  Gebietes  denke  man  sich  mit  einem  kleinen  Rechteck 
umschlossen,  dessen  Seiten  parallel  der  Abscissenaxe  die  Länge  2h ^ 
parallel  der  Ordinatenaxe  die  Länge  2/j  haben,  so  dass  .6'  +  /i,  y -hJc 
die  Coordiuaten  der  vier  Eckpunkte  werden.  Jede  Stelle  in  diesem 
Bereiche  oder  auf  der  Grenze  desselben  hat  dann  die  Coordinaten 
X  +  Qh,  y  +  ^]^^,  (0  <  0  ^  1,  0  <,  rj  -^  1).  Bezeichnet  man  den  zu- 
gehörigen Functionswerth  mit  f[x^Oh,  yzhrjk),  so  soll  die  Func- 
tion an  der  Stelle  xy  nur  dann  stetig  genannt  werden,  wenn  sich  end- 
liche Werthe  von  h  und  k  ausfindig  machen  lassen ,  für  welche  die 
Differenz:  f{x  +  0/i,  V  -^rih)  —  f{x,  y)  hei  jedem  Werthe  der  unab- 
hängigen Veränderlichen  0  und  ri  ihrem  absoluten  Betrage  nach  Meiner 
wird,  als  eine  vorgegebene  beliebig  Meine  Zahl  d.  Dann  und  nur  dann 
nämlich  wird  jede  Zahlenreihe,  welche  man  aus  f{x^Qh,  y  -\-  rjk 
—  /'(ic,  y)  erhält,  wenn  man  0  und  rj  in  irgend  welcher  Weise 
nach  Null  convergiren  lässt,  selbst  die  Null  zur  Grenze  haben.  Noth- 
wendig  zur  Stetigkeit  ist  also,  dass  f\x  zL^^h  V)  —  f  i^^  V)  "*^^^  ebenso 
f{x,  y  -\zrih)  —  f(Xj  y)  unendlich  klein  werden,  oder  in  anderen 
Worten:  dass  f{x,  y)  als  Function  allein  der  Veränderlichen  o;,  oder 
allein  der  Veränderlichen  y  stetig  sei;  aber  hinreichend  ist  dieses  noch 
nicht.  Es  bezeichnet  also  verschiedenes,  wenn  man  sagt  fix,  y)  ist 
eine  stetige  Function  der  beiden  Variabelen  x  und  y,  oder  /'  ist  eine 
stetige  Function  sowohl  von  x  wie  von  y. 

Dagegen  kann  man  die  obige  Definition  durch  die  ihr  gleich- 
werthige  ersetzen:  Es  muss  sich  an  der  Stelle  xy  ein  endlicher  Werth 
h  und  ein  endlicher  Werth  h  ausfindig  machen  lassen,  so  dass  für  alle 
Werthe  gleich  oder  kleiner  als  h  respective  /••,  f'(x  +  0/*,  y)  eine  stetige 
Function  von  y  und  f'{x,  y  +  ^/t)  eine  stetige  Function  von  x  allein 
ist,  dergestalt  dass  der  Betrag: 

abs  [f(x  ±  eh,  y  ±  nk)  ~  f{x  ±  eh,  y)]  <  ö 
wird,  für  alle  Werthe  von   y]  lediglich  durch  Wahl  von  k  unabhängig 
von  0  h,  und  analog : 

abs  lf\x  ±  eh,  y  ±  rik)  —  f{x,  y  ±  t^A;)]  <  ö 
für  alle  Werthe  von  0  lediglich  durch  Wahl  von  h  unabhängig  von  rik. 

Diese  Bedingungen  bezeichnet  man  in  Worten:  fXx,y)  muss  eine 
gleichmässig  stetige  Function  von  x  sowohl  wie  von  y  in  der  Um- 
gebung der  Stelle  x,  y  sein. 
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Üeim  nach  dieser  Forderung  ist  auch;  wenn  in  der  zweiten  Un- 
gleichung 7^  =  0  angenommen  wird : 

abs  [f{x  ±Bh,  v)  —  f{x,  y)\  <  8    (für  alle  Werth  von  0). 

Diese  Ungleichung  zur  ersten  addirt,  zeigt,  das^ 

abs  [f{x  +  Qih  y  ±  ni^)  —  f{^y  y)\ 

für  alle  Werthe  von  0  und  iq  lediglich  durch  Wahl  von  h  und  Ic  kleiner 
wird  als  die  beliebig  kleine  Grösse  2d. 

Diese  Formulirung  ist  deshalb  nicht  unwichtig,  weil  sie  die  Unter- 
suchung der  Stetigkeit  einer  Function  mit  zwei  Veränderlichen  auf 
die  Untersuchung  der  gleichmässigen  Stetigkeit  in  Bezug  auf 
je  eine  der  Veränderlichen  reduciren  lässt. 

Beispiele:  1.  Die  Function  s  =  a  x^'  if  (ft  und  v  ganzzahlig  >  0) 
in  welcher  a  eine  beliebige  Constante  bedeutet,  ist  eine  stetige  Func- 
tion beider  Variabelen. 

Es  ist  nämlich: 

i.>j  ±  nW  -  2/'  =  (^,  (±  n^')  2/'-'  +  V.,  (±  nW  y'-'  +■••(+  nm 

seinem  Betrage  nach  kleiner  als: 

N  [(#)  +  (r,ky  +  ...  (nk)']  =  N  M)-=^(i|'-t^., 

unter  N  den  grössten  Betrag  verstanden,  der  unter  den  Coefiicienten 
in  der  obigen  Klammer  vorkommt.  Nimmt  man  »^Ä;  <  1,  so  ist  der 
Betrau'  der  Differenz: 


"ö 


{y±nkr-f<N-  ,f~-^. 

Dem  zufolge  wird: 

a  (x  ±  Qhy  [(y  ±  nhy  -  y^\  <  a  {x  ±  Ohr  •  j^  ^^ 

und  soll  dieser  Werth  bei  allen  Werth en  von  0  und  ij  kleiner  sein 
als  d,  so  hat  man,  wenn  mit  X  der  grösste  absolute  Werth  bezeichnet 
wird,  den  (x  +  0/0'*  ^^^  allen  Werthen  von  0  annimmt, 

-7-^ — r  <  -v-iiT  2iu  bestimmen,  d.  h.  k  <  -z—, — viir- 

Die  gleiche  Betrachtung  zeigt,  dass  auch  die  Differenz: 

a  {y  +  nlcy  \{x  4:  0/0'  —  ^'J  <  ^  ist,  wenn  h  <  -jj^~ jj^j^ 

Die  Betrachtungen  an  diesem  Beispiele  dienen  zum  Beweise  des  all- 
gemeinen Satzes: 

Ist  f{x,   y)  ^=  (p{x)  •  0(7/)    und  sind  (p  und  ip  stetige    Functionen 
der  Variabelen  x  und  y^  so  ist  f  eine  gleichmässig  stetige  Function 
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sowohl  von  X  wie  von  ij^  d.  h.  eine  stetige  Function  beider  Variabeleii. 
Denn  es  lässt  sich 

machen,  lediglich  durch  Wahl  von  k  unabhängig  von  0/i,  und 

i^^y  ±  tjk)  [qj{x  +  eh)  -  (fix)]  <  Ö 
lediglich  durch  Wahl  von  h  unabhängig  von  rjk. 

2.  ^=  ,.     wird  unstetig  in  allen  Punkten  der  Geraden  x  =^  0  und 

xy 

der  Geraden  y  ==  0.    Denn  —  ist  für  alle  Werthe  von  x  eine  unstetige 

xy 

Function  von  y  an  der  Stelle  y  =  0  und  für  alle  Werthe   von  y  eine 

unstetige  Function  von  x  an  der  Stelle  x  =  0. 

3.  z  =^  -'4    ist   unstetig  in   allen  Punkten  der  Geraden  x  =  0  bei 

endlichen  Werthen  von  y  und  völlig  unbestimmt  im  Punkte  x  =  0, 
y  =  0. 

4.  Defiuirt  man  die  Function  ^' =  sin  (arctaug  -)*)  für  x  =  i) 
so,  dass  man  sie  bei  allen  Werthen  von  y  gleich  Null  nimmt  (auch 
für  y  =  0),  so  ist  sie  im  Punkte  x  =  0,  y  =  0  eine  unstetige  Func- 
tion, wiewohl  wenn  man  x  =  0  setzt,  z  eine  stetige  Function  von  y 
allein  ist,  und  wenn  man  y  =  0  setzt  eine  stetige  Function  von  x]  in 
beiden  Fällen  ist  ^  constant  gleich  Null.  Bildet  man  aber  die  Diffe- 
renzen für  die  Umgebung  dieser  Stelle,  so  bleibt 

sin  (arctang  ^^^)  <  ö 

weder  durch  Wahl  von  k  unabhängig  von  0/i,  noch  durch  Wahl  von 
h  unabhängig   von  rjk.     Denn   damit  nur  der  Betrag  der  linken  Seite 

kleiner  als  -—  werde,  muss  bei  gegebenem  Qh  k  kleiner  gewählt  werden 

als  Qh,  es  ist  also  nicht  unabhängig  von  Ji.  Setzt  man  y  =  kx,  so  ist 
die  Function  sin  (arctg  k)  stetig,  aber  an  der  Stelle  rr  ==  0  sollte  sie 
Null  sein. 

5.  Bildet  man  die  Function  0  =  x"y->'^,  in  welcher  a  und  ß  positiv 
sind  und  und  ß  <  a  ist,  und  ersetzt  man  dieselbe  für  y  =  0  bei  allen 
Werthen  von  x  durch  den  Werth  z  =  0,  so  ist  sie  eine  unstetige 
Function  an  der  Stelle  x  =  0,  y  =0,  wiewohl  sie,  wenn  man  y  =  ax 
setzt,  eine  stetige  Function:  z  ==  x"~^  a^  der  Variabelen  x  wird,  also 
stetig  ist  auf  jeder  vom  Nullpunkt  ausgehenden  Richtung.  Denn  es 
ist  auch  hier  nicht  möglich,  einen  von  rik  unabhängigen  endlichen  h- 
Wcrth  ausfindig  zu  machen,  für  welchen 

(±  ö^^/'  (±  n^'Y^  <  ^ 

bleibt. 

*)  Thomae:  Einleitung  in  die  Theorie  der  bestimmten  Integrale  S.  31. 
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In  einem  Gebiete,  in  welchem  (einschliesslich  der  Grenzen)  das 
Kriterium  der  Stetigkeit  ausnahmslos  für  jeden  Punkt  gilt,  ist  f{Xy  y) 
eine  gleichmässig  stetige  Function  beider  Variabelen,  d.  h. 
es  lässt  sich  ein  Werth  für  h  und  einer  für  Ic  angeben,  die,  welchen 
Werth  auch  x  und  y  haben  mögen,  hinreichend  sind,  um  die  Un- 
gleichung 

f{x  ±  Oh,  y±ri^)-  f{oc,  y)<d  (O<0<1,O<7?<1) 
zu  befriedigen.  Denn  liessen  sich  solche  Mini  mal  werthe  von  h  und  Je 
nicht  angeben,  so  müssten  Stellen  im  Gebiete  vorhanden  sein,  in  deren 
unmittelbarer  Umgebung  das  Kriterium  der  Stetigkeit  nur  dadurch  er- 
füllt werden  kann,  dass  h  und  k  schliesslich  unter  jeden  angebbaren 
Werth  herabsinken.  Dass  dieses  nicht  der  Fall  sein  kann,  wird  folgender- 
massen  erkannt:  Angenommen  es  sei  av,  y^  solch  eine  Stelle;  man  be- 
stimme für  einen  Punkt  x^  —  £,  y^  —  e  in  beliebiger  Nähe  derselben 
die  Grössen  h  und  h  derart,  dass 

abs  [f{x^  —  e  \~  Qh,  yi  —  s  -j-  rik)  -—  f\x^  ~  8 ,  y^  —  s)  <  Ö. 
Die  Annahme  besagt  nun,  dass  während  s  und  t  nach  Null  conver- 
giren,  auch  die  Grössen  h  und  k  unter  jeden  angebbaren  Werth  herab- 
sinken, damit  die  Ungleichung  bestehen  bleibe,  dergestalt,  dass 
-  £  -\-  <dh  und  —  £  -{-  7]k  stets  kleiner  als  Null  bleiben,  so  dass  die 
Stelle  x^  y^  bei  diesem  Processe  nicht  erreicht  wird. 

Andererseits  lässt  sich  aber  an  der  Stelle  x^  y^  ein  endlicher  Be- 
reich +  0/i,  +  ^'^  angeben,  für  welchen 

abs  [f{x,  ±  Qh,  //,  ±  rjk)  -  f\x^  ?y,)]  <  ^• 
Dieser  endliche  Bereich  umschliesst  auch  die  Punkte  x^  —  f ,  y^  —  t 
(denn  s  und  s  convergiren  nach  Null,  h  und  k  haben  einen  festen 
endlichen  Werth)  und  folglich  ist  auch  für  jeden  dieser  Punkte  der- 
selbe angebbare  Bereich  ausreichend  zur  Erfüllung  der  Ungleichung, 
so  dass  also  die  getroifene  Annahme  im  Widerspruche  mit  der  Stetig- 
keitsbedingung steht. 

53.  Die  ersten  Differentialquotienten  der  Function  an  einer  Stelle, 
in  deren  Umgebung  sie  stetig  ist,  können  auf  mannigfache  Weise  ge- 
bildet werden:  Lässt  man  ersthch  y  ungeändert,  während  x  um  Ax 
wächst  oder  abnimmt,  und  bezeichnet  man  die  zugehörige  Aenderung 
von  z  mit  Ax^j  so  ist  der  Differenzenquotient: 

AxS  ^^     fix±Ax)  —  f(x,  y)  ^ 
Ax  +Ax 

Wir  nehmen  an,  derselbe  nähere  sich,  wenn  A./;  nach  Null  convergirt, 
einem  bestimmten  Grenzwerthe,  sowohl  für  das  -\-  wie  für  das  Zeichen, 
beide  Grenzwerthe  brauchen  aber  nicht  identisch  zu  sein;  man  be- 
zeichnet  ihn    nach  Jacobi  mit    ^--  oder   ./   und  nennt  ihn  die  vor- 

dx  öx 
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wärts,  resp.  rückwärts  genomiueue  partielle  Ableitung  von 
3  nach  x^  so  ist: 

-1^  =  #  =  Lim  f-^^A^Vp-t^^l  für  A^  =  0. 
ox  ex  +  A.r 

Die  partielle  Ableitung  von  z  nach  y  wird  nun  zweitens  in 
derselben  Weise  erhalten^  indem  x  ungeündert  bleibt: 

-f/l  =  4^-  =  Lim  Aa:,y±Ay)-f(x,x)      ^j.^  _  ^ 

Selbstverständlich  besteht  auch  hier  der  Satz:  Wenn  die  vorwärts 
genommene  partielle  Ableitung  nach  x  oder  nach  y  mit  der  rückwärts 
genommenen  identisch  ist,  so  gilt  der  Mittelwerthsatz : 

fix  +  h.y)-  fix,  y)  =  hr  {:x  +  Oh,  y), 
fix,  y  +  h)—  fi;x,  y)  =  hf  (x,  y  +  nk), 

0  und  )]  werden  bezüglich  von  y  und  x  abhängig  sein. 

Wird  aber  x  um  Ax,  und  y  gleichzeitig  um  Ay  geändert^  wobei 
das  Verhältniss  Ay  :  Ax  noch  ganz  beliebig  sein  kann,  jedoch  endlich, 
so  entsteht  die  Zunahme: 

A0  =  f{x  +  Ax,  y-i-  Alf)  -  f(x,  y). 

Auch  hierbei   ist  die  Frage  zu  beantworten,  welchem  Grenzwerth 

nähert  sich  ^-    oder  auch  ^r-,   wenn  Ax  und  Ay  in  irgend   welcher 

Weise  nach  Null   convergiren,    so  jedoch,    dass   ihr  Verhältniss   stets 

einen  endlichen  Grenzwerth  J  behält,  vorausgesetzt,  dass  in  der  Um- 

gebung  dieser  Stelle  bestimmte  Werthe  der  partiellen  Ableitungen  ~- 

0  X 

und  7,-   existiren.     Es  ist  identisch: 

d  y 

fjx-i-Ax,  y-{-Ay)--fix,  y)  ^  fix-\-Ax,y-{-Ay)-fix,y'\-Ay)    . 
Ax  Ax  "■" 

'  Ay  Ax' 

Lässt  man  in  dem  ersten  Quotienten   der  rechten  Seite  erst  Ay 

zu  Null  werden,  so  erhält  er  den  Werth  ^i^t^^-^-'Il/A^-'-ll ,  welcher 
'  Ax  ' 

l'iir   verschwindendes  Ax  in    -^^^-^-     übergeht;    wird  aber  umgekehrt 
erst  Ax  gleich  Null  gesetzt,    so   erhält   man  ^'S^'-^^^^y^  und    dieser 

Ausdruck  wird  für  A^  ebenfalls  den  Werth  ^p^?  nur  dann  annehmen, 

wenn  diese  Function  in  Bezug  auf  y  stetig  ist.     Welcher  Werth  ergiebt 
sich  nun,  wenn  Ay  und  Ax  irgendwie  gleichzeitig  nach  Null  conver- 
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giren.     Damit  der  Grerizwerth  wiederum  unabhängig  von  der  Art  der 

Oonvergenz  gleich    ^^'  •     werde,  muss  die  Bedingung  erfüllt  sein,  dass 

sich  ein  A:r  und  unabhängig  davon  ein  A«/  finden  lässt,  so  dass  der 
absolute  Betrag  der  Differenz: 

abs  rA^  +  ^'^'2/+^2/)  — /'('^■'2/  +  ^2/)  _  f{oc-\-eAx,y+riAy)-f{x,y-{-jqAy)l        . 
[  Ax  QAx  J  ^ 

wird,  wenn  Ö  eine  beliebige  kleine  Grosse  bezeichnet,  während  die 
echten  Brüche  0  und  rj  alle  möglichen  Werthe  erhalten.  Diese  Un- 
gleichung sagt  in  Worte  gefasst  aus:  Der  Differenzenquotient 
muss  eine  gleichmässig  stetige  Function  von  Ax  und  von 
y  sein. 

Diese  Bedingung  ist  nothwendig  und  hinreichend  —  sie  lässt  sich 
durch  keine  andere  ersetzen.  Der  DifPerentialquotient  geht  durch  steti- 
gen üebergang  aus  dem  Differenzenquotienten  hervor,  und  wir  können 
daher  leicht  schliessen,    dass   aus   dieser  Forderung   die  Stetigkeit  der 

Function  -^  in  Bezug  auf  y  nothwendig  folgt,  ohne  dass  darum  diese 

die  obige  zu  ersetzen  geeignet  ist.  Denn  da  die  Bedingung  für  alle 
Werthe  von  Ay  unabhängig  vom  Werthe  Ax  erfüllt  sein  muss,  so 
gilt  sie  auch  für  Ao;  ;=  0,  d.  h. 

dfjx,  y-\-Ay)  _  d'-fjx,  y-j-rjAy)        ^  (0  <  v  <  1) 

dx  d  X  '         \    ^  l  ^    ') 

Schreibt  man  die  obige  Ungleichung,  indem  man  0  =  1 ,  ^^  =  0  setzt, 
in  der  Form 

abs  ^/'(a;  +  Ac^^  y+Ay)  -  f{x-\-^x,  y)  _  f{^,  y-\-Ay)—f{x,y)-\  ^  ^  ^ 
L  Ay  Ay  JAx^      ' 

so  erkennt  man,  da  dieselbe  für  noch  so  kleine  Werthe  von  Ax  und 
Ay  gilt,  deren  Verhältniss  einen  beliebigen  endlichen  Grenz werth  k  be- 
sitzen soll,  dass  auch  die  Stetigkeit  von  ^  in  Bezug  auf  x  in  der 
obigen  Bedingung  enthalten  ist,    denn  es  muss 

abs  r/'(^+Aa;,y  +  Ay)  —  f{x-i-Ax,y)  _  f{x, y -j-  Ay)  —  fix^y)!  ^  ^  ^. 

L  ^y  ^y  ] 

also  für  Ay  =  0  auch  M^^_l1)  _  U^iV)  <  dk  sein. 
-^  dy  dy 

Sonach  lautet  das  Resultat 

Falls  an  der  Stelle  xy^  wo  f  stetig  ist,  der  Diife^'enzenquotient: 

fix-{-Ay,  y-i-Ay)  —  f{x,  y -f  Ay) 
Ax 

eine  gleichmässig  stetige  Function  von  Ax  und  y  ist,   so  ist  ^  eine 

stetige  Function  der   Variahelen  «/,  ^'    eine  stetige  Function  der  Varia- 
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helen  Xy  und  es  wird  hei  allen  Werthen  von  dy  :  dx  der  totale  Di  ff  er  en- 

tialqiwtie^it  nach  x  gleich 

dz  ^^df    ,d£  ^  dy 
dx       dx    '   dy    dx^ 

oder  symmetrischer  geschriehe^i ,  das  totale  Differential  gleich: 

dz=^dx  +  ^  dy, 
ex  dy     ' 

d.  h.  gleich  der  Summe  der  partiellen  Differentiale. 

Die  Ditierentialgleichung  zeichnet  sich  von  der  Differeutialquotien- 
tengleichung  durch  Symmetrie  aus;  sie  hat  aber,  da  auf  beiden  Seiten 
verschwindende  (unendlich  kleine)  Grössen  stehen ,  nur  dadurch  einen 
Sinn,  dass  sich  aus  ihr  jeder  Zeit  eine  Quotientengleichung  bil- 
den lässt. 

In  den  meisten  Fällen  der  Rechnung  genügt  es,  die  Bedingung 
des  Satzes  vom  totalen  Differentiale  durch  die  engere  zu  ersetzen:  Ist 

der  vor-  und  rückwärtsgenommene  Ditferentialquotient  —  in  der  Um- 
gebung einer  Stelle  eine   stetige   Function   beider  Variabelen  x  und  y 

und   hat  ^  einen  bestimmten  Werth,  so  ist  auch 
dy  ' 

Denn  alsdann  kann  man  in  der  Gleichung: 

Aa;  Aic  "^ 

_|_  Aa^iy-t-Ay)— Aa^>  y)  ,  Aj/ 
'  Ay  Ax 

den  ersten  Quotienten  durch  den  Mittelwerth: 

df{x-\-Q£^x,  y+Ay) 

dx 

ersetzen,  der  für  Ax  =  Oj   Ay==Oin^  übergeht. 

Beispiele. 

1 .  Die  Function  0  =  j/x'^  -j-  y^  ist  eindeutig  und  stetig  auch  an  der 
Stelle  X  =  0,  y  =  0,  aber  ihre  ersten  Ableitungen 

dz  X  dz  y 

haben  an  der  Stelle  x  =  {)^  y  =  0  keine  bestimmten  Werthe;  es  findet 
also  hier  der  Satz  vom  totalen  Differentiale  nicht  ohne  weitere  Fest- 
setzungen über  die  partiellen  Ableitungen  Anwendung. 

2.  Ersetzt  man  in  der  Function  ;Sf  =  (3 a? -f- 3) -[- y  alle  Werthe 
y  =  {)  durch  die  Werthe  Qx,   so  ist  die  so  gebildete    Function    in   der 

Umgebung  der  Stelle  x  =  l,  y  =  0  stetig:  aber  ?^ '--^-  =  6,  ^^^\'  ^'  =  3 

0  X  0  X 


l 
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d.  h.  der  partielle  Difi'erentialquotient  nach  x  ist  keine  stetige  Function 

von  r,  desgleichen  wird  ^^^^  =  1,     ^^^^+|^-^  ^1  =  Ijp  oc ;  es  gilt 

also  für  die  Function,  an  der  Stelle  an  welcher  sie  stetig  ist,  doch 
nicht  der  Satz  vom  totalen  Differentiale. 

3.    Ein  Beispiel,    bei   welchem  f  stetig  in   beiden  Variabein   und 

i~   eine  stetige  Function  von  ?/  ist,    ohne   dass  der  Satz   vom  totalen 

üiff'erentiale   gilt,    bietet    die    Function    ^  =  a;  sin  (4arctg^)  mit  der 

Festsetzung,  dass  bei  allen  Werthen  von  y  (auch  bei  y  =  0)  stets  für 
X  =  0  auch  ^  =  0  sei.  Diese  Function  ist  stetig  in  der  Umgebung 
der  Stelle  x  =  0,  y  =  0.     Es  wird  .nun 

dx  Ax 

also  eine  stetige  Function  von  y.     Dagegen  ist 

„  ...      ^,  X  sin  (4  arctg     ^ ) 

-' '   "    =  Lim ^ =  4, 

dy  Ay 

so  lange    rr  von  0  verschieden;    während      '^'^^=0  ist.     Der  Satz 

vom  totalen  Differentiale  gilt  hier  nicht. 

Die  Bedingung,  unter  welcher  der  Satz  vom  totalen  Differentiale 
besteht,  ist  die  Bedingung  für  die  Darstellbarkeit  der  Function  durch 
eine  Fläche.  Wie  wir  von  der  Function  einer  Veränderlichen  sagen: 
sie  lässt  sich  an  einer  Stelle  durch  eine  Curve  darstellen,  wenn  die 
Verbindungslinien  dieses  Punktes  mit  benachbarten  nach  einer  festen 
Grenzlage  convergiren,  so  sagen  wir  von  einer  Function  zweier  Ver- 
änderlichen, sie  lässt  sich  als  Fläche  an  einer  Stelle  darstellen,  wenn 
jede  Ebene,  welche  durch  den  betrachteten  Punkt  und  durch  irgend 
zwei  andere  der  Function  angehörige  Punkte  gelegt  wird,  nach  der- 
selben festen  Grenzlage  convergirt,  falls  die  beiden  anderen  Punkte  an 
den  ursprünglichen  in  irgend  welcher  Weise  heranrücken.  (Es  ist  eine 
Besonderheit,  wenn  eine  Fläche  an  einem  Punkte  sich  verhält  wie  ein 
Kegel  an  seiner  Spitze;  dabei  kann  nicht  mehr  von  einer  festen  Ebene 
die  Rede  sein;  die  ersten  partiellen  Ableitungen  werden  unbestimmt.) 
Es  seien  die  Coordinaten  der  Punkte  bezüglich  xyz'^  x  +  A,  a^,  ?/  +  A,^, 
.z  +  A,,^;  .r  +  A.,x,  y  +  A^,?/,  ^  +  A.,.^,  wobei: 

^  ==  IV,  V) ,    r.  +  l^,z  =  fix  +  A,.r,  y  +  A.y), 
z  +  A...^-  =  f{x  +  A.-'T,  y  +  A,,?/). 

Die  Gleichung  einer  Ebene,  welche  durch  diese  drei  Punkte  gelegt 
wird,  lautet,  wenn  |,  t^,  5  die  laufenden  Coordinaten  bedeuten: 

llarnack,  J)ifferential-  u.  lutcgralrochnuug.  "7 
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A,^  Ajy  _  Aa^  A^ 

.  AjZ  L^y  -AjZAiy  AyX  A^x        AzX  Ai« 

~  AtxÄiy—A^xAiy  "^  A^y A^y  ~~~ 

ÄiX        A^x 


A,z        A 


Tj Ag-s;  Ajic  — Ai2  Aao;  Ag.'C        A^x 

AiOjAgj/ — AfXAiy         Ä^y        A,y 

ÄzX  ÄiX 

Convergiren  nun  AjO;  und  A,?/,  desgleichen  A.,x  und  A.,y  nach  Null, 
während  die  Grenzwerthe  ihrer  Verhältnisse  bezüglich  mit  (  ,   )  ,  (  ,-J 

°  \dxh'     Mix/ 2 

bezeichnet  werden,  so  wird,  falls  der  Satz  vom  totalen  Differentiale  gilt : 

A«l  ==  ?/  _!_  K  Oll)        ^?i  =  ?^  4-  ^^-  0^) 
Ajo;        dx    '    ^2/  ^^^A'      A^x        dy  "*"  ^a;  \rf.x'/2 ' 

also:  A  =  ?—,    Ji  =  ^r^    .  Und  umgekehrt  folgt  aus  diesen  Gleichungen: 

Wenn  A  und  Ji  bei  jedwedem  Grenzprocesse  diese  Werthe  erhalten,  so 
besteht  der  Satz  vom  totalen  Differentiale. 

54.  Die  partiellen  Ableitungen  höherer  Ordnung  werden  nun  wei- 
ter nach  den  Regeln  für  Functionen  mit  einer  Veränderlichen  gebildet. 
Man  bezeichnet  mit   ^  .,  die  Function,  welche  entsteht,  wenn  die  Ab- 

leitung  von  ~  nach  x  genommen  wird,    und  kann  dieselbe  wiederum 
durch  die  ursprüngliche  Function   definireu  vermittelst  der  Gleichung: 

^/■__T-        f(x+2Ax,y)-2f{x+Ax,y)-\-f(x,y) 
dx^  —  ^^^'  Aa;2 

(für  Ar/;  =  0).     Ebenso  ist: 

^IL  -_  3y^  _  1  i,n      /•(^.y+2A2/)-2/-(a;,y-fA2/)H-/'(a:.y) 
dy-  -    dy     "  %'^o  ^ 

Durch  weitere  Differentiationen   folf]^en    die  Ableitungen  — -  und—-« 

Es   lassen    sich   aber   auch   sogenannte   gemischte  Ableitungen   bilden: 

indem  man  nämlich  die  Function  ^    nach  y  differentiirt,  entsteht  eine 

Function,  welche  mit  ^-4-  bezeichnet  werden  soll,   und  ebenso  wenn 

*  dydx  ' 

K-  nach  X  diflerentiirt  wird:    t^-I— .     Beide    werden    durch    die    ur- 
cy  dxoy 

sprüngliche  Function  definirt  vermittelst  der  Gleichungen: 


f(x-\-Ax,  y+Ay)—f(x,  y+Ay)       f{x+Ax,y)  —  f(x,y) 
=  Lim  Lim 


^  f    T  :„,  T :™  Are  Aa; 


f(x-^Ax,y+Ay)—f(x-\'Ax,y')  _  f\x,y-\-Ay)  —  f{x,y) 
^  =  Lim  Lim  '        4^ ^^y_ 
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Die  Ausdrücke  auf  der  rechten  Seite  sind  identisch  gleich: 

f{x-\-I^x,y-{-C\y)-f{x,y+Ay)  —  f{x-^£!^x,ij)-\-f{x,y)  ^  juf^x    Ay) 
ÄxAy  ^^       '      ^^ 

und  unterscheiden  sich  nur  dadurch  von  einander,  dass  im  ersten  Falle 
der  Grenzwerth  gebildet  werden  soll,  indem  zuerst  Ax  dann  Ay  nach 
Null  convergirt,  im  zweiten  dagegen  umgekehrt  erst  Ay  dann  Ax 
gleich  Null  wird;  es  fragt  sich,  ob  dabei  die  CJrenzwerthe  identisch 
sein    müssen?     Ich    behaupte:     Diese  Identität    besteht   jedenfalls    an 

einer  Stelle ,  in  deren  Umgehung  ~-  und  —^  (oder  auch  J-  und 
rr— t  ^  stetige  Functionen  heider  Variahelen  x  und  y  sind;  womit  aber 

nicht  gesagt  sein  soll,  dass  dies  zugleich  die  nothwendige  Bedingung 
ist.  Unseren  Voraussetzungen  zufolge  können  wir  nämlich  auf  die 
Function 

nC^;,  y)  =  f(x,  y  +  Ay)  —  f{x,  y), 
in  welcher  zunächst  y  und  Ay  als  constant,  x  als  variabel  betrachtet 
wird,  den  Mittelwerthsatz  anwenden: 

n(x  +  Ax,  y)  -  W^x,  y)  =  ^Jl^^Vl  .  £^ 
oder  explicite  geschrieben: 
lf{x  +  Ax,  y  +  Ay)—  f(x  +  Ax,  y)]  —  \f{x,  y  +  Ay)—  f{x,  ?/)] 

\  dx  dx  i  ' 

Demnach  wird 

df(x+QAx,y-i-Ay)        df(x+QAx,y) 


^{Ax,Ay)  = 


dx       dx  ^  dH{x+AQx,y+yAy) 

Ay  dydx 


Denn   für   die  Function  — -   gilt  der   Voraussetzung    zufolge    ebenfalls 

der  Mittelwerthsatz.     Ist  nun  ^-  i-   in  der  ümorebunf?   der  Stelle  x  y 

dydx  o         o  j 

eine  stetige  Function  beider  Variabein,  so  ergiebt  ?-^H±— -|^"t^^^ 

den  nämlichen  Werth,  mag  zuerst  Ax  und  dann  Ay,  oder  zuerst  Ay  und 
dann  Ax  verschwinden,  d.h.  auch  t/;  liefert  unabhängig  von  der  Reihen- 
folge Aa;  =  0,    Ay  =  0  denselben  Werth.     Es   sind   also   in   diesem 

Falle  die  Grenzwerthe   ^  — o^  imd  ö— a—  identisch. 
dydx  oxdy 

Zu  bemerken  ist  nur  noch,  dass  der  Werth  von  ,^— ^^  oder  i^-  auch 

'  dydx 

über  alle  Grenzen  hinaus  wachsen  kann ;  doch  kann  dies  unter  den 
angenommenen  Verhältnissen,  wenn  nämlich  der  Mittelwerthsatz  be- 
stehen bleiben  soll,  nur  so  geschehen,  dass  ^  in  bestimmter  Weise 
unendlich  Avird,  wie  man  sich  dieser  Stelle  auch  näliern  mag;  die 
Grenzwerthe  bleiben  dann  einander  gleich,  -(- oo  oder  — oo. 

7* 
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Man  kann  nun  weiter  schliessen,  dass  unter  entsprechenden  Ver- 
liältnisseu  auch  für  partielle  Ableitungen  höherer  Ordnung  die  Folge 
der  Differentiationen  einerlei  ist.     Denn  ist: 

dydx       dxdy^ 
so  folgt  durch  Differentiation  z.  B.  nach  x 

dxdydx        dx^dy 
Setzt  man  sodann  P^  ==  p   und  gilt  für  die  Function  p  der  eben  be- 
wiesene Satz,  ist  also  z.  B.  nicht  nur  r.     ==  ^,  sondern  auch 

0  X  C  X" 

dydx       dydxöy 
eine  stetige  Function  beider  Variabelen,  so  wird: 

-e!P-  =_2'i'_     d  h    -^^  =  -^^  =  ^^  w.  z.  b    w. 

dxdy       dydx''     '    '  dxdydx       dydx^       dx^dy 

55.  Mit  Hülfe  der  höheren  partiellen  Ableitungen  werden  die  höhe- 
ren totalen  Differentialquotienten  in  folgender  Weise  ausgedrückt: 
In  der  Function 

dx  dx      "•"      dy        dx  ^ 

welche  von  den  beiden  Variabelen  x  und  y  abhängt,  lasse  man  x  um 
AXy  y  um  Ay  wachsen,   so  wird  der  Grenzwerth  des  Differenzenquo- 
A  dz 

d~  'Pa- 

tienten:      .      ,   der  für  verschwindendes  Ax  mit    ,  ".,  bezeichnet  vver- 
Aä  '  dx- 

den  soll,  aus  der  I^rm  zu  berechnen  sein: 

?^^?+^^2/_+42/)  __  df\x,y) 

^'^  =  Lim  i-Z_iM___:: — ?^  + 


dx^  Aic 

df{x-{-l^x,y-\-Ly)       df{x,y) 


'    dx 


I    df(xy)     T  •         dx 
_[_  ^'L_^  .  Lim    ,, 
'       dy  Ao; 


dy dy 

Ax 

,Der  erste  Grenzwerth  der  rechten  Seite  ist  nach  den  vorangegange- 
nen  Sätzen  die  totale  Ableitung  der  Function  ^  nach  x,  also  gleich 
o^2+  ^-i-  •  j^,  ebenso  der  zweite  die  totale  Ableitung  von  ^-  gleich 
dxd^f~^  o  2  '  fi  1  ^^^1'  dritte  Grenzwerth  ist  unbestimmt,  gerade  so  wie 
^^  selbst,  so  lange  nicht  ein  Gesetz  zwischen  der  Aenderung  der  Va- 
riabelen X  und  der  Variabelen  y  angegeben  ist;  besteht  aber  solch  eine 

Abhängigkeit,  so  wird  Lim    .^  "^   mit  \  ^  zn  bezeichnen  sein;   (stehen 

£\  X  Cl  X  t 
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z.  B.  die  Zuwüchse,  welche  x  eitlieilt  werden,  in  bestimmtem  Verhält- 
nisse zu  denen  von  ?/,  so  ist  dy  :  dx  =^  k,  d'hj  :  dx^  =  0);   also  wird, 

wenn  ^    '    =  ^    '     ist, 

d^z  ^dH    ,,yd^dy    ,d^f    (dyy.df    d'y 
dx^       dx-"  "T"     dxdy'dx    *    dy^  '\dx/     '    dy  '  dx' ' 

Es  ist  zu  bemerken,  dass  dieser  Ausdruck  nicht  gleichartig  in  Be- 
zug auf  die  Differentiale  von  x  und  y  gebaut  ist;  was  eben  damit  zu- 
sammenhängt, dass  wir  die  Variabele  x  als  unabhängige  uns  dachten, 
und  die  höheren  Differenzenquotienten  in  Bezug  auf  x  bildeten  (§.  33). 

Gleichartig  wird  er,    wenn  entweder  die  Grösse  —   als  eine  Constante 

U  X 

in  Bezug  auf  x  zu  betrachten  ist,  also  y  dem  x  proportional  sich  än- 
dert, denn  dann  gehören  wie  erwähnt  zu  gleichen  Werthänderungen  von 

X  auch  gleiche  Aenderungen  von  y  und    es  wird  A^^  =  0,  folglich: 

Cl  X 

dx^       dx^  "■"     dxdy    dx    '    öy^^dx^  ' 

oder  wenn  auch  die  Aenderung  von  x  ebenso  wie  die  von  y  von  einer 
anderen  dritten  Grösse  abhängig  gemacht  werden  soll. 

Dieser  Fall  ist  etwas  näher  zu  betrachten.  Sind  x  sowohl  wie  // 
Functionen  der  unabhängigen  Grösse  tj  deren  Aenderung  also  auch 
die  Werthänderung  von  x  und  y  bedingt,  so  werden  die  Differentiale 
dx  und  dy  Functionen   von  ^,    multiplicirt  mit  dem  Differentiale  dt-, 

mithin  ist  der  Differentialquotient  ^^  eine  Function  von  t. 

CC  X 

Bezeichnet  man  dx  =  (p{t)dt,  dy  =  il^{t)dt,  so  ist  -t^= '^; 
ändert  sich  t  und  soll  der  Differentialquotient  bestimmt  werden,  so  wird 

'dy) 

<dx^         cp{t)il}\t)  —  (p\t)i{){t) 


<^) 


dt  (p{ty 

ir     (rlpwlinncrpii 

dt 


Es    ist    ersichtlich,    dass    man    zufolge    der   Gleichungen    *^^=qp(^), 


^f  ==  ^W    ^wch    schreiben    kann:     -^^^  =  9)'(/),    j^  =  ^\t)     oder 

d'^x  =  fp\t)df  j  dhj  =  'tl}'{t)df\  führt  man  diese  Werthe  in  die  obige 
Gleichung  ein,  so  nimmt  sie  Form  au: 

ydxl dxd^y  —  dyd'x       ■,        j/dy\ dxd^y  —  dyd'x 

df'  dc^d:i  ^^'^^'  ^^\d%)  ~  "die«  ' 

d.  h.  sind  in  einem  Differentialquotienten  Zähler  und  Nenner  als  Func- 
tionen einer  unabhängigen  Variabelen  zu  denken,  so  wird  das  Diffe- 
rential desselben  in  Bezug  auf  diese  Veränderliche  nach  der  allgemeinen 
Quotientenregel  gebildet. 
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Fällt  die  Variabele  t  mit  x  zusauimeii,  so  hat  nuiii  x  =  t,  also 
(p(t)  =  1,    q)\t)  =  0,  folglich  cT'x  =  0  und  man  erhält  die  Gleichung 

(l  (^\  =  J.      Fällt  die  Variabele  t  mit  ij  zusammen ,    so   ist  y  =  t. 
\dx^        dx 

xl^U)  =  1,     i/^'CO  =   0,     d'hj  ==  0    nnd    man    erhält    die    Gleichung 

d(^)  =  ~'^/,Jy'^.     Dasselbe  ist  der  Fall,  wenn  cp{t)  und  tit)  con- 

stant  sind,  also  die  Variabelen  x  und  y  proportional  der  unabhäugigen 
Veränderlichen  sich  ändern.  Das  zweite  und  alle  höheren  Differentiale 
der  unabhäugigen  Variabelen  ist  also  Null. 

Wenn  nun  in  der  Gleichung  s  =  f{x,  y),  x  sowohl  wie  y  als 
abhängige  Variabele  zu  denken  sind,  deren  Aenderung  in  irgend  wel- 
cher Weise  durch  eine  dritte  Variabele  t  bestimmt  ist,  so  wird  das 
totale  erste  Differential  von  ^  in  Bezug  auf  diese  Variabele: 

^_|/:^|  +  |/;<;j'    oder    as  =  ^  äx  +  l^dn, 
dt        dxdt    '    öydt  dx  '    dy     "^' 

und  indem  man  nun  beachtet,  dass  die  partiellen.  Ableitungen  sowohl 

als  auch  die   Differentiale  dx  und  dy   von  t  abhängen,    folgt  für   das 

zweite  Differential: 

^^  __  ^'f  r^Y  4-  ^'^  -^  ^^^A-  -^^  dxd^,d''_f(dyV.d£d''x.  cf  dhj 
dt^  ~~  'dx^\dt)  '^dydx  dt   dt  '^  dxdy  dt  dt  ~^  dy'^^dx/  '^dxdi-'~^dy  dt^ 

oder      cP.-fj^äa^+2£L  a^a,,  +  0  df +  %<Px  +  %ä',j. 

Bei  dieser  letzten  Gleichung  aber  hat  man  in  Erinnerung  zu  be- 
halten, dass  sie  eine  bestimmte  Relation  zwischen  endlichen  Grössen 
nur  dann  aussagt,  wenn  x  und  y  als  Functionen  einer  Grösse  t  ge- 
geben sind,  und  beide  Seiten  der  Gleichung  mit  dt-  dividirt  werden; 
dass  sie  dagegen  gar  keinen  Inhalt  hat,  wenn  über  die  Art  der  Aen- 
derung von  x  und  y  nichts  bestimmt  ist.     Man  hat  sonach  die  Uegel: 

Um  das  zweite  Differential  aus  dz  ==  r—^dx  -\-  J-  dy  in  alUjemein- 

c  X  c  y 

ster  Form  zu  erlialten^  bilde  man  das  totale  Differential  der  Glieder 
auf  der  rechten  Seite  f  tvohei  sowohl  das  Differential  d'*x  tvie  d'-y  zu 
her ücJisichf igen  ist.  Soll  x  als  unahhängigc  Variahele  genommen  werden^ 
so  wird  d'^x  =  0;  ist  auch  y  cds  unabhängige  Variabele  zu^  betrachten, 
so  wird  auch  d'y  =  0. 
Beispiel: 

z  =  a;'" y" ,        dz  =  m x""-^  y"  dx  -\-  nx""  y"-^  dy 
d'^z  =  m{m  —  \)x'^-hßdx'''  +  2mnx"'-Uß-hlxdy  + 

+  w(w—  \)a^'y"-^dy'^  +  mx"'-^y"d'^x  +  nx^'y^-^Py. 

In  dieser  Regel  ist  zugleich  das  Bildungsgesetz  der  weiteren  Differen- 
tiale enthalten : 
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►Sinti  aber  x  und  ?/  beide  als  unabhängige  Variabele  zu  nehmen,  so 
reducirt  sich  der  Ausdruck  auf  seine  vier  ersten  Glieder.  Man  sieht, 
dass  als  Coefficienten  dieser  die  Binomialzahlen  auftreten  und  dass 
aljjremein  bei  unabhängiji^en  Variabelen: 


■o*o 
k=n 


oV 


d^z  =  ^rik    '—_i'k  '  dx^'-^dy^  sein  wird    (n^  =  1). 


k=^0 


Bildet  man  nämlich  das  totale  Differential  dieser  Gleichung,  so  folgt: 

Mit  Ausnahme  des  ersten  Gliedes  der  ersten  Summe  und  des  letzten 
der  zweiten  kommt  jedes  Glied  zweimal  nur  mit  verschiedenem  13i- 
nominalfactor  vor,  so  dass: 

''"+■- = £y  '^-"+' + («. + '*»)  f^,  '^-"  '^2' + •  •  • 

weil  aber  %-  4"  **a-i  ^  (^  +  1)*,  so  ist: 

dn+i0=  y^{n+\),^^^^~ldx-+'-^dy\     w.  z.  b.  w. 
^^  dx^^     dy 

Es  ist  nicht  schwer,  diese  Untersuchungen  auf  explicite  Functio- 
nen mit  mehr  als  zwei  unabhängigen  Variabelen  auszudehnen,  nach- 
dem für  dieselben  der  Begriff  der  Stetigkeit  des  partiellen  und  totalen 
üifferentiales  in  ganz  analoger  Weise  definirt  ist*). 

56.  Die  Kenntniss  der  partiellen  Ableitung  einer  Function  mit 
mehreren  unabhängigen  Veränderlichen  führt,  wie  Lagrange  gezeigt 
hat,  ebenfalls  zu  einer  Berechnung  der  Function  durch  eine  unend- 
liche Potenzreihe,  um  den  Werth  von  z  =  f{x  +  /^;  '^'  +  Q  zu  finden, 
wenn  die  Werthe  der  Function  und  aller  ihrer  partiellen  Ableitungen 
an  einer  Stelle  xy  bekannt  sind,  bilde  man  den  Ausdruck 
1)  Fit)  =  fix  +  th,  y  +  tJc)  =  nx\  y'). 


*)  Die  Sätze    über   Functionen   mit   mehreren  Variabelen    sind    zuerst   von 
Euler:  Inst,  calcul.  difF.  Pars  I.  7  systematisch  ausgeführt  worden. 


IQ^  Erstes  Buch.     Neuntes  Capitel:  §.  56. 

Derselbe  wird  bei  beliebigen  VVertheu  von  h  und  /.:  nur  dann  eine 
stetige  Function  von  t  sein,  wenn  /'  innerhalb  des  durch  h  und  k  be- 
stimmten Bereiches  eine  stetige  Function  beider  Variabelen  ist.  Lässt 
sich  nun  die  Function  F{t)  nach  der  Mac-Laurin'schen  lieihe  ent- 
wickeln, ist  also 

2)  F{t)  =  F{0)  +  l  F'iO)  +  !^,  F'XO)  +  ■■■  I",  F  "(0  t) , 
so  folgt  für  t  =  1  der  Werth : 

3)  F{1)  ==  F(0)  +    •  i'-((')  +  •  ■  •  ,^  -F"(0). 

Nun  ist,  vorausgesetzt  dass  /'  und  seine  partiellen  Ableitungen  stetige 
Functionen  beider  Variabelen  sind,  für  jeden  Werth  von  h  und  /.",  die 
totale  Ableitung  von  F  nach  t: 

^  J  ex        dt   '^       cy       dt 

oder  weil:  x'  =  x  -]-  htj  y'  =^  y  -\-  l^t  also 

df  __dl        d£—K       ^i^'  —  h       '^y  —  1- 
dx  ~  dx '     dy  ~  dy  '      cU  ~  '^ '     dt  ~  '" ' 

F'{t)==h^''^^  +  h^^'''^''^    und    i^"(0)=/.^^^  +  A;^^^. 
^  ^  dx        ^  oy  ^  ^  dx       '  dy 

Ferner  v;ird 

F'Xt)  =  Ä' ^'f^'i^^  +  2hk '''}"''  ■"■'  +  Ic'  ?!%^  , 
^  ^  dx^        '  dxdy       '  dy^ 

also:  F\0)  =  h^  ^^  +  2/J.-  '''^'"- ^''  +  /.'^  ^^^ 

und  so  fort  allgemein: 

^  ^         ^     ^  dx^'-Pdrf 

Substituirt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichung  3),  so  folgt: 
F{\)  =  t\^  +  h,  y  +  h)  =  fix,  y)  +  [/« If^  +  1^  15]  + 

P  —  O 

Dieser  Ausdruck  ist  der  Mittelwerthsatz  in  seiner  allgemeinsten 
Form  für  eijie  Function  mit  zwei  Variabelen  und  führt  zu  einer  nach 
Potenzen  v(jn  li  und  /.;  fortschreitenden  unendlichen  Jieihe,  falls  mit 
beliebig  wachsenden  Werthen  von  )h  das  Uestglied  nach  Null  con- 
vergirt.  Das  wird  insbesondere  dann  der  Fall  sein,  wenn  die  partiel- 
len Ableitungen  einer  Function  die  Eigenschaft  haben,  in  dem  durch 
h   und   /.:    angegebenen   Gebiete   für  n  gleich   unendlich    endlich    zu 


UC^-i§^ 
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bleiben.  Ist  diese  Eigenschaft  nicht  erfüllt,  so  kann  das  Uestglied 
trotzdem  nach  Null  convergiren,  doch  wird  die  Grenzbestimmung  als- 
dann schwierig,  so  dass  andere  Kriterien  zur  Entscheidung  nöthig  sind. 


Zehntes  Capitcl. 

Implicito  Functionen.     Anwendung  der  Taylor 'schon  Reihe  für  die 
Berechnung  scheinbar  unbestimmter  Quotienten. 

57.  Die  vorstehenden  Untersuchungen  sind,  wie  gezeigt  wurde, 
dazu  geeignet,  die  Diflerentialquotienten  complicirterer  Functionen  einer 
unabhängigen  Variabelen,  wenn  x  und  y  von  der  Grösse  t  abhängen, 
zu  bereclmen;  sie  gestatten  aber  auch  eine  Anwendung  auf  die  impli- 
citen  Functionen*). 

Bei  einer  irapliciten  Function  f(x^  y)  =  0,  wie  sie  z.  B.  durch  die 
allgemeinste  Form  einer  algebraischen  Function  (§.  25)  vorgestellt  ist, 
wird  der  Functionswerth ,  welcher  bisher  ^  genannt  wurde-,  constant 
gleich  Null.  Durch  diese  Festsetzung  wird  eine  Abhängigkeit  zwischen 
den  Grössen  x  und  y  herbeigeführt;  denn  sind  für  einen  bestimmten 
Werth  von  x  ein  oder  auch  mehrere  Werthe  von  y  angebbar,  so  dass 
/■==()  wird,  so  wird  eine  Aenderung  des  :i;  -  Werthes  eine  ganz  be- 
stimmte Aenderung  jedes  dieser  Werthe  y  bedingen,  für  welche  wie- 
derum die  Relation  /"(^,  y)  =  ^  erfüllt  bleibt. 

Fassen  wir  einen  bestimmten  Werth  von  y  ins  Auge  und  suchen 
wir  seine  Aenderung  im  Verhältnisse  zu  der  von  x  zu  messen. 

Wann  wird  y  eine  stetige  Function  von  x  seinV  Sobald  mit  dem 
VVachsthume  Ao;  =  0  auch  das  zugehörige  A//  nach  Null  convergirt; 
d.  h.  sobald  der  Gleichung  f{x  +  Aa?,  ?/  -|-  A?/)  =  0  bei  verschwin- 
dendem Werthe  von  Aa;  durch  ein  verschwindendes  A?/  genügt  wird. 

Es  existiren  also  in  diesem  Falle  für  die  Function  zweier  Varia- 
belen z=f(x^  y)  in  noch  so  kleiner  Umgebung  der  Stelle  a?,  y  noch 
ausser  dieser  Stelle  selbst  Werthe  für  welche  sie  verschwindet,  und 
umgekehrt  deckt  sich  das  Vorhandensein  solcher  Werthe  in  beliebig 
kleiner  Umgebung  der  Stelle  iP,  y  mit  dem  Begriffe  der  Stetigkeit  für 
y.  Ist  z.  B.  z  eine  eindeutige  und  stetige  Function  beider  Variabelen, 
und  kann  man  zeigen,  dass  sie  in  der  Umgebung  einer  Stelle  sowohl 
positive  wie  negative  Werthe  erhält,  so  folgt,  dass  auch  eine  stetige 
Iveihe  von  Werthen  vorhanden  sein  muss,  für  welche  z  zu  Null  wird. 

Für  den  Fall  einer  stetigen  Werthänderung  kann  man  nach  dem 

Grenz  werthe  des  Quotienten    .  ^  fragen. 
*)  Euler:  Inst,  calcul.  dift".     Pars  I.  9. 
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Ist  für  die  Function  ^  =  f{x^  y)  an  einer  Stelle  0  =  0  ein  totales 

Differential:  ds  =  ^     dx  +   J  dy  vorhanden,    so  erkennt  man,  dass 
dx  ^     dy     '^  '  ' 

es   eine  bestinnnte  Art  des  Wachsthumes  für  x  und  y  giebt,  bei  wel- 
cher z  =  0  bleibt;  nämlich 

df 

ILdx+  |^^2/  =  0,  oder^  =  --|^. 
dx  dy     '^  '  dx  öj^ 

dy 
Demnach  lässt  sich  der  Werth  des  Differentiale] uotienten  einer  im- 
j)liciten  Function  bestimmen,  ohne  dass  man  dieselbe  erst  als  explicite 
darzustellen  nötliig  hätte,  indem  man  in  die  Ausdrücke  der  partiellen 

Ableitungen:    /   und  ~    die  Werthe,   welche  x  und  y  an  dieser  Stelle 
^         öx  dy  '  -^ 

besitzen,   substituirt.     Die   Gleichung    für   das   zweite   Differential   d'Z 
liefert,   gleich  Null  gesetzt,   die  Berechnung  des  zAveiten  Dift'erential- 

quotieuten  ^  ^  u. 


^'^  "    s.  f.: 


dx''^      dxdy  '  dx  "^  dy""  ^dxJ  "^  dy  '  rfa;«' 

0  =  ^^  4-  ^  Jll-    ^  J-  ^  Jlf'     (^J\  -I-  ^^'  ('^'A'  4- 
dx^  ~^     dx^dy    dx  "r"  '^  dxdy'  ^dxJ  "■    cy'  ^dx^  ~^ 

■"      dx'  \dxdy    '    dy'^     dx)  ~^  dy    dx^ 
u.  s.  w. 

58.  Anwendung  auf  die  allgemeinste  algebraische  Function  zweier 
Variabelen. 

Die  Function  z  =  f{Xj  y)  =  A^y""  +  A^y""-^  _)_...  An-\y  +  An, 
in  welcher  A^,  A^  .  .  .  An  Polynome  beliebigen  Grades  in  x  bedeuten, 
und  die  ebensowohl  nach  Potenzen  von  x  geordnet  werden  kann: 
s  =  B^x'"  +  B^'j:^-^  _|-  .  .  .  B,n-i  X  -\-  Bmj  ist  eine  stetige  Function 
beider  Variabelen.  Denn  die  explicite  Darstellung  führt  auf  eine  end- 
liche Anzahl  von  Summanden  der  Form:  c/^tr^^2/';  jeder  dieser  Sum- 
manden ist,  wie  §.  52  gezeigt  wurde,  eine  stetige  Function  beider 
Variabelen:  eine  endliche  Summe  von  stetigen  Functionen 
ist  aber  selbst  eine  stetige  Function.  Man  kann  diesen  Satz 
leicht  allgemein  beweisen.     Ist: 

^=^fd^y  y)  +/i(^.  y)  + \-fp{^y  y) 

und  bildet  man  den  Werth  für  die  Stelle  o;  J-0/i,  2/ +  ^^'^;  ^^  "^^^^^ 
die  Differenz  kleiner  bleiben  als  ö,  wenn  man  h  und  Ic  bezüglich  gleich 
dem  kleinsten  der  Werthe  nimmt,  welche  sich  für  die  einzelnen  Sum- 
manden ergeben,  damit  der  Betrag  von 

fi{x  ±  0/i,  y  ±  riJc)  —  fi{x,  y')  <  -- 
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werde.    Die  algebraische  Function  besitzt  ferner  ein  totales  DiÖerential 

der  Form  ds  =  i     dx  -{-,/-  dy.    Denn  die  partiellen  Ableitunsijen  nach 

X  und  y  sind  selbst  wieder  algebraische,  also  stetige  Functionen  beider 
Variabelen.  Demzufolge  ist,  wenn  es  eine  Stelle  giebt,  für  welche 
0  =  0  wird,  auch  ein  Differentialquotient  vor- und  rückwärts  genommen 
identisch,  an  dieser  Stelle  vorhanden,  berechenbar  aus  der  Gleichung: 

dx~        df   "     '   n^oy"~'  +  {»^-lMi2/"~'  +  ---^„-i* 
dy 

An  den  Stellen,  für  welche  der  Nenner  verschwindet,  also  gleich- 
zeitig /'=0  und  ^'  ==  0  ist,    wird    dieser   Quotient   unendlich.     Man 

hat  also  zuvörderst  das  Resultat:  Wird  in  dem  algebraischen  Ausdruck 
f{x.j  ?/)  ==  0,  y  als  Function  von  x  betrachtet,  so  besitzt  diese  Function 
an  jeder  Stelle  auch  einen  Differentialquotienten,  d.  h.  mit  anderen 
Worten:  sie  ist  von  jeder  Stelle  aus  stetig  fortsetzbar.  Geometrisch 
gesprochen  ist  dies  der  Satz:  Eine  algebraische  Curve  hat  an  jedem 
Punkte  eine  Tangente;  sie  kann  an  keiner  Stelle  abbrechen. 

Doch    erleidet    dieser    Satz    Modificationen:    es    können    nämlich 

Stellen   vorkommen,   an  denen  Zähler  und  Nenner  des  Quotienten     ' 

gleichzeitig  verschwinden 5  oder  gleichzeitig  über  alle  Grenzen  wachsen; 
rliese  bedürfen  einer  besonderen  Untersuchung. 

59.  lieber  die  Fortsetzbarkeit  der  Function  für  endliche  Werthe 
von  X  und  y  giebt  uns  der  Mittelwerthsatz  in  seiner  allgemeinsten 
Form  (Taylor'sche  ileihe)  directen  Aufschluss.  Wir  hatten  gefunden: 
ist  s  =  /\x,  y),  so  ist  der  Werth  von  f\x  -{-  h,  y  -\-  h)  berechenbar  aus 
der  Gleichung 


A.+/,,+/0=K-,,)+[Ä|f  +  7.|^]+->[/.-^f;  +  2/J,:|4+/^^ 


+  •• 


^«'ü^o"  dx^'-'-Zy" 

Wir  gehen  ans  von  einer  Stelle  x^y^,  an  welcher  /  ==  0  ist,  und 
suchen  in  ihrer  Nähe  (d.  h.  für  beliebig  kleine  Werthe  von  li  und  /.) 
eine  andere  zu  finden,  wo  f{x^^  +  /^?  2/o  +  ^^)  ebenfalls  verschwindet. 
Die  Werthe  von  h  und  h  müssen  die  Gleichung  befriedigen: 


p—M 
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Die  Wertlie  der  partiellen  Ableitungen  an  der  Stelle  x^^  ?/y  «ind  mit  {\ 
bezeichnet.     Da  es  sich  um  beliebig  kleine  Werthe  von  h  und  Z;  handelt, 

SO   erkennt  man:  falls  nicht  ^  und  ^  gleichzeitig  Null  werden,   so 

werden  die  Glieder,  welche  höhere  Potenzen  von  h  und  h  enthalten, 
gegenüber  den  Gliedern  erster  Dimension  beliebig  klein*,  so  dass  wir 
also  sagen  können,  die  Fortsetzung  der  impliciten  Function  ist  in  der 
Richtung  ihres  Differentialquotienten 

K 

Je  dx 

h  df 

angezeigt.     Wenn  nun  aber  ^  _  und    ~  gleichzeitig  Null  sind,  so  fällt 

das  erste  Glied  unserer  Gleichung  heraus,  und  da  bei  beliebig  kleinen 
Werthen  von  h  und  k,  welche  wir  suchen,  die  o''^'",  4'^"  Potenzen  u.  s.  w. 
im  Vergleich  zur  zweiten  beliebig  klein  werden,  so  ist  die  Grenze  des 
Verhältnisses  von  Ic  zu  Ji  aus  der  quadratischen  Gleichung; 

zu  entnehmen.     Diese  Gleichung  in  der  Form: 

geschrieben,  zeigt,  dass  für  das  Verhältniss  j  zwei  verschiedene  reelle 
Werthe  oder  zwei  gleiche  reelle  Werthe,  oder  auch  keine  reellen  Werthe 
vorhanden  sind,  je  nachdem 


grösser,  gleich  oder  kleiner  als  Null  ist.  Im  letzten  Falle  ist  die  Func- 
tion f{Xy  y)  =  0  von  der  betrachteten  Stelle  x^^  y^  aus  nach  keinerlei 
Richtung  hin  durch  reelle  Werthe  von  x  und  y  fortsetzbar,  wäbrend 
im  ersten  sich  zwei  verschiedene  Richtungen  ergeben.  (Die  Curve 
besitzt  einen  isolirten  Punkt  oder  einen  Doppelpunkt  mit  reellen  Aesten, 
und  solche  Besonderheiten  können  auch  bei  den  algebraischen  Curven 

auftreten.)  Sind  auch  (|^0„.  ©„'  ©),,  ^^^"^  ^""'  '°  ^''^  ""*" 
ZU  einer  cubischen  Gleichung  geführt,  welche  für  das  Verhältniss  von 
li:h  entweder  drei  reelle  verschiedene  oder  gleiche,  oder  auch  nur 
einen  reellen  Werth  liefert.  Solche  Besonderheiten  können  sich  stei- 
gern, die  weiteren  Discussionen  erfordern  aber  die  Sätze  über  die  An- 
zahl und  Beschaffenheit  der  Lösungen  von  Gleichungen  n'"'  Grades. 
Diese  Bemerkungen   enthalten   nur  die  ersten  Keime  eines  Problemes, 
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das  allgemein  so  zu  fassen  ist.  Gegeben  ist  die  explicite  algebraische 
Function  f{Xy  y)  =  0.  Für  x  =  Xq  erhält  y  den  Werth  y^y  Es  soll 
y  als  explicite  Function  von  x  durch  eine  convergente  Potenzreihe 
dargestellt  werden,  unter  der  Bedingung,  dass  stets  die  Relation 
f{Xj  ?/)  ==  0  erfüllt  bleibt,  und  dass  für  x  =  x^y  y  =  y^  wird.  Auf 
die  Lösung  dieses  Problemes  können  wir  aber  erst  später  zurückkommen, 
denn  es  erfordert  eine  bedeutende  Erweiterung  unserer  bisherigen  Be- 
griffe. Vor  allem  muss  die  Frage  beantwortet  sein,  wie  viele  Werthe 
von  y  zu  einem  bestimmten  Werthe  Xq  gehören ;  dazu  ist  die  Unter- 
suchung complexer  Lösungen  nothwendig;  sodann  muss  allgemein  die 
Frage  nach  der  Entwickelbarkeit  einer  irgendwie  definirten  Function 
in  eine  Potenzreihe  gelöst  sein.  (2.  Buch  Cap.  4,  4.  Buch  Cap.  3). 
60.  Wir  kehren  zur  Frage  zurück:  Wie  verhält  es  sich  mit  den 
Differentialquotienten    an   diesen  besonderen   Punkten?    Ich   behaupte, 

die  Werthe  von  -y-,  welche  aus  der  besprochenen  quadratischen  oder 
cubischen  Gleichung  zu  berechnen  sind,  geben,  wenn  sie  reell  sind,  zu- 
gleich die  verschiedenen  Werthe  des  Differentialquotienten  —■  an  dieser 

Stelle  an.     Dieser  Satz  ist  einleuchtend,  denn  ^    ist  ein   Differenzen- 

quotient,  dessen  Grenzwerth  den  Differentialquotienten  definirt;  er  kann 
aber  noch  in  anderer  Weise  aus  der  ursprünglichen  Definitionsgleichuug: 

fll  =  -  II-  ly  gefolgert  werden. 

Wir  betrachten  zunächst  folgenden  einfachen,  an  sich  wichtigen 
Fall  (vergl.  §.  19c):  Wenn  in  einem  Quotienten  ~^.  für  einen  be- 
stimmten Werth  von  x  =  a  Zähler  und  Nenner  gleichzeitig  zu  Null 
werden  (qp  und  xJj  mögen  beliebige  stetige  Functionen,  nicht  nur  alge- 
braische sein),  so  hat  (§.  10)  dieser  Quotient  nur  insofern  einen  Sinn, 
als  er  sich  als  Grenze  der  Werthe  an  benachbarten  Stollen  herleiten 
lässt;  also: 

^^"I^Lim'^f^  +  fl,    oder  ^J^  Lim  ^^^*^-. 

Gilt  nun  für  die  Functionen  cp  und  t  der  Mittelwerthsatz  in  seiner 
ersten  Form,  so  ergiebt  sich  folgende  allgemeine  Regel  zur  Berechnung 
des  Grenzwerthes.     Man  setze: 

(p  {a  -f  h)  --cp{ä)  =  h  (p\a  +  07i),  oder  da  g?(a)  =  0,  <p{a  -f  h)  =  h(p\a  +  0/0, 
^  (a  +  h)  - 1  (a)  ==  //,  tf^Xa -f  ^ 70,  oder  da  t(a)  =  0,  ^(rt  +  h)  =  h  i'{a  +  i]  h), 
so  ist: 

y(«4-70  ^  9'(«  +  O'O     _i^_   r  ■      qp'(«  -f  070  _  <?>) 
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(1.  h.  der  Werth  des  Quotienten  ^^\  an   einer  Stelle,   wo  Zähler  und 

^  t/>  {X)  ' 

Nenner  gleichzeitig  verschwinden,  ist  unter  der  angegebenen  Voraus- 
setzung gleich  dem  (Jiiotienten  aus  den  ersten  Ableitungen  von  (p  und 
^  an  dieser  Stelle. 

Sind  cp' {a)  uud  i^' {a)  ebenfalls  gleich  Null,  ist  aber  der  Mittel- 
werthsatz  in  seiner  erweiterten  Form  anwendbar,  so  wird: 

9(«  +  ^0  =  2j  ^"(^  +  ®^*)^    ^(^^  +  ^^)  ^  h.  ^"(^  +  *^^*^' 

also : 

,  /    \   ==  -Uim   -77 j-^-    =  Ijini    7/7^;; — '. 7—  =     7fr7— • 

Dies  Beweis  verfahren  ist  nicht  möglich  für  den  besonderen  Fall, 
wo  a  nicht  ein  endlicher  Werth  ist,  sondern  das  gleichzeitige  Ver- 
schwinden des  Zählers  und  Neuners  für  x  =  00  eintritt.  Dieser  Fall 
wird  durch  die  Untersuchungen  in  §.  62  erledigt  werden. 

Das  gleiche  Verfahren  gilt  nun  für  einen  Quotienten  von  der  Form : 

^^^'JL)    in  welchem,  wie  bei  der  impliciten  Function,  y  eine  Function 

von  X  ist.  Dieser  Quotient  niuss  ebenso  als  Grenzwerth  aus  benach- 
barten Stellen  hergeleitet  werden,  wenn  für  x  =  a,  y  =  h  Zähler  und 
Nenner  verschwinden.     Es  ist: 

und  nach  dem  Mittel werthsatz  wird: 

cp  [a  -\-  h,  b  +  /.)  =  li —^ j-  h ^ , 

Demnach  wird: 

l^  +  ll  ■  Lim  A 

da    •     00  h 

Wenn    wir  nun  in  unserm  Falle,   in  welchem  cp  =  —  ?y{,  t  ==  -\-  ^~. 

ist,  unter  Annahme  der  Fortsetzbarkeit  der  impliciten  Function /(a;,?/)  =  0, 

den  Werth  von  ^/  =  —  nach   der  nämlichen   Re^el  bestimmen,   und 
dx        0  n  7 

dabei    zu    Folge   des   obigen   Beweises    beachten,    dass  Lim    r  =  7^ 

ist,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

,,,,  »V  C'.;  ^  2  '/'/ .  .^2/ +  .Z^^o, 

cy-  V/.T^      '        dxdy     dx    '    dx^         ' 


dy 

dx'     '  öxdu 

dy 

dx 

/rf.r  — 

öxoy    '  dy^ 

du  ' 
dx 
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in  welcher  für  die  partiellen  Ableitungen  ihre  Werthe  an,  der  be- 
trachteten Stelle  za  nehmen  sind;  diese  Gleichung  stimmt  mit  der 
vorhin    für   h  und   h   gefundenen    überein    und   lehrt   die   Eigenschaft, 

dass   der  Quotient  J^  (falls  er  reell  ist)  auch  in  den  singulären  Stellen 

eine  stetige  Function  von  x  bleibt;  denn  er  lilsst  sich  als  Grenz worth 
benachbarter  Stellen  ableiten.  Man  darf  aber  diese  zweite  Rechnungs- 
weise   nicht   als  Existenzbeweis   nehmen,   denn   hier   ist  nicht  nur  die 

Existenz  sondern  auch  die  Stetigkeit  von  ^^  vorausgesetzt. 

Man  wird  leicht  erkennen,  wie  sich  auch  diese  Berechnung  für 
gesteigerte  Singularitäten  innehalten  lässt,  indem  man  den  Worth  von 

*^i"'    i  entwickelt  unter  Voraussetzung,   dass  alle  ersten  Ableitungen, 

sodann  alle  zweiten  u.  s.  w.  verschwinden.  (Auf  den  besonderen  Fall, 
dass  a  und  h  beide  unendlich  sind,  soll  hier  nicht  eingegangen  werden.) 

Ol.  Ein  Quotient  erscheint  aber  zweitens  in  einer  unbestimmten 
Form,  wenn  Zähler  und  Nenner  gleichzeitig  bei  Annäherung  an  eine 
Stelle  über  jede  Grenze  hinaus  wachsen,  oder  mit  anderen  Worten  an 
einer  Stelle  gleichzeitig  unendlich  werden.  Ist  der  Quotient  eine  alge- 
braische Function,  so  kann  das  freilich  nur  eintreten,  wenn  die  Grössen 
X  \\\\<\  y  selbst  einzeln  oder  beide  unendlich  werden;  hier  erledigt  sich 
der  einfachste  Fall  durch  folgenden  Satz : 

Man  ordne  die  algebraische  Function  f{x^  y)  =  0,  in  welcher  die 
Ordnung  der  Glieder,  d.  h.  die  Summe  der  Exponenten  von  x  und  y 
höchstens  gleich  n  sein  soll,  dergestalt,  dass  man  die  Glieder  gleicher 
Dimensionen  zusammenfasst,  so  wird  man  sie  auf  folgende  Form 
bringen  können: 

^"/»(f ) + ■^"-'/•«-  ( D  +  •  •  •  •*'"  "'/■"-^  (.1)  +  ---^f>  (0 + '" = »• 

Hier  bedeutet  f,^^f,  [~-j  ein  Polynom  n  —  /j'''  Ordnung,  gebildet 
vom  Quotienten  —  -  Denkt  man  sich  für  -  einen  bestimmten  Werth 
g  substituirt,  so  bestimmt  die  Gleichung: 

*•"/■«  (9)  +  ^"'fn  - 1  (^)  +  •  •  •  a/,  i'j)  +  ^  =  0 
diejenigen  Werthe  von  x,   zu   denen  je  ein  y-WerÜi  gehört,  so  dass 
—  =  (/.     Fragt  man,  bei  welchen  Werthen  von  g  x  einen  unendlichen 

Werth  bekommt,  so  kann  man,  indem  man  statt  a;  -    substituirt,  diese 

z 

Frage  auf  die  einfachere  reduciren:  wann  wird  dem  Ausdrucke 

fn  (g)  +  ef.-i(o)  +  ---  ^-'n  (0)  +  «%  =  « 

durch  den  Werth  2  =  0  genügt?  Dann  und  nur  dann,  wenn /"„ (r/)  ==  0 
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ist;  dies  ist  im  allgemeinen  ein  Polynom  w''"  Grades  in  g^  nehmen  wir 
an  wir  hätten  eine  bestimmte  Lösung  g  gefunden.  Nach  unserer 
jetzigen  ßezeichnungsweise  wird  nun: 


dl 

dx 


df 
dy 


=n^--Y«  (|.)+(«- 1)^«-/;-.  (i)+--/-,  (,^) -•-"-?//■»'  (f)- 

Dividirt  man  Zähler  und  Nenner  des  Quotienten  —  4-  -  J-  durch  ^"-^ 

und  setzt  dann  -^  =  g,  o;  =  oo ,  so  werden  alle  Glieder,  welche  x  im 

Nenner  enthalten,   fortfallen,  und  da  fn{g)  =  0,   so  bleibt  im  Zähler 
das  Glied  gfn{g)j   im  Nenner  das  Glied  gf,i  (g).     Sonach  wird,  wenn 
'  nicht  der  besondere  Fall  eintritt,  dass  fn{g)  =  0, 

Die  algebraische  Function  besitzt  also  auch  einen  bestimmten 
Werth  des  DifiPerentialquotienten  an  den  Stellen,  wo  x  unendlich  und 

das  Verhältniss  —  einen  bestimmten  Werth,  der  auch  Null  sein  kann, 
X  '  ' 

annimmt.  Führt  man  den  Beweis  in  analoger  Weise  für  das  Verhält- 
niss — ■,  so  findet  man  die  Giltij^keit  des  Satzes  auch  für  die  im  vorio^en 
noch  nicht  berücksichtigten  Stelleu,   an  denen  y   unendlich,    x  aber 

endlich    ist,    so    dass    das   Verhältniss    ^    unendlich  wird;    hier   wird 

dx        ^ 
dy 

62.  Ich  schliesse  diese  Betrachtungen  mit  dem  Probleme:  Es 
seien  ff  (x)  und  ip  (x)  zwei  beliebige  Functionen,  welche  für  x  =  a 
beide  unendlich  werden;  es  soll  der  Grenzwerth  des  Quotienten 

^/  !!^!  für^=Q^ 

ermittelt  werden.     Setzt  man  x  =  a  -{-  ^    und  betrachtet  q)  und  i^  als 

Functionen  in  s,  so  werden  sie  unendlich  an  der  Stelle  ^  =  qo,  d.  h. 
indem  0  positiv  oder  negativ  über  alle  Grenzen  wächst.     Die  Aufgabe 

ist  also  auf  die  andere  gebracht  Lim  -4^  für  ,^=-{-00  oder—  00  zu 

berechnen,  wenn  Lim  (p{s)  =  cx>,  Lim  f^s)  =  00.  In  §.  24 d  wurde 
bewiesen : 

Lim  '^  '  -.^  '--  ^   [—  fiir  --=  ,^  -j-  00 

z  h  -— 
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bei  jedem  Werthe  von  hj  falls  überhaupt  ein  bestimmter  Grenzwerth 
für  den  Quotienten  rechts  existirt.  Ist  nun  die  Function  f  von  einer 
Stelle  z  =  2^  an  stetig  (und  nur  für  z  =  oo  unendlich),  besitzt  sie 
ferner  überall  einen  bestimmten  Werth  des  Diff^rentialquotienten,  was 
bekanntlich  als  nothwendige  aber  nicht  hinreichende  Bedingung  er- 
fordert, dass  /'  von  einer  Stelle  ab  nur  wächst  oder  nur  abnimmt,  und 
ist  der  Differentialquotient  vor-  und  rückwärts  genommen  identisch, 
so  folgt: 

Lmi  '  ^  -  ==  Lim  ^ — ^-^  =  Lmi  f  {z  -\-  Q  h). 

Lassen  nun  (p  und  i^  die  Anwendung  dieser  Formeln  zu,  so  erhält  man: 

Lim  ^^-  =  Lim  (p\z  +  Qh),   Lim  "^^'^  =  Lim  ^\z  +  G'/i), 

also  durch   Division: 

Lim  5^  =  Lim  i.f^!%      (für  z  =  oo), 

d.  h.  falls  bestimmte  Werthe  der  Ahleitungen  qp'  und  ^'  vor-  und  rück- 
wärts genommen  identisch^  und  also  auch  ihres  Quotienten  cp'  :  i^'  für 
z  =  oo  existiren,  so  ist  der  Grenzwerth  des  Quotienten  der  Functionen 
(p  und  t,  welche  in  bestimmter  Weise  unendlich  tverdenj  gleich  dem 
Quotienten  aus  den  Ableitungen*). 
Beispiel: 


ist: 
(p'  {x)  = 


Denn  es  ist: 

he'' 


X=  CO  XS=QO 

2)  Setzt  man  q){x)  ==  x  +  sin  a;,  ^(^{x)  =  Xy  so  ist 

j'      fcpix)!         j'      r.ic  +  sinc'c"]         . 
Lim    ^--,    =  Lim     — — —  \  =  h 

tür  X  =  OO 
aber  Lim  [^^  =  [-±^''—1  ist  unbestimmt.     Es   erfüllt   die]  Func- 
tion  (p{x)j    wiewohl    sie    eine    stetig    wachsende    Function    ist,     die 
in    bestimmter   Weise    unendlich    wird,    nicht    die    Bedingung,     dass 

'^  h~'^  ^    oder  auch  (p'{x)  für  a;=oo  einen  bestimmten  Werth 

erhalten. 

Werden  (p{x)  und  iij{x)  für  x  =  oo  beide  Null,  (siehe  §.  GO),  so 

schreibe  man:  =  (Pi{x),  --— ^  =  t/'i(^);  die  Functionen  q)^  und  1p^ 

*)  Man  kann  die  Voraussetzungen  des  Satzes  noch  verallgemeinern.  Rouquet: 
N.  Annal.  de  mathem.     2.  S.    T.  XVI.     Stolz:  Math.  Annal.     Bd.  XV. 

Haruack,   DifTerential-  u.  Inlpgralrechnung.  8 
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OQ   beide   oc ;    nach    der   letztgefundenen 


werden    an   der    Stelle  x 
Regel  folgt: 


Mithin  besteht  die  Gleichung: 


Durch  diese  Gleichung  wird  aber  die  Aufgabe  der  Werthbestimmung 
nicht  direct  gelöst  werden,  da  auch  cp'  und  ^'  für  o;  =  cx)  verschwinden 
müssen  (§.  24  e),  wohl  aber  kann  sie  zu  einer  Vereinfachung  der 
Untersuchung  dienen. 


«-, 


1   + 


.1  + 


==  «. 


Zweites  Buch. 
Die  complexen  Zahlen  und  ihre  Functionen. 

Erstes    Capitel. 
Die  complexe  Zahl  und  die  Rechnungsoperationen. 

63.  Damit  die  sieben  Rechnungsoperationen  ohne  Ausnahme  bei 
reellen  Zahlen  ausführbar  werden,  muss,  gleichwie  die  Subtraction 
die  Division,  die  Wurzelausziehung  die  Erweiterung  des  Zahlbegritfes 
auf  negative,  gebrochene,  irrationale  Zahlen  erforderten,  ein  neuer 
Zahlbegrifi"  in  die  Analysis  aufgenommen  werden,  die  complexe  Zahl. 

Für  Wurzeln  aus  positiven  Grössen  gelten  die  Sätze: 

L  Die  Wurzel  aus  einer  Zahl  ist  gleich  dem  Producte  der  Wur- 
zeln aus  ihren  Factoren. 

2.  Ist  der  Wurzelexponent  eine  zusammengesetzte  Zahl  mn^  so 
kann  die  Wurzel  reducirt  werden,  indem  man  die  m^^  Wurzel  aus  der 
w'^"  Wurzel  des  Radicanden  oder  umgekehrt  nimmt. 

Werden  diese  Sätze,  wie  sich  später  zeigen  wird,  auch  auf  Wur^el- 
ausdrücke,  deren  Radicand  negativ  und  deren  Exponent  eine  gerade 
Zahl  ist,  übertragen,  so  erkennt  man,  dass  das  Problem  der  Wurzel- 
ausziehung in  allen  diesen  Fällen  gelöst  ist,  sobald  die  Quadratwurzel 
aus  der  negativen  Einheit  in  das  Zahlsystem  aufgenommen  und  die 
Rechnungsoperationen  mit  derselben  definirt  sind;   denn  es  wird 

2n/ —  2«/—       n.  2/  , 

j/—  a  =  y  a  •  yy—  1  . 


y — 1  wird  die  imaginäre  Einheit  genannt,  und  nach  Gauss 
kurz  mit  ^  i  bezeichnet.  Wie  aus  +  1  durch  JVlultiplication ,  Division 
und  Potenziren  die  reellen  positiven  und  negativen  Zahlen  entstehen, 
so  werden  aus  +  i  die  positiven  und  negativen  imaginären  Zahlen 
erhalte» : 

i  —  i  =  0  .  z  =  0. 

Die    allgemeinste  imaginäre  Zahl   ist:  +  «i,    worin   a   eine   beliebige 
auch  irrationale  reelle  Zahl  bedeutet*). 


•)  Die  Einführung  imaginärer  Zahlen  wurde,    nachdem   man   erkannt  hatte, 
dass  sich  nicht  alle  quadratischen  Gleichungen  vermittelst  reeller  Grössen  lösen 

8* 
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64.  Die  im  Gegensatze  stehenden  Bezeichnungen  ,, reell''  und 
,, imaginär"  begünstigen  die  irrthümliche  Vorstellung,  welche  sogar 
die  consequente  Einführung  der  imaginären  Zahlen  in  die  Analysis  er- 
schwert hat,  dass  den  Zahlen  der  ersten  Art  eine  Realität  zukommt, 
welche  denen  der  zweiten  mangelt.  Betrachtet  man  die  Rechnungs- 
operationen an  sich,  ohne  Anwendung  auf  physische  Grössen,  so  bil- 
den alle  gebrochenen  Zahlen,  die  irrationalen,  die  imaginären  Zahlen 
gesetzmässige  Erweiterungen  des  Zahlbegriffes,  die  mit  der  ganzen  Zahl 
durch  bestimmte  Rechnungsoperationen  verknüpft  sind.  In  den  An- 
wendungen der  Rechnungsoperationen  dagegen  kommt  es  lediglich 
darauf  an ,  welche  Zahlen  von  vornherein  bei  der  analytischen 
Fassung  des  Problems  eingeführt  sind.  Sind  nach  Art  der  Problem- 
stellung z.  B.  bei  discreten  Grössen  nur  ganze  Zahlen  zulässig,  so 
wird,  falls  das  Resultat  eine  gebrochene  Zahl  ist,  damit  die  Unmög- 
lichkeit der  gestellten  Aufgabe  ausgesprochen;  ebenso  wird  eine 
negative  Zahl  als  Resultat  einer  auf  physische  Grössen  sich  beziehen- 
den Rechnung  nur  dann  eine  auf  diese  Grössen  übertragbare  Bedeu- 
tung haben,  wenn  gleich  anfangs  die  Grössen  im  positiven  und  nega- 
tiven Sinne  unterschieden  waren.  Dem  analog  ergiebt  die  Rechnung 
auch  bei  imaginärem  Resultate  einen  ins  Reale  übertragbaren  Sinn, 
wenn  die  realen  Grössen,  um  die  es  sich  handelt,  nicht  nur  durch 
reelle ,  sondern  auch  durch  imaginäre  Zahlen  charakterisirt  sind.  Das 
einfachste  Beispiel  einer  Darstellung  anschaulicher  Grössen  durch  ima- 
ginäre Zahlen  ist  die  geometrische  Interpretation ,  welche  weiter  unten 
behandelt  werden  soll.  „Indem  die  Mathematik  darnach  strebt,  Aus- 
nahmen von  Regeln  zu  beseitigen  und  verschiedene  Sätze  aus  einem 
Gesichtspunkte  aufzufassen,  wird  sie  häufig  genöthigt,  Begriffe  zu 
erweitern  oder  neue  Begriffe  aufzustellen,  was  beinahe  immer  einen 
Fortschritt  in  der  Wissenschaft  bezeichnet.  Dahin  gehört  namentlich 
die  Einführung  von  imaginären  Grössen  in  der  Analysis."  (v.  Staudt, 
Beiträge  zur  Geometrie  der  Lage  Heft  1.  Vorwort.) 

05.    Aus  der  Definition  der  imaginären  Einheit  folgt: 

1^  =  1   .  i  z=:  {y  —  \y  =  —  \,  Demnach  verstehen  wir  unter: 


lassen,  unumgänglich,  als  bei  Lösung  der  cubischen  Gleichungen  der  Fall  (casus 
irreducibilis)  eintrat,  bei  welchem  eine  reelle  Lösung  nur  vermittelst  Quadrat- 
wurzeln aus  negativen  Grössen  dargestellt  werden  kann  (Bombelli  1579).  Seit- 
dem verschwanden  die  imaginären  Zahlen  nicht  mehr  aus  der  Analysis ;  fruchtbare 
Verwerthung  fanden  sie  vor  allen  bei  Euler.  Aber  erst  die  Arbeiten  von  Gauss 
und  Cauchy  haben  die  Bedeutung  der  coraplexen  Zahl  als  allgemeineren  Zahl- 
begriflF  klar  gelegt. 
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Hieraus  folgt  durch  Umkehr: 

i  _.        1   _.        1   .        1   , 


Die  Vereinigung  reeller  und  imaginärer  Zahlen  zu  einer  8umme 
liefert  die  complexe  Zahl.  Die  complexe  Zahl  a-\-ib  ist  eine  Summe 
von  a  positiven  oder  negativen  reellen  und  von  h  positiven  oder  nega- 
tiven imaginären  Einheiten.  Der  ßegritf  der  complexen  Zahl  umfasst 
also  den  der  reellen  (wenn  h  =  0)  und  den  der  imaginären  (wenn 
a  =  0). 

Zwei  complexe  Zahlen:  a  +  il^  und  a  -\-  ih'  addiren  heisst  diese 
Zählung  der  beiden  Einheiten  fortsetzen,  das  ist:  eine  neue  Zahl  bil- 
den, deren  reelle  und  imaginäre  Einheiten  gleich  der  Summe  aus  den 
reellen  und  der  Summe  aus  den  imaginären  Einheiten  der  beiden  ge- 
gebenen Zahlen  ist: 

(a  +  ih)  +  {a  +  ih')  ==  {a  +  a)  +  i{h  +  h') 
und  allgemein: 
{a  +  ih)  +  {a+ih')  +  ..  .(a^'+ih^)  =  (a  +  a  ..,a')  +  i{b-\-h' ...h"). 

Der  Satz  von  der  Vertauschbarkeit  der  Summanden  bleibt  dabei  er- 
halten. 

Die  Subtraction  bedeutet  auch  hier  die  Umkehr  der  Addition. 

GG.  Ebenso  wie  die  reellen  Zahlen  durch  Endpunkte  von  Strecken, 
welche  am  einfachsten  auf  einer  Geraden  von  einem  bestimmt  gewähl- 
ten Anfangspunkte  an  im  positiven  und  negativen  Sinne  abgetragen 
werden,  sich  sämmtlich  veranschaulichen  lassen,  so  werden  die  com- 
plexen Zahlen  als  Punkte  einer  Fläche,  am  einfachsten  einer  Ebene 
sämmtlich  abgebildet*).  Denn  im  rechtwinkligen  Cartesischen  Coordi- 
natensysteme  (§.  15)  ist  jeder  Punkt  der  Ebene  eindeutig  durch  zwei 
positive  und  negative  Zahlen  x  und  y  bestimmt,  von  denen  die  eine 
X  als  Abscisse,  die  andere  y  als  Ordinate  in  einer  durch  das  Vor- 
zeichen bestimmten  Richtung  aufgetragen  wird.  Vereinigt  man  die 
reellen  Zahlenwerthe  x  und  y  zu  der  complexen  Zahl  x  -\-  iy^  so  er- 
giebt  sich  der  Satz: 

Nach  Festlegung  eines  Coordinatensystems  und  eines  Maasstabes 
gehört  zu  jedem  Punkte  in  der  Ebene  eine  complexe  Zahl,  und  umge- 
kehrt bestimmt  jede  complexe  Zahl  eindeutig  einen  Punkt  der  Ebene. 


*)  Argand,  Gergonne's  Annalen  Bd.  V.  1814.  Historisches  über  complexe 
Zahlen  siehe  Drobisch,  Berichte  über  die  Verhandlungen  der  K.  Sachs.  Gesellsch. 
d.  Wissensch.  Bd.  II. ;  Hankel,  Theorie  der  complexen  Zahlsysteme  S.  71  und  81; 
Hoüel,  Theorie  elämentaire  des  quantites  complexes  p.  4;  in  der  Darstellung  des 
letzteren  tritt  die  Bedeutung  der  Arbeiten  von  Gauss  zu  sehr  zurück.  Die 
älteste  Notiz  über  die  geometrische  Interpretation  in  den  Novi  Comm.  Acad. 
Petrop.  1750. 
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Die  Punkte  der  Abscissenaxe  gehören  zu  den  reellen,  die  der 
Ordinatenaxe  zu  den  imaginären  Zahlen. 

Die  Gesammtheit  der  Punkte  in  der  Ebene  veranschaulicht  das 
gesammte  continuirliche  complexe  Zahlengebiet. 

67.  Diese  Darstellung  vermittelt  zugleich  eine  neue  und  sehr 
zweckmässige  Form ,  die  man  den  complexen  Zahlen  geben  kann. 
Führt  man   nämlich   an   Stelle    des   Cartesischen    Coordinatensystemes 

einPolarcoordinatensystem  ein,  des- 
sen Anfangspunkt  mit  dem  bis- 
herigen, dessen  Axe  mit  der  x-A^e 
zusammenfällt,  so  wird  jeder  Punkt 
P  der  Ebene  durch  seine  Ent- 
fernung r  vom  Anfangspunkte  und 
durch  den  in  bestimmtem  Dreh- 
sinne genommenen  Winkel  q)j  den 
der  Leitstrahl  OF  mit  der  x-Axe 
bildet,  eindeutig  bestimmt.  Die 
Strecke  r  wird  dabei  stets  nur  in  absolutem  Sinne  genommen ,  (p  durch- 
läuft alle  Werthe  von  0  bis  2:r;  geht  g)  über  2;r  hinaus,  so  wieder- 
holen sich  frühere  Punkte.  Nun  ist  x  =  r  cos  cp^  y  =  r  sin  cp,  und  um- 
gekehrt erhält  man  zu  jedem  Werthpaare  x  und  y  eindeutig  die  Werthe: 

X 


r=  +j/x''  +  y\      cos  cp  =  ,,====== ,     sin  cp  = 


^a;2  4-2/2'  ^        Vx^-i-y^ 

Aus  den  letzten  beiden  Gleichungen  folgt  ein  bis  auf  Vielfache 
von  27t  bestimmter  Werth  von  cp,  der  eindeutig  bestimmt  ist  vermit- 
melst  der  beiden  Gleichungen.  Seine  Berechnung  erfolgt  mit  unseren 
bisherigen  Hülfsmitteln  aus  der  Formel: 

tang  qp  =  —  ,     also  q)  =  arctg    -  • 

X  X 

Da  aber  die  Reihe  für  arctg  —  (§.  48)  stets  einen  zwischen ^  und 

X  u 

+ -r-  gelegenen  Bogen  darstellt,  so  ist  zu  setzen: 

qp  =  arctg  ^  , 
g)  =  TT  +  arctg  |- , 
9  =  ^  +  arctg  |- , 
9?  =  27r  -j-  arctg  ~   oder  arctg  —  • 

X  X 

Jede  complexe  Zahl  kann  also  in  der  Form  r(cos  g>  -\-  i  sin  ip)  oder 


für  X  >  0, 

2/>0 

für  X  <  0, 

2/>0 

für  a;  <  0 , 

2/<0 

fär  a;  >  0 , 

2/<0 
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kürzer  r<p  geschrieben  werden*);  die  Grösse  r  = -\- }/ a"^ -\- h'^  heisst 
(nach  Argand  1814)  der  Modul  oder  (nach  Weierstrass  Journal  f.  M. 
Bd.  52)  der  absolute  Betrag,  die  Grösse  q)  (nach  Cauchy)  das  Argu- 
ment (auch  die  Amplitude)  der  complexen  Zahl.  Da  cos  cp  und  sin  cp 
nicht  gleichzeitig  verschwinden ,  so  wird  eine  complexe  Zahl  nur  dann 
gleich  Null,  wenn  ihr  Modul  r  =  j/a'-  -\- h"^  =  0  ist.  Dies  erfordert, 
dass  a  =  0  und  h  =  0.  Alle  complexen  Zahlen  mit  dem  gleichen  Modul 
r  werden  durch  Punkte  abgebildet,  welche  gleichweit  vom  Coordinaten- 
anfangspunkte  auf  der  Peripherie  des  Kreises  mit  dem  Radius  r  gelegen 
sind.  Alle  Zahlen  mit  gleichem  Argumente  gehören  zu  Punkten  auf 
einer  vom  Coordinatenanfangspunkte  ausgehenden  Geraden. 

Für  die  Berechnung  von  cos  (p  und  sin  q)  wurden  die  convergenten 
Reihen  gefunden: 

cos9,=  I  -fl+?;  -|1+ U      LimE=0, 

Summirt  mau  dieselben,  indem  man  die  zweite  mit  i  multiplicirt,  so 
folgt: 

Mit  Benutzung  der  Eigenschaften  für  die  Potenzen  von  i  erhält  diese 
Summe  die  Form: 

i  +  ^'P  +  '^^  +  ^  +  '^''  +  ^^^+   ■■{U  +  iRl. 

Das  Restglied  dieser  Reihe,  eine  complexe  Zahl,  convergirt  für  alle 
Werthe  von  cp  nach  Null;  sonach  stellt  die  convergente  Reihe: 

1  +  *>  +  ^  +  ^^  +  '-^  +  ^f  +  •  •  •  in  inf. 

die  comj>lexe  Grösse:  cos  cp -{- i  sin  (p  mit  beliebiger  Annäherung  dar. 
Diese  Reihe  geht  aber  aus  der  §.  42  gefundenen  Exponeutialreihe  her- 
vor, wenn  in  derselben  x  =  icp  gesetzt  wird;  demnach  bezeichnen 
wir  sie  mit  dem  Symbol  e'>*^'),  und  erhalten  in  dieser  Bezeichnung 
den  Satz: 

*)  Diese  Darstellung  der  complexen  Zahl  findet  sich  bereits  bei  Euler:  Intro- 
ductio  l  Cap.  VIII;  als  allgemeine  Darstellung  aller  complexen  Zahlen  liegt  sie 
der  ersten  Abhandlung  von  Gauss  aus  dem  Jahre  1799  zu  Grunde. 

**)  Euler:  Introductio  I  Cap.  VIII.  Durch  diese  Gleichungen  ist  der  im  §.  14 
behauptete  Zusammenhang  zwischen  der  Exponentialfunction  und  den  goniome- 
trischen  erwiesen. 

cosqp-j-i  sinqp  =  c'^,    cosqp  —  ismcp  =  e    '^,  cos(jp  = ^- ,  sinqp= — -: 
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Jede  complexe  Zahl   Jcann   in  der  Form  re^'P   gesclwiebcn  tverden, 
unter  e'^P  die  zidetzt  definirte  unendliche  Beihe  verstanden. 
Es  ist  zufolge  dieser  Definition: 

in  .'ijt 

e^  ==  ij       e'^  =   —  1,       e*    2   =  _  i^      ei'2n  =   1.  Q±i2kiT  ^   i 

68.  Die  complexen  Zahlen  bilden  eine  in  sieh  geschlossene  Gruppe; 
das  heisst,  jede  Rechnungsoperation  liefert  angewandt  auf  complexe 
Zahlen  ohne  Ausnahme  ein  Resultat,  welches  durch  eine  complexe 
Zahl  darstellbar  ist.  Bevor  dies  gezeigt  werden  kann,  muss  definirt 
werden ;  was  unter  den  Rechnungsoperationen  nunmehr  zu  verstehen 
ist;  diese  werden  so  zu  definiren  sein,  dass  sie  die  für  die  reellen 
Zahlen  gegebenen  Definitionen  umfassen. 

69.  Summe  und  Differenz  (§.  65): 

{a-^ih)  ±{a+ih')  =  {a±a)  +  i{h  ±h') 
oder  r(cos  cp  -\-  i  sin  (p)  +  r'(cos  (p  -{-  i  sin  cp) 

=  {r  cos  (p  +  /  cos  cp')  +  i  {r  sin  «jp  +  /  sin  q)'). 
An  der  zweiten  Form  beweist  man  am  einfachsten  den  Satz :  der  Modul 
der   Summe   oder   der   Differenz   zweier   complexen   Zahlen   ist   kleiner 
(höchstens  gleich)  als  die  Summe,  und  grösser  (mindestens  gleich)  als 
die  Differenz  der  Modul  der  Summanden.     Denn  setzt  man 

{r  cos 9)+  /cos  (p')  -f-  i{r  sin  (p  +  /  sin  cp')  =  i^(cos^  +  /  sin  ^), 
so  folgt  für  den  Modul  der  Summe  B: 

B  cos  jp  =  r  cos  g)  +  r'  cos  cp',     B  sin  iIj  =  r  sin  qp  +  /  sin  cp', 
also:  E-  :=  r^  -|-  /2  _|_  2rr'  cos  (cp  —  qp'); 

es  ist  aber  —  1  ^  cos  (cp  —  9?')  :^  +  1. 

70.  Multiplication. 

Ist  m  eine  ganze  positive  Zahl,  so  soll  (a  +  ih)  -  m  bedeuten, 
dass  (a  +  ^^)  wimal  als  Summand  gesetzt  ist;  demnach  folgt 

(a  +  ih)  '  m  =  am  -{-  ibiw, 
damit  übereinstimmend  definiren  wir  allgemein: 
{a-\-ib)(a-\-ih')  =  a{a-{-ib)  +  ib^a-^ih)  =  ad-^iba'-\-iab'-\-i'^bb' 

=  [aa  —  bb')  +  iijba  -\-  ab'). 
Der  Satz  von  der  Vertauschbarkeit  der  Factoren  bleibt  dabei  erhalten. 
In  der  zweiten  Form  erhält  man: 

r  (cos 9?  +  i  sing?)  .  r'(cosg)'  -f-  i  sing?') 
=  rr' (cos g)  cosg)' — sing?  sing)'  -|-  ^(sing?  cos g?' -(- cos g?  sing?')) 
=  r/(cos(g)  +  (p)  +  i  sin(g?  +  g?'))  =  rrtp^^-. 
Der  Modul  des  Productes  ist  gleich  dem  Product  ans  den  Moduln  der 
Factoren;  das  Argument  des  Productes  ist  gleich  der  Summe  aus  den 
Argumenten. 
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Das  Product  ist  nur  Null,  wenn  einer  der  Factoren  Null  ist. 
Allgemein  ist: 

f'(p  •  f  (f'  '  '   '  T  (pv  =  yKT    .  .  .  T  j,pj^(p-^^,,(pV. 

In  der  dritten  Form  lautet  die  Gleichung: 

r&'P  •  re'P'  '  •  •  r^'c''/'''  =  {rr  .  .  .  r*')  .  c^^v  +  'p' ■■•<p"). 

Sie  lehrt,  dass  auch  hier  der  8atz  gilt:  Potejizen  mit  der  gleichen 
Basis  c  und  imaginären  Exponenten  werden  multii^licirt,  indem  man 
die  Exponenten  addirt. 

71.  Die  Division  wird  als  Umkehr  der  Multiplication  dehnirt: 
a  +  ib  :  a  +  ib'  heisst  diejenige  Zahl  bestimmen,  welche  mit  a  +  i^ 

multiplicirt  ein  Product  gleich  a  -\-  ib  liefert.    Da  ^  J]!,  =  1,  so  kann 

die  Berechnung  des  Quotienten  auf  die  Multiplication  zweier  complexer 
Zahlen  zurückgeführt  werden. 

a  -{-  ib a  -f-  ib        a  —  ib'  (a  +  ib)  [a  —  ib')  aa  -f-  bb'  _.     .  ba  -  ab' 

a^fb         a-\-Tb'    '    a  —  ib  ^'M^^  ~~  d^-\-b'-^  "*"  *  ä'M^^'^  ' 

Zwei  Zahlen  von  der  Form  d  -\-  ib'  und  d  —  ib'  heissen  con- 
jugirt;  ihr  Product,  gleich  dem  Quadrat  des  Modul  beider  Zahlen,  heisst 
die  Norm.     (Gauss.) 

r  (cos  qp -f  i  sin  qp)  v       ,  i     •    •        \  /  '         •    •        '\ 

- ,, ,-r-.~.-—,7  =  -T  •  (cos  qp  +  ^  sm  op)  (cos  op   —  *  sm  od  )  = 

r  (cos  qo-f-*siQ9)  r       ^         ^     \  ^  j  \         ^  ^  i 

=  7'  (cos  ((jp  —  g)')  +  i  sin  (9)  —  qp')), 
oder : 


r.o  :  1 


Der  Modul  des  Quotienten  ist  gleich  dem  Quotienten  aus  beiden 
Moduln,  das  Argument  des  Quotienten  gleich  der  Differenz  der  Ar- 
gumente. 

Ist  der  Modul  des  Divisors  Null,  so  wird  der  Quotient  unendlich 
gross. 

72.    Die  Potenz  mit  reellem  Exponenten. 
a)  Die  Potenz  mit  positiv  ganzem  Exponenten  w  ist  als  li-malige 
Multiplication  der  Basis  definirt. 

(a  +  iby  =.  a«  -|-  na^-^ib  +  rh^a""-^^ {ih)-  +  •  •  .  (ife)", 
oder: 

[r(cos  (p  +  i  sin  gp)]"  =  r"(cos  n(p  -{-  i  sin  wg)).*) 
\_    In  der  dritten  Form  erhält  man:  {rc'f)''  =  r^c^^f. 


*)  Moivre:  Miscellanea  analytica  1730. 
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b)  Unter  der  Potenz  mit  positivem  gebrochenem  (rationalem)  Ex- 
ponenten —  {m  und  n  prim  zu  einander)  versteht  man  die  n^''  Wurzel 
aus  der  ?>i'^"  Potenz  der  Basis,  oder  die  m'^'  Potenz  der  w^'"  Wurzel 
aus  der  Basis.  Die  üebereinstimmung  beider  Wertlie  wird  die  Kecli- 
nung  lehren. 

Die  w**^  Wurzel  einer  Zahl  bestimmen  lieisst  diejenige  Zahl  finden, 
welche  auf  die  n^^  Potenz  erhoben  gleich  der  gegebenen  Zahl  ist. 
Ist  ]/a  -{-  ih  =  u  -\-  iv j  so  muss  {u  +  ivY  =  ci  -\-  ih  sein. 

Die  Angabe  der  Werthe  von  u  und  v  erfolgt  aber  bei  weitem 
einfacher  in  der  trigonometrischen  Form. 

Ist  1 

\r  (cos  (p  -\-  i  sin  (p)\n  =  q  (cos  ^l^  -\-  i  sin  ^'), 
so  muss: 

r  (cos  (p  -{-  i  sin  cp)  =  q'^  .  (cos  n-ip  -\-  i  sin  nxl)) 
sein.     Daraus  ergiebt  sich: 

r  cos  qp  =  ()"  cos  n^,       r  sin  q)  =  q^  sin  w^^ 
also: 

r2  =  ^2n^  (i_  }j  ^  =  _|_  y^^  und  cos  9)  =  cos  nip^  sin  qp  =  sin  n^K 
Die  beiden  letzten  Gleichungen  werden  nur  befriedigt,  wenn  n\l^  =  (p 
oder  bis  auf  ganzzahlige  Vielfache  von  2%  sich   von  95   unterscheidet: 

ml'  =  CD  -\-  2]v7t,  also  ?/>==-?--] -. 

Indem  nun  Z;  die  Reihe  aller  positiven  oder  negativen  ganzen  Zahlen 
durchläuft,  erhält  man  unendlich  viele  Werthe  für  ip.  Aber  alle  die- 
jenigen, welche  sich  nur  um  Vielfache  von  27t  unterscheiden,  gehören 
zu  der  nämlichen  Zahl  ^,^,.  Demnach  giebt  es  nur  n  solcher  Zahlen; 
dieselben  gehören  zu  den  Werthen  ]c  =  0,  1,  2  .  .  .  n  —  1.  Denn 
erstlich  erkennt  man,  dass  unter  den  verschiedenen  Formen  für  ^  alle 
Ausdrücke  mit  negativem  Vorzeichen  von  Je  durch  Addition  ganzzahliger 
Vielfache  von  2;r  zu  Formen  mit  positivem  Zeichen   gemacht  werden 

können;  sodann,  dass  für  h  =  {n  —  1)  +  /^',    — ^  =  27t  -\ ~ 

wird. 

Jede  complexe  Zahl  besitzt  also  n  von  einander  verschiedene  w'*'  Wur- 
zeln; dieselben  sind  in  der  Form  enthalten: 

1 

yr  (cos  (p  -\-  i  sin  (p)  =  q^  (^cos  ^-^ \-  %  sm       ^     -j, 

oder: 

.  qp  -|-  2  /c  TT 

/c  =  (0,  1,  2..  .w-  1). 
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Auch  jede  reelle  (positive  oder  negative)  Zahl  besitzt  n  von  einander 
verschiedene  Wurzeln;  von  denselben  ist  aber  bei  einer  positiven 
Zahl,  für  welche  qp  =  0,  bei  ungeradem  n  nur  eine  reell:    Je  =  0,  bei 

geradem  zwei  reell:  Je  =  0,  k  =  —]    bei  einer   negativen  Zahl,   für 

welche  rp  =  %  ist,  wird  bei  ungeradem  n  eine  reell:  /•;  =  — r — ,  bei  ge- 
radem n  sind  alle  theils  imaginär  theils  complex. 

l/j-  1  =  cos h  isin  ,     y—  1  =  cos  ^ — \-  isin  - — ^^— ^  , 

«/-T-^  (4Ä;-f-l)7r   ,    .   .    (4fc+l)7r       n, (4^•  +  3)7r   ,    .   .    (4Ä;H-3)n 

(7^  =  0,  1,  2.  .  .li—  1.) 

Nach  der  ersten  Definition  für  einen  beliebigen  gebrochenen  Ex- 
ponenten wird  also: 


[r  (cos  (p  -{-  i  sin  (jp)J"  =  yr'"'  (cos  mq)  -\-  i  nm  rnfp)  =-- 

—  ,  ??l  qp  +  2  ^-  TT      ,      .     •      W  qp  +  2  fc  TT  \ 

=.  rn  (cos  -^'^^^ h  ^  sin  -^^ J, 

(/j  =  0,  1,  2..  .?i—  1). 
Nach  der  zweiten: 

[r  (cos  gp  +  ^  sm  (p)J"  =    r"  ^^cos  -^^ f-  i  sm  -^— ' \      = 

„„  (cos  --^^-J p  i  sin  ), 

(/o'  =  0,   1,  2.  .  .n-  1.) 

Die  letzten  Ausdrücke  rechter  Haiid  sind  aber  in  beiden  Gleichungen 
identisch;  denn  die  Zahlen  0,  m^  2m  .  .  .  (n  —  i)m  lassen,  da  m  und 
n  relativ  prim  sind,  durch  n  dividirt,  lauter  verschiedene  Reste,  folg- 
lich stellt  — —   bis   auf   Vielfache   von   2;r,    wenn    auch    in   anderer 

Reihenfolge,  die  Werthe  der  oberen  Zeile  dar.  Den  zu  Je  =  0  ge- 
hörigen Werth  bezeichnet  man  als  den  einfachsten  unter  den  Wurzel- 
werthen. 

c)  Unter  der  Potenz  mit  irrationalem  Exponenten  versteht  man 
den  Grenzwerth  der  Reihe  von  Zahlen,  welche  man  erhält,  indem  man 
die  Potenzen  mit  den  rationalen  Zahlen  als  Exponenten  bildet,  deren 
Reihe  die  irrationale  Zahl  definirt.     Heisst  die  Reihe  der  defiuirenden 

Zahlen:  — ,  — r,  — 77,  .  . .,  so  stellt  [r  (cos  9  +  i sin <p)]f*  alle  diejenigen 

m         in  m" 

Zahlen  dar,  deren  Modul  der  Grenzwerth  der  Reihe  r",  r"',  r"" .  .  ., 
deren  Argumente  die  Grenzwerthe  der  Reihe: 


124  Zweites  Buch.     Erstes  Capitel:  §.  72—74. 

mi(p-\-2kn)        m'((p-\-'2kn)        m"  {cp -{■  'Ikn) 
n  '  «'  '  n" 

{h  =  \,  2,  .  .  .  Uy  n  -{-  \,  .  .  .  n'  .  .  .) 

sind.  Zu  jedem  gaiizzahligeii  Werthe  von  h  gehört  ein  anderer  Greuz- 
werth  des  Argumentes,  so  dass  also  bei  irrationalem  Exponenten 
unendlich  viele  Zahlen  von  der  Form: 

[r  (cos  cp  -\-  l  sin  (p)^  =  r^  (cos  ^  {cp  -\-  2k7i)  -{■  l  sin  ^  {cp  -\-  2k  7t)), 
oder : 

alle  mit  gleichem  Modul  rf^  vorhanden  sind. 

d)  Eine  Potenz  mit  negativem  Exponenten  soll  wie  früher  den 
recii^roken  Werth  der  Potenz  mit  positivem  Exponenten  bedeuten.  Für 
jedes  ^  ist: 

[r  (cosqp  +  '*sin  cp)] '  /'  = == — 

[r(c08qp-f-esing?)]'"       r'^{co^ii{fp-\-'ihn)-\-i^\rm,[cp-\-lTcn)) 

__^-  /t  ^  ^(jos  ft  (9?  +  21x,7t)  —  i  sin  ft  {cp  -f-  2k tc)). 

Auch  dieses  Resultat  lässt  sich  mit  der  Form  des  Mo ivr ersehen 
Satzes  identificiren ,  indem  man  der  Gleichung  die  Form  geben  kann: 

[r {c,os (p -\- i^m (p)Y~ ^  =  t~ ^'  (cos  —  ii((p  +  2k'it)-{-hm  —  ii{(p-\-2k'jt)). 

73.  Die  Potenz  mit  complexem  Exponenten.  (Exponen- 
tialgrösse.) 

Schon  in  §.  67  wurde  das  Symbol  e*>  —  Zeichen  für  eine  Potenz 
mit  reeller  Basis  e  und  rein  imaginärem  Exponenten  i(p  —  als  die 
Summe  der  unendlichen  Reihe 


1  4_  i_?  _j_  ^*^J^  _4_  ^iiL  _L  ^i^^^  -I- 

•"     1      '    "  2 !       '        3!       '        4!     "•" 


definirt,  deren  reelle  und  imaginäre  Bestandtheile  gesondert  betrachtet 
convergente  unendliche  Reihen  mit  den  Werthen  cos  (p  und  i  sin  cp 
bilden.  Im  Anschlüsse  daran  definiren  wir :  Unter  der  Potenz  mit  der 
Basis  e  und  dem  complexen  Exponenten  x  +  iy  ist  der  Werth  des 
Productes  aus  dem  Exponentialausd rucke  c^  mit  dem  Exponentialaus- 
drucke  &y  zu  verstehen;  also  in  Formeln 

e^+'y  ==  e""  •  c+*'J  ==  (f  (cos  y  +  i  sin  y)  = 


=  ('+T  +  flH-fr--)0  +  7  +  T:+-) 


Es  soll  im  folgenden  Capitel  gezeigt  werden,  wie  sich  dieses  Pro- 
duct  zweier  unendlicher  Reihen  zu  einer  einzigen  unendlichen  Reihe 
vereinigen  lässt.  Aus  der  Detinition  folgt  die  Fundamentaleigenschaft 
der  Exponentialgrösse  (§.  70): 

gx  +  iy   ^  ^'-f  iy'  __.  Qt   ^  fÄy  ^  gx'  ^  fÄy'  —-^  (.x  +  x'    _   ßi{y+y'}  __  ß(x-\-x') -\-i(i/+y') ^ 
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d.  h.  Potenzen  mit  reeller  Basis  e  und  complexen  Exponenten  werden 
multiplicirt,  indem  man  die  Exponenten  addirt. 

Die  Exponentialgrösse  bleibt  ungeändert,  wenn  der  Exponent  um  ein 
ganzzahliges  Vielfaches  von  2%%  vermehrt  oder  vermindert  wird;  sie 
besitzt  die  Periode  21%. 

Ist  n  eine  reelle  Zahl,  so  wird 

Um  den  allgemeinsten  Exponentialausdruck  stets  auf  die  Basis  e 
zurückführen  zu  können,  definiren  wir  zuerst 

74.   Den  Logarithmus. 

Unter  dem  Logarithmus  einer  complexen  Zahl  a  -\-  ih  in  Bezug 
auf  die  Basis  e  versteht  man  diejenige  Zahl  x  -\-  iy ,  welche  die  Eigen- 
schaft hat,  dass : 

(f+iy  =  a  -\-  ihj  man  bezeichnet  sie:  x  -{-  iy  =  l{a  -\-  ih). 

Um  die  Zahlen  x  und  y  zu  berechnen,  bestimme  man 

a  -f-  ih  =  r(cos  q)  -\-  i  sin  cp). 


Ist  dann*  q  der  Logarithmus  der  positiven  Zahl  r  =  ]/€(?  -\-  h'^  in  Bezug 
auf  die  Basis  c,  so  wird: 

a  -\-  ih  =  e^  (cos  (p  -{-  i  sin  cp)  =  e^(cos  y  -\-  i  ^m  y). 
Setzt   man   die   reellen   und  imaginären  Bestandtheile  einander  gleich, 
so  folgt 

'^  =  Qy        ?/  =  ^  +  2A;;r, 
also  ist 

l(a+  ih)  =  l{r)  +  i{(p  +  2Ä;;r), 

oder  wenn  man  die  Definition  von  (p  (§.  67)  benutzt*): 

l{a  +  ih)  =  l{+  ]/ö}'+¥)  +  i  arctg  -^  +  i2k7i  wenn  a  >  0, 

l{a  +  ih)  =  ^(+  ycC-  +  ¥)  +  i  arctg  ^  +  i{2Jc+  1)  7t    wenn  a  <  0. 

Jede  Zahl  besitzt  also  unendlich  viele  Logarithmen  in  Bezug  auf  die 
Basis  c]  dieselben  unterscheiden  sich  um  ganzzahlige  Vielfache  von 
21 7t.  Zu  Iv  ==  0  gehört  der  einfachste  Werth  des  Logarithmus. 
Eine  reelle  positive  Zahl  a  hat  einen  reellen  Werth  des  Logarithmus, 
während  die  reelle  negative  Zahl  a  nur  complexe  Logarithmen  be- 
sitzt, die  sich  von  denen  der  positiven  Zahl  um  tTt  unterscheiden. 

/(+  I)  =  ±i2k7t.      l{-  l)=±i{2k+  l)7t. 


*)  Diese  Gleichungen  begründen   den  Zusammenhang  zwischen   dem   l.oga- 
rithmus  und  den  cyclometrischen  Functionen. 
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Aus  der  Gleichung: 

gx+iy  ,  e^'  +  ty'  ^  ^(;r  +  a:')  +  «(y  +  y')  =  (^^  _|_  iJj)  .   {a    +  tb') 

folgt: 

(doch  besteht  diese  Gleichuug  nicht  immer  zwischen  den  einfachsten 
Werthon  der  Logarithmen.) 

75.  Potenzen  mit  complexer  Basis  und  complexem  Ex- 
ponenten.    (Allgemeine  Exponentialausdrücke.) 

Unter  dem  Ausdrucke  (a  +  ^  ?>)«'+»*'  versteht  man 

r^l{a  +  ib)la'+ib'  __  ß{a +ib')  .  l{a  +  ib)^ 

Setzt  man 

l{a  +  ih)  =  x-{-  i[y  ±  21%); 
so  erhält  man: 

(^  _[_  iJ))a'  +  ib-  ^  ^f^  +  t{y±2k7t)Ja+ib-) 

und  weiter: 

\ex  +  i(!/±2k7t)-](a'  +  ib')  __  ^xa —(y  ±2kn)  b' +  i{xb' +  (1/ ±2k7l)a  ) 

^ßxa-iy±2kn)b'  [cog  (a; &'  +  (?/ -|- 2 Z; jt) «')  +  i  sui  {xh'  +  {y  ±2k 7t) ü']. 

Der  Modul  dieser  Zahl  sowohl  wie  ihr  Argument  hat  im  allgemeinen 
unendlich  viele  Werthe,  entsprechend  allen  ganzzahligeii  Werthen  von 
Jc]  zu.  Je  =  0  gehört  der  einfachste  Werth.  Für  6' =  0  umfasst  diese 
Gleichung  die  frühere  Definition  einer  Potenz  mit  reellem  Exponenten. 
Werden  a  und  h  beide  Null,  so  ist  diese  Definition  hinfällig;  weil  für 
den  Logarithmus  der  Werth  x  unendlich,  der  Werth  y  völlig  unbe- 
stimmt wird.  Nach  dieser  allgemeinsten  Definition  ist  auch  für  (e)^+»y 
nur  der  einfachste  Werth  gleich  e^+'y  =  e^"  •  (cos  y  -^  i  sin  ?/),  wäh- 
rend der  allgemeine  Werth  lautet: 

(^eY+iy==e^  +  2kny+tiy±2knx)^^+2k7ty  ^^QQ^(^y^2]c7Cx)-\-isin{y±2Jc7tx)). 

Doch  pflegt  man  unter  dem  Symbol  e^+'y  stets  nur  den  einfachsten 
Werth  zu  bezeichnen.  Aus  der  Umkehr  dieser  Definition  folgt  noch 
die  Definition  des  Logarithmus  bei  beliebiger  Basis: 

Der  Logarithmus  einer  Zahl  a  -}-  ih  in  Bezug  auf  die  Basis 
a  -\-  ih'  ist  diejenige   Zahl  u  +  iv,  welche  die  Eigenschaft  hat,  dass 

{a  -\-  i6')"+'''  =  a  +  ih. 
Setzt  man 

a-\-  ih    =^    g5  +  .-0;±2;-n) 

ferner : 

a  -f  ih'  =  e*+'('±2*'7t)  ^ 

so  sind  u  und  v  aus  den  Gleichungen  zu  berechnen: 

su  —  {t±21c':T)v  =  i, 

^^  +  (^  ih  ^^'^)  I*  =  »^  +  2hn. 
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Aus  diesen  beiden  Gleichungen  werden  zu  jedem  Werthe  von  h  und  h' y 
u  und  V  eindeutig  bestimmt;  zu  k  =  0,  k'  =  0  gehören  die  einfachsten 
Werthe  des  Logarithmus 


v2 


H-<2^  ^  «2  +  *« 


Damit  ist  der  Kreis  der  Rechnungsoperationen  geschlossen;  ihre 
Resultate  sind  immer  in  complexen  Zahlen  angebbar;  insbesondere 
sind  nun  auch  die  Potenz  mit  negativer  Basis  und  beliebigem  Ex- 
ponenten, sowie  der  Logarithmus  mit  negativer  Basis  oder  negativem 
Numerus  als  Zahlbegrilte  in  die  Analysis  aufgenommen. 


Zweites  CapiteL 

Complexe  Reihen.   Complexe  Variabele.   Functionen  einer  complexen 

Variabelen. 

70.    Unter  der  Summe   einer   unendlichen  Reihe,    deren   Glieder 
complex  sind: 

U  {u  +  iv)  =  {Uq  +  ivo)  +  {Ui  +  ^v,)  +  .  .  .  (w„  +  ivn)  .  .  . 
ist  die  complexe  Zahl  U  -{-  iV  zu  verstehen,  deren  reeller  Bestandtheil 
U  gleich  der  Summe  der  unendlichen  Reihe :  w^  -j-  ^i  H~  •  •  •  '^^«  +  •  •  •  ? 
deren. imaginärer  Bestandtheil  i V gleich  der  Summe :  ^(v^)-\-v^-\- ..,Vn...) 
ist.  Die  complexe  Reihe  hat  also  nur  dann  einen  bestimmten  Werth 
und  heisst  convergent,  wenn  U  sowohl  wie  V  bestimmte  endliche 
Werthe  haben,  also  wenn  die  Reihen: 

Uq  +  Ui  +  .  .  .  Un  '  .  .   und  t'y  -\-  v^  +  .  .  ,  Vn 
convergiren. 

Sind  1)  Po  +Pi  +p.,---+P«---und2)  q^  +  q^  +  q2"-  +  qn  +  ... 
zwei  convergente  unendliche  Reihen,  deren  Glieder  complox 

{Pn  =  Un  +  iVn,    g«  ==  Un    +  iVn) 

und  deren  Summen  bezüghch  gleich  P  und  Q  sind,  so  ist: 

3)       Q^o  +  ^o)  +  (i^i  +  ^i)  +  {ih  +  ^2)  +  •  •  •  (i>»  +  qn) . . . 

eine    convergente  Reihe,   deren  Summe  P  +  (>  ist.     Denn  setzt  man: 

^n  =  i>o  +  i'l   +  •   •      Pn;  ön  =  ^0  +   ^1   +   •   •  •  9'« , 

SO  werden  P„  und  Qn  mit  wachsenden  Werthen  von  n  sich  den  Grenzen 
P  und  Q  nähern,  folglich  hat 

■P«   +    Qu   =  ilh  +   %)  +    (Pl    +  ^l)  +    •    .   •   {Vn   +   qn), 

das   ist  die  Summe  der  n  -\-  \  ersten  Glieder  der  Reihe  3)  mit  wach- 
senden Werthen  von  n  den  Grenzwerth  P  +  Q. 


1 
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77.  Die  complexe  Reihe  heisst  ^^ unbedingt ^^  convergent,  wenn  die 
positiven  Glieder  der  Reihen  u^^  +  M|  +  Wg  •  •  •  '^^^  ^o  +  ^i  +  ^2  •  •  • 
und  ebenso  die  negativen  gesondert  summirt  endliche  Werthe  ergeben, 
oder,  wie  man  diese  Eigenschaft  bezeichnet:  wenn  sowohl  die  Reihe  u 
als  auch  die  Reihe  v  unbedingt  convergente  sind*}.  (Sind  also  in 
jeder  Reihe  nur  Glieder  mit  einerlei  Vorzeichen  vorhanden ,  so  deckt 
sich  der  Begriff  der  unbedingten  Convergenz  mit  dem  der  Convergenz 
überhaupt;  sind  aber  z.  B.  die  Glieder  hinsichtlich  des  Vorzeichens 
alternirend,  so  wird  eine  besondere  Eigenschaft  ausgesagt.)  (Vergl. 
§.  44  IIL) 

Convergirt  eine  complexe  Ueihe  unhedingt,  so  convergirt  auch  die 
aus  den  Moduln  ihrer  Glieder  gebildete  Reihe. \ 


V<  -h  V,'  +  Vu;'  +  v,^  +  ]/u,'  +  V  +  • .  •  V'Un'  +  V,;'  +  . . . 

Bezeichnet  man  die  Glieder  n--\-  iv  je  nach  den  Vorzeichen  von  u  und 
V  gesondert,  so  dass 

1)  i:(u  +  iv)  =  2J(u^'^  +  ii;('))  +  2:(w.(2)-i^'(^^))  +  2;(-w(^)  +^>(^))  + 

ist,  so  sind  zufolge  der  Annahme  unbedingter  Convergenz 

2)  Zu^'^,  Zu^^\  2Ju^^\  2Ju^^),  2Jv^'\  Uv^'^,  Zv^^^  Zr^^) 
convergente  Reihen,  also  auch  nach  dem  Additionssatze: 

3)  2:(w(i)  +  v^')),  2:(w(2)  +  ^(2)),  2J{u^-'^  +  v^^^),  U{u^^)  +  ^W)- 
Nun  ist 

4)  w(i)  +  i;(i)  >  j/(^tiw]2-^r(^\i)y ^  ^(2)  _^  ^(2)  ^  yi;;^2Zf:~[^i2jy2^ 


Mithin  müssen 

endliche   Werthe    ergeben,    und    folglich    ist    die   Summe    dieser    vier 
Reihen  gleich  ^^  j/u"^  +  v^  ebenfalls  eine  endliche  Grösse. 

Der  eben  bewiesene  Satz  ist  umkehrbar;  weil  der  Modul  einer 
Summe  kleiner  ist  als  die  Summe  der  Moduln  aus  den  Summanden, 
so  folgt,  dass  wenn  die  Summen  5)  endliche  Werthe  haben,  auch  die 
Moduln  der  Summen 


*)  Der  Begriff  der   unbedingten   Convergenz    ist   von  Cauchy   eingeführt; 
von  DiHchlet,  Abhandlungen  der  Berliner  Academie  1837,  erörtert  worden. 
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endlich  sein   müssen;   dies   erfordert  die  Convergenz  der  Summen  (2). 

Die  notJiwendige  und  hinreichende  Bedingung  für  die  unbedingte 
Convergenz  einer  complexen  Reihe  ist  also  die  Convergenz  der  zugehörigen 
Modulrethe*). 

Eine  unbedingt  convergente  Reihe  ergiebt  den  nämlichen  end- 
lichen Werth,  auch  wenn  die  Reihenfolge  der  Glieder  nach  irgend 
welchem  Gesetze  verändert  wird. 

Es  sei   U„  +  iVn  die  Summe  der  Glieder: 

K  +  ^"^ü)   +  (^1   +   ^V^)  +   •    •   •   K  +  iVn) 

und  Lim  {Un  -\-  iVn)  =  U  -\-  iV]  es  bedeute  ferner: 

«  +  ^'O  +  i^\'  +  ^'^i')  +  •  •  •  (V  +  ^^p) 

gleich  Up  +  iV/  die  Summe  der  p  -\-  l  ersten  Glieder  einer  unend- 
lichen Reihe,  die  aus  der  vorigen  nur  durch  eine  andere  Anordnung 
der  Glieder  gebildet  ist,  so  kann  man,  wie  gross  auch  n  gedacht  sein 
mag,  p  jedesmal  so  wählen,  dass  alle  die  Glieder,  welche  in  ün -{- iVn 
enthalten  sind,  auch  in  Up  +  iVp  vorkommen.  Dieser  letztere  Aus- 
druck wird  noch  andere  Glieder  enthalten,  aber  die  Indices  derselben 
sind  grösser  als  n.     Folglich  ist: 

{Up    +  iVp)  —  {Un  +  iVn)   =    (Uq  +  iVq)  +  (Ur  +  iVr)    •   •  .    (u,  +  tV,) 

{q,  r,,..z>n). 

Lässt  man  nun  n  und  also  auch  p  beliebig  waclisen,  so  werden 

Lim  (Uq  -\-  Ur  -\-  '  '  •  u,)  und  Lim  {Vq  -\-  Vr  +  -  -  -  v^) 

kleiner  werden  als  eine  beliebig  kleine  Grösse-,  weil  zufolge  der  Con- 
vergenz der  Modulreihe  lediglich  durch  Wahl  von  n: 

Lim  (/t^r^T^i  _|_  y^^i  _^^^2  ^  .  .  .  ^^^T-qr^i) 

qj  r  .  .  .  z  >  n 

beliebig  klein  wird;  also  ist: 

Lim  {Up  +  iVp)  ==  Lim  {Un  -f-  ^ F„)  =-M  +  iV. 

Mit  dem  vorstehenden  ist  bewiesen,  dass  der  Fundamentalsatz  der 
Addition  auch  auf  eine  unbedingt  convergente  Summe  von  unendlich 
vielen  Summanden  Anwendung  findet.  Eine  nicht  unbedingt  conver- 
girende  Reihe  aber  verändert  ihren  Werth,  wenn  die  Reihenfolge  der 
Glieder  verändert  wird;  das  lehrt  das  Beispiel  der  früher  angeführten 
Reihe  mit  reellen  Gliedern  (§.  47): 


*)  Cauchy:  Cours  d'anaiyae  alge'brique. 

Harnack,   Differential-  u.  Integralrechnung. 
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Ist 

und  bildet  man  mit  verändertem  Gesetz  der  Reihenfolge: 

so  wird,  da  man  S  auch  unter  der  Form  betrachten  kann: 
^  '^  ni^i  ^    ^4m  — 3  ~  4m^=^  +  4m-l  ""  4w/' 


folglich  ist:  >S"  =  ^^  /S. 

Offenbar  kann  eine  bedingt  convergente  reelle  Reihe  durch  geeignete 
Anordnung  der  Glieder  einen  beliebig  gegebenen  Werth  C  erhalten. 
Denn  bezeichnet  2Ja  die  Vereinigung  aller  positiven,  Uh  die  Ver- 
einigung aller  negativen  Glieder,  —  Reihen,  welche  über  jeden  Betrag 
hinaus  wachsen,  —  so  bilde  man  eine  Reihe,  welche  zuerst  aus  so 
vielen  Gliedern  a  besteht,  dass  ihre  Summe  grösser  wird  als  C,  sodann 
füge  man  so  viele  Glieder  h  hinzu,  dass  die  Summe  kleiner  wird  als 
C.  Indem  man  diese  Anordnung  abwechselnd  fortsetzt,  wird  die  Ab- 
weichung von  C  nie  mehr  betragen,  als  der  Werth  des  dem  letzten 
Zeichenwechsel  voraufgehenden  Gliedes.  Da  die  Grössen  a  und  b 
nach  Null  convergiren,  so  hat  der  Summenwerth  der  Reihe  die 
Grenze  C*). 

78.    Die  Multiplication  zweier  unendlicher  Reihen. 
Bilden  die  Moduln  der  beiden  complexen  Reihen: 
1)    Po  +  Pi+P2+  •  "  Pn-  '  '     und     2)  ^0  +  g,  +  ^2  .  .  .  g„  .  .  . 

(jPn  =  Un  +  iVnj  qn  =  m'„  +  iVn) 

ebenfalls  convergente  Reihen: 

3)  ()o  4-  (>i  +  (>•>  +  ...(>»+..  .        4)  Q^;  +  Q^  -{-  92  +  •  '  '  Qn  +  "  ■ 

SO  ist: 

5)  i>o9'o  +  {Pi^(l^  +i?i3'o)  +  (i^o9'2  +  Pi^U  +i>2^o)  +   •  •  • 

•  •   •    {P^an  +  Px  Qn-l  +   .   .   .  PkQn-k  +    •   •   •   PnQ^O  H 


*)  Dirichlet  a.a.O.;  liiemann,  Ueber  die  Darstellbarkeit  einer  Function 
durch  eine  trigonometrische  Reihe.    Werke  S.  221. 
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eine  convergente  Reihe,  deren  Summe  P.  Q  ist.  Um  dieses  Theorem 
zu  beweisen*),  bedürfen  wir  eines  Hülfsatzes: 

Bedeuten  R  und  R'  die  Summen  der  beiden  aus  lauter  positiven 
Gliedern  bestehenden  Reihen  3)  und  4),  so  ist: 

6)  Qi)  Po'  +  ((>()  9i  +  Q\  Qo)  -^  {9o9-2  +  Pi  Qi'  +  Qi  Po')  +  •  •  • 

•  •    •   {QoQn    +   9l  p'„-l  +  ..   .   .   9k9n-k  +   .   •   .   PnPo')   +   •   •   • 

eine  convergente  Reihe^  deren  Summe  gleich  R  .  R'. 

Bezeichnet  man  nämlich  die  Summe  der  n  -f-  1  ersten  Glieder  der 
Reihen  4),  5)  und  6)  bezüglich  mit  R„,  Rn  ,  Sny  so  erkennt  man,  dass 

Sn   <   RnRn  ' 

Nennt  man  m  die  grösste  ganze  Zahl,  welche  in  —  enthalten  ist,   so 

wird  Sn  >  RmRm  '     Dcun  das  Product 

(Po  +  Pi  +  •  •  •   9n)  (9o   +  9l    +  •  "   9n) 
besitzt  auch  Glieder,  welche  in  Sn  nicht  auftreten,    während  die  Glie- 
der des  Productes:   (po  +  Pi  +  •  •  •  9m)  (po'  +  Pi '+  •  •  •  9m)   sämmt- 
lich  in  Sn   vorkommen,    dort   überdies   vermehrt   um   positive  Grössen. 
Aus  der  für  jedes  noch  so  grosse  n  geltenden  Ungleichung 

RnRn     >   Sn   >   RmRm 

folgt,  dass  Lim  Sn  =  Lim  RnRn  =  Lim  R^Rm  ,  weil  bei  beliebig 
wachsendem  n  Lim  Rn  =  Lim  R^,  Lim  Rn  =  Lim  R^  wird.  Bildet 
man  die  Differenz 

Rn  .  Rn—Sn  =  (pipn' +  p2p'n-l+   •  •  •   PnP]')  +  (p2  Prt'+P3  9n-L+  "  -   9n  P2') 
(P3  Pn'+  P4  9n-l  +   •'  9n  9z)  +   •  •  •   P«  9nj 

SO  ergiebt  sich,  weil  nach  dem  eben  bewiesenen  Theorem 

Um{RnRn'-Sn)  =  0, 

dass  auch  die  rechts  stehende  Summe  die  Null  zur  Grenze 
hat. 

Mit  Hülfe  dieses  Ergebnisses  wird  der  Beweis  des  aufgestellten 
Productsatzes  folgendermassen  geführt. 

Heist  Sn  die  Summe  der  n  -\-  1  ersten  Glieder  der  Reihe  5),  so 
wird: 

Sn  —   PnQn  =  (p,  Qn  +  P^Qn-l  +    •   •   •   Pnq,)   + 

+  (P2qn  +Psqn-l  +   .   .   .    Pnq2)+    "   -PnQn, 

und  es  muss  gezeigt  werden,  dass  die  Summe  der  auf  der  rechten 
Seite  stehenden  Producte  bei  wachsenden  Werthen  von  n  die  Null  zur 
Grenze  hat.  Das  wird  dann  und  nur  dann  der  Fall  sein,  wenn  der 
Modul    dieses  complexen  Ausdruckes  nach  Null   convergirt.     Da  nuu 


')  Cauchy,  Cours  d'Analyse  algäbrique. 

9* 
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der  Modul  einer  Summe  von  complexen  Zahlen  kleiner  [(höchstens 
gleich)  ist  als  die  Summe  aus  den  Moduln  der  Summanden,  so  ist 
das  Behauptete  erwiesen,  weil 

{9\Qn+  92Q'n-l+  •••   QnQi)  +  {QlQn    +  Q^Qn-l  +  •••  Qn92)  +  '"  P«  ^«' 

nach  Null  convergirt. 

Wir  wenden  dieses  Theorem  auf  die  Exponentialfunction  an,  wie 
sie  §.  73  definirt  wurde: 

ex+.y=e^(cos2/+^sini/)==(l+-  +  2j+3-j+...j(l+f+^^^ 

Das  Product  der  beiden  unendlichen  Reihen  wird  durch  eine  unend- 
liche Reihe  dargestellt: 

1   I  x+iy  ,/x^   ,x   iy  ,{iy)^\    ,fx^  ,x^    iy  ,x{iyy  i{iy?\ 

'     ""Vn!    '    w-l!  1   ~^n-2!     2!     "■  n-kl    kl       '  n!   /    '  ' 

die  in  der  Form  zusamraengefasst  werden  kann: 

1  _L  ^+^'y    1    i^  +  ^y)-  _i_  [^+  *yZ    I         (x  +  iy)^    , 
^  "i         1       "I  2!"       "•  3!  •"  *'■         nl         ~^ 

Dies  ist  die  Exponentialreihe  mit  complexem  Argumente,  sie  stellt 
den  einfachsten  Werth  der  Exponentialfunction  e*+^y  dar. 

79.  Eine  Grösse  Jieisst  eine  complexe  Veränderliche  oder  Variahele, 
wenn  sie  verschiedene  complexe  Zahlemverthe  anzunehmen  vermag. 

Während  eine  Menge  von  reellen  Zahlen  stets  durch  die  Punkte 
einer  geradlinigen  Strecke  abgebildet  werden  kann,  wird  ein  ab- 
gegrenzter Theil  von  complexen  Zahlen  im  allgemeinen  durch  ein 
von  irgend  einer  Curve  begrenztes  „Gebiet^'  von  zwei  Dimensionen 
der  Ebene  veranschaulicht.  Ob  die  Punkte  der  Grenzcurve  selbst  zum 
Gebiete  zu  rechnen  sind  oder  nicht,  muss  in  jedem  einzelnen  Falle 
besonders  angegeben  werden.  Solch  ein  Gebiet  kann  sich  insbesondere 
auch  auf  ein  lineares  Gebilde  (Gebiet  einer  Dimension):  auf  die  Punkte 
eines  Curvenstückes  (einer  geradlinigen  Strecke)  reduciren. 

So  bilden  z.  B.  alle  complexen  Zahlen,  deren  Moduln  kleiner  als 
r,  und  grösser  als  r^  sind,  ein  Gebiet,  welches  geometriscli  durch  den 
ebenen  Ring,  begrenzt  durch  die  zwei  conceutrischen  Kreise  mit  den 
Radien  r,  und  r^  um  den  Coordinatenanfangspunkt,  dargestellt  wird. 
Die  complexen  Zahlen  aber,  deren  Modul  gleich  r,  ist,  bilden  ein 
lineares  Gebilde,  nämlich  die  Kreisperipherie,  deren  Radius  r,  ist. 

Ein  Gebiet  von  zwei  Dimensionen  heisst  zusammenhängend,  w^enn 
man  vou  jedem  innerhalb  des  Gebietes  gelegenen  Punkte  zu  jedem 
anderen  Punkte  des  Gebietes  gelangen  kann,  ohne  die  Grenzcurve  zu 
tiberschreiten. 
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Ein  Gebiet  von  einer  Dimension  lieisst  zusammenhängend,  wenn 
man  von  jedem  auf  dem  Gebiete  gelegenen  Punkte  zu  jedem  andern 
Punkte  des  Gebietes  gelangen  kann,  ohne  das  Gebiet  zu  verlassen. 

Eine  Grösse  heisst  innerhalb  eines  Gebietes  unbeschränkt  ver- 
änderlich, wenn  sie  alle  diesem  Gebiete  angehörigen  Zahlen werthe  an- 
zunehmen vermag. 

Eine  complexe  Grösse  heisst  continuirlich  oder  stetig  veränderlich, 
wenn  alle  Werthe,  welche  sie  annimmt,  stets  einem  endlichen  zusammen- 
hängenden Gebiete  angehören. 

Insbesondere  wird  eine  Grösse  an  einer  bestimmten  Stelle  unbe- 
schränkt stetig  veränderlich  genannt,  wenn  die  Veränderliche  alle 
Werthe  annehmen  kann,  welche  einem  die  Stelle  einschliessenden  Ge- 
biete von  noch  so  kleiner  aber  doch  endlicher  Ausdehnung  angehören. 
Dagegen  ist  die  Grösse  an  dieser  Stelle  beschränkt  stetig  veränderlich, 
wenn  die  Werthe,  welche  sie  in  der  Nähe  dieser  Stelle  annimmt,  ein 
Gebiet  bilden,  auf  dessen  Grenzcurve  die  Stelle  liegt,  oder  auch  nur 
ein  Gebiet  von  einer  Dimension.  Sie  ist  unstetig  an  dieser  Stelle,  wenn 
der  Punkt  für  sich  isolirt  ist,  also  keinem  Gebiete  angehört. 

Es  ist  hierbei  noch  auf  einen  Umstand  zu  achten:  Sagt  man  von 
einer  reellen  Veränderlichen,  sie  verändere  sich  stetig  innerhalb  eines 
Intervalls  von  einem  Werthe  a  zu  einem  Werthe  b,  so  weiss  man 
damit,  welche  Zahlenwerthe  sie  annimmt,  oder  geometrisch  gesprochen, 
man  kennt  den  Weg,  welchen  sie  durchläuft.  Verändert  sich  eine 
complexe  Grösse  stetig  von  einem  complexen  Werthe  a  bis  zu  einem 
complexen  Werthe  b,  so  ist  damit  noch  gar  nicht  bekannt,  welche 
Zwischenwerthe  sie  annimmt.  Die  Art  ihrer  Veränderung  ist  ebenso 
unermesslich,  wie  die  Verbindung  zweier  Punkte  der  Ebene  durch  einen 
continuirlichen  Zug. 

Die  stetige  Veränderung  einer  complexen  Grösse  0  =  x  -\-  iy  er- 
fordert, dass  sowohl  der  reelle  Bestandtheil  x  als  der  Factor  des  ima- 
ginären: y  sich  stetig  ändere.  Eine  complexe  Veränderliche  wird 
unendlich  klein,  wenn  ihr  Modul  unendlich  klein  wird,  d.  h.  wenn 
sowohl  X  wie  y  die  Null  zur  Grenze  haben.  Eine  complexe  Grösse 
wird  unendlich  gross,  wenn  ihr  Modul  unendlich  gross  wird,  d.  h. 
wenn  entweder  x  oder  ?/,  oder  beide  zugleich  numerisch  über  jeden 
Betrag  hinaus  wachsen. 

Den  unendlich  grossen  complexen  Zahlenwerthen  entsprechen  in 
der  Bildebene  die  unendlich  fernen  Punkte,  und  wie  eine  complexe  Zahl 
X -\- iy  unendlich  werden  kann,  während  dasVerhältniss  x  :  y  alle  mög- 
lichen Werthe  annimmt,  so  findet  sich  in  der  Ebene  auf  jeder  durch  den 
Coordinatenanfangspunkt  gelegten  Richtung  ein  unendlich  ferner  Punkt. 
Insofern  deckt  sich  der  Grenzbegriff  der  projectiven  ebenen  Geometrie, 
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demzufolge  jeder  Richtung  ein  unendlich  ferner  Punkt  zugehört,  mit 
dem  complexen  Zahlensysteme  hinsichtlich  der  unendlichen  Werthe. 

Andererseits  erfordert  bei  den  analytischen  Untersuchungen  das 
Auftreten  einer  unendlichen  Grösse  stets  besondere  Betrachtungen; 
diese  sind  von  dem  Verhältniss  der  Zahlen  x  :  y  meistens  unabhängig 
und  können  durch  eine  einfache  Substitution  auf  das  Verhalten  bei 
einem  endlichen  Werthe  der  Variabelen  zurückgeführt  werden.  Denn 
soll  die  Variabele  z  über  jede  Grenze   hinaus  wachsen,    so   entspricht 

solchen  Werthen    in   der  Gleichung:    s  =    .    nur  ein  einziger  Werth 

von  /,  nämlich  der  Werth  0,  wobei  die  verschwindenden  reellen  Zah- 
len X  und  y  in  z  =  x  -\-  iy  noch  jedweden  Verhältnisswerth  anneh- 
men können.  Die  unendlichen  Werthe  von  z  sind  also  auf  diese 
Weise  in  einen  Punkt  zusammengefasst. 

Man  kann  diesen  Zusammenhang  geometrisch  in  zweierlei  Weise 
ausdrücken.  Erstlich  man  sagt  direct,  die  Ebene  ist  im  Unend- 
lichen durch  einen  Punkt  geschlossen.  Diese  Aussage  deckt 
sich  mit  keiner  wirklichen  Vorstellung  (ebensowenig  wie  die  Aussage, 
die  Ebene  ist  im  Unendlichen  durch  eine  Gerade  begrenzt),  weil  von 
Vorstellungen  über  das  Unendliche  nicht  die  Rede  sein  kann;  sie  sagt 
vielmehr  nur  aus,  wie  man  gewisse  Grenzprozesse  vollzieht.  Man  kann 
sich  aber  ein  anschauliches  Bild  von  diesem  Begriffe  verschaffen,  wenn 
man  von  der  Ebene  auf  die  Kugel  übergeht.  Denkt  man  sich  auf  den 
Coordinatenanfangspunkt  der  Ebene  eine  Kugel  von  beliebigem  Radius 
gestellt,  und  verbindet  man  den  höchsten  Punkt  dieser  Kugel  mit  den 
Punkten  der  Ebene,  so  trifft  jede  dieser  Geraden  die  Kugelfläche  in 
einem  weiteren  Punkte.  Diesen  Punkt  betrachte  man  als  das  Bild  der 
complexen  Zahl  x  -f-  iy^  welche  ursprünglich  durch  den  Punkt  der 
Ebene  mit  den  Coordinaten  x  und  y  dargestellt  war.  Alsdaiin  con- 
vergiren  die  Punkte,  welche  beliebig  weit  gelegenen  Punkten  der  Ebene 
entsprechen,  auf  der  Kugel  insgesammt  nach  einem  einzigen  Punkte, 
nämlich  dem  höchsten.  Man  kann  auf  diese  Weise  eine  endliche  Kugel- 
fläche zur  Darstellung  des  Zahlsystemes  verwerthen;  doch  werden  wir 
im  folgenden  bei  der  Ebene  bleiben. 

Denn  es  giebt  noch  eine  zweite  Möglichkeit,  die  Auffassung  des 
Unendlichen  durch  einen  Punkt  anschaulich  zu  gestalten. 

In  der  <2f-Ebene  breite  man  alle  die  Zahlen  aus,  deren  Modul  eine 
gewisse  beliebige  Grenze  U  nicht  übersteigt;  alle  Zahlen  aber,  deren 
Modul  grösser  ist  als  U^   breite  man   auf  einer  andern  Ebene  z'  aus, 

deren  Punkte  denen  der  ersten  durch  die  Gleichung  /  ==  —  zugeord- 
net werden.     Setzt  man 

z  ==  r(cos  9?  -f  ^  sin  9) ,         /  =  q  (cos  ^  -j-  i  sin  tl;) 
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so  ist 
9 (cos  ^  +  i  sin  ip)  =  --  (cos  cp  —  i  sin  q)) ,   also  (>  =  —        ii;  =  ~  (p. 

Allen  Punkten  der  ^-Ebene,  welche  ausserhalb  des  Kreises  r  =  R 
liegen,    entsprechen    Punkte,    welche   in   der  /-Ebene   innerhalb   des 

Kreises  9  =  ^  liegen.  Kreise  um  den  Anfangspunkt  z  =  0  verwan- 
deln sich  in  Kreise  um  den  Anfangspunkt  z  =  0,  die  aber  in  ent- 
gegengesetzter Richtung  durchlaufen  werden ;  dem  Unendlichen  in  der 
<2r-Ebene  entspricht  nur  ein  Punkt,  nämlich  /  =  0.  Diesen  Zusammen- 
hang zwischen  zwei  Ebenen,  die  Kreisverwandtschaft*)  oder  die  Trans- 
formation durch  reciproke  Radii  vectores  genannt,  werde  ich  später 
bei  unendlichen  Werthen  von  z  benutzen. 

80.  Wenn  dieWerthe  einer  complexen  Veränderlichen  w  =  u-\-  iv 
durch  die  Werthe  einer  complexen  Veränderlichen  0  =  x  -{-  iy  =  r,p 
derart  bestimmt  sind,  dass  zu  jedem  Werthe  von  2  innerhalb  eines  be- 
stimmten Gebietes  ein  oder  auch  mehrere  Werthe  von  tv  durch  eine 
endliche  oder  auch  unendliche  Anzahl  von  Operationen  (Additionen  oder 
Multiplicationen  und  deren  Umkehr)  der  Grösse  0  angegeben  werden 
können,  so  heisst  w  eine  Function  der  complexen  Veränderlichen  0. 

Auch  hier  gelten  die  Unterscheidungen  der  Functionen  in  ein- 
werthige  und  mehr werthige,  je  nach  der  Anzahl  der  zu  einem 
Werthe  von  0  gehörigen  Werthe  von  w,  in  algebraische  und  trans- 
scendente,  je  nach  der  Form,  in  welcher  die  Variabelen  auftreten, 
und  in  explicite  und  implicite,  je  nachdem  die  Function  nach  w 
aufgelöst  ist  oder  nicht. 

Der  Gesammtverlauf  einer  einwerthigen  (monotropen)  Function 
wird  mit  Hülfe  zweier  Ebenen  veranschaulicht.  Jedem  Werthe 
X -{- iy  =  r^p  der  Grösse  0  entspricht  ein  Punkt  der  Ebene  I,  dessen 
rechtwinklige  Coordinaten  x  und  y  sind,  jedem  zugehörigen  Werthe 
II -\- iv  ein  Punkt  der  Ebene  II,  dessen  rechtwinklige  Coordinaten  tt 
und  V  sind.  Gehört  zu  jedem  Werthe  von  0  ein  bestimmter  mit  0 
stetig  sich  ändernder  Werth  von  w,  so  wird  jedem  Punkte  der  Ebene  I 
ein  Punkt  der  Ebene  II,  jeder  Linie  eine  Linie,  jedem  zusammen- 
hängenden Flächenstücke  ein  zusammenhängendes  Flächenstück  ent- 
sprechen. A(Midert  sich  dagegen  an  einzelnen  Stellen  w  nicht  stetig, 
während  0  stetig  verändert  wird,  so  entsprechen  einem  zusammen- 
hängenden Stücke  der  Ebene  1  nicht  zusammenhängende  Stücke  der 
Ebene  II.  Die  Abhängigkeit  der  Grösse  w  von  0  ist  kurz  gesagt  geo- 
metrisch vorgestellt  als  eine  Abbildung  der  Ebene  II  auf  die  Ebene  I**). 


*)  Möbius,  Abhandl.  der  sächs.  Gesellsch.  d.  Wissensch.  1855. 
**)  R  i  e  m  a  u  n,  Grundlagen  für  eine  allgemeine  Theorie  der  Functionen.  Werke  S.  5. 
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Solch  eine  Abbildung  ist  z.  B.  im  vorigen  Paragraphen  vermittelst  der 
Gleichung:  w  =  —  bereits  untersucht  worden. 

81.  Wir  denken  uns  eine  explicite  Function  w  =  u  -\-  iv  =  t\z) 
—-f(^x-\-iy)  = /'(y*  (cos  qp  +  ^  sin  qp))  —  die  Grössen  u  und  v  sind 
Functionen  der  reellen  Veränderlichen  x  und  y  oder  r  und  q)  —  und 
fragen  nach  dem  analytischen  Kennzeichen  der  unbeschränkten  Stetig- 
keit solch  einer  Function  in  einem  Gebiete,  für  w^elches  sie  bestimmte 
Werthe  hat.  Nach  den  bisherigen  Erörterungen  muss  sich  um  jede 
Stelle,  an  welcher  w  stetig  sein  soll,  ein  zusammenhängendes  Gebiet 
von  zwei  Dimensionen  von  noch  so  kleiner  jedoch  endlicher  Ausdeh- 
nung finden  lassen,  dem  ein  zusammenhängendes  Gebiet  von  w  ent- 
spricht; d.  h.  die  Grössen  u  und  v  müssen  sich  stetig  ändern,  wenn 
die  Grössen  x  und  y  oder  r  und  (p  stetig  geändert  werden;  oder  mit 
anderen  Worten  u  und  v  müssen  stetige  Functionen  der  beiden  reellen 
Veränderlichen  x  und  y  oder  r  und  (p  sein  (§.  52).  Bei  der  Darstellung 
der  Grössen  u  und  v  als  Functionen  von  r  und  9?  ist  aber  noch  zu 
bemerken,  dass,  soll  die  Function  einwerthig  sein,  eine  Vermehrung 
des  (p  um  Vielfache  von  2%  die  W^erthe  dieser  Functionen  nicht  än- 
dern darf. 

.Bezeichnet  man  den  Zuwachs  von  z  mit  A^  =  Aa;  -[-  iü^y  und 
und  setzt  man: 

w  +  t^w  =  {u  +  'Ali)  -f  i{v  4-  A ?;)  =  /"(«s  +  A^), 
so  muss,  wie  auch  A^  und  A^  nach  Null  convergiren  mögen, 

Lim  Aw  =  0     und     Lim  Av  =  0 
werden.  Diese  beiden  Bedingungen  vereinigen  sich  zu  der  einen  Aussage: 

Die  Function  w  ==  f\z)  ist  an  einer  Stelle  z  stetig,  wenn  sich  diese 
Stelle  in  ein  Gebiet  einschliessen  lässt,  so  dass  für  jede  Stelle  s  -\-  Az 
in  diesem  Gebiete  der  Modul  der  Differenz: 

mod  {Aw)  =  mod  [f{z  +  Az)  —  /'{z)]  =  /Ät^+^ÄiT^ 

Meiner  wird  als  eine  beliebig  Meine  vorgegebene  ZaJd  d. 

82.  Indem  wir  uns  dazu  wenden ,  bestimmte  Beispiele  für  Functio- 
nen einer  complexen  Variabelen  zu  bilden,  beschränken  wir  uns  vor 
allem  auf  die  Forderung,  dass  sich  nach  einer  gegebenen  Formel  zu  den 
Werthen  von  z  ein  oder  auch  mehrere  Werthe  von  w  berechnen 
lassen.  Das  allgemeinste  Hülfsraittel,  das  uns  nach  unseren  bis- 
herigen Untersuchungen  dafür  zu  Gebote  steht,  ist  die  Potenzreihe, 
welche  die  expliciten  rationalen   oder  irrationalen  Functionen   umfasst. 

Unter  den  Potenzreihen  selbst  haben  wir  bereits  im  reellen  Ge- 
biet die  Exponentialreihe,  und  die  Umkehr  derselben,  den  Logarithmus, 
kennen  gelernt;  auf  diese  Functionen  können  wir  (§.67  und  §.  74)  die 
goniometrischen  und  cyclometrischen  zurückführen. 
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Demnach  stellen  wir  uns  die  Aufgabe:  erstlich  die  expliciten  ratio- 
nalen und  irrationalen,  zweitens  die  Exponentialfunction  und  deren 
Umkehr,  den  Logarithmus,  drittens  allgemein  die  Eigenschaften  der 
durch  Potenzreihen  dargestellten  Functionen  im  complexen  Gebiet  zu 
studiren.  Diese  Probleme  bilden  die  Grundlage  der  allgemeinen  Func- 
tionentheorie;  auf  dieselben  kommen  die  folgenden  Untersuchungen 
immer  wieder  zurück,  indem  im  Fortschritte  derselben  die  Methoden 
zur  vollständigen  Lösung  allmälig  gewonnen  werden.  Durch  sie  wer- 
den wir  schliesslich  in  den  Stand  gesetzt,  die  Entwickelung  der  impli- 
citen  algebraischen  Functionen  auszuführen. 

1.  Die  Potenz  w  =  z'^^  mit  ganzzahligem  positivem  Exponenten 
ist  eine  einwerthige  Function  und  stetig  für  die  ganze  Ebene,  weil 
u  ==  r^n  (JOS  m(p,  V  =  r^  sin  m(p  stetige  Functionen  von  r  und  9  sind, 
die  bei  einer  Vermehrung  des  Argumentes  g)  um  Vielfache  von  2;r 
sich  nicht  ändern. 

Um  das  Verhalten  der  Function  bei  unendlichen  Werthen  von  z  zu 

untersuchen,  setze  man  0  =  -y  ,  so  ist  w  == —  und  dem  Unendlichen 

entspricht  die  Stelle  /  =  0.  An  dieser  Stelle  wird  tv  unendlich,  d.  h. 
der  Modul  wächst,  wie  man  sich  auch  der  Stelle  nähern  mag,  in  be- 
stimmter Weise  über  alle  Grenzen.    Der  unendliche  Punkt  ist  also  für 

diese  Function   ein   singulare r.     Da  aber  die  Function  w  =  —   die 

Eigenschaft  hat,   dass  sie   mit   /'"  =  (  ~j    multiplicirt   an   der  Stelle 

s'  =  0  den  endlichen  Werth  1  ergiebt,  so  nennt  man  diese  singulare 
Stelle  eine  ausserwesentliche;  indem  man  allgemein  definirt*): 

Wird  an  einer  im  Endlichen  gelegenen  Stelle  0  =  a  oder  im  Unend- 
lichen z  =  (x>  eine  Function  f{z)  unendlich,  so  heisst  diese  singulare 
Stelle  eine  ausserwesentliche j  falls  sich  eine  ganze  Zahl  m  angehen  lässt, 
so  dass 

[{z  -  ayaz)]     oder     ('-]" fi^) 

gleich  einer  endlichen  Grösse  G  wird,  wie  man  auch  immer  z  nach  «, 
bezüglich  nach  cx)  eonvcrgiren  lässt]  genauer  ausgedrückt  heisst  dies: 
es  muss  sich  um  a  ein  Gebiet  angeben  lassen,  in  welchem  sich  die 
obigen  Producte  von  G  um  weniger  als  eine  beliebig  kleine  Zahl  d 
unterscheiden. 

Aus  dem  vorigen  folgt:  Jede  ganze  rationale  Function  vom  n**"" 
Grade  in  z  ist  einwerthig  und  stetig  für  die  ganze  Ebene  und  besitzt 
nur  im  unendlichen  Punkte  eine  ausserwesentliche  Singularität.    Denn 

*)  W  eierst  ras  8.  Zur  Theorie  der  eindeutigen  analytischen  Functionen. 
Abhandl.  d.  Akad.  d.  Wissensch.     Berlin  1876. 
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f^z)  =  rt^^  -|-  rtj^  _|-  «2^'^  +  •  •  •  «n^"  («n  von  0  Verschieden) 

ist  für  jedes   endliche  z  eine   Summe  von    lauter  stetigen  Functionen, 
und  nur  für  z  =  oo  wird  sie  unendlich,  ebenso  wie 

für  /  =  0  ;  aber 

wird  für  /  =  0  gleich  a„ . 

2.    Die  rationale  gebrochene  Function 


ist  einwerthig  und  stetig  in  der  ganzen  Ebene,  mit  Ausnahme  des 
ausserwesentlichen  singulären  Punkjies  3  =  a.  Der  unendliche  Punkt 
ist,  wie  die  Substitution 


L(i-«o'"J^'=( 


lehrt,  kein  singulärer. 

Die  allgemeinste  gebrochene  rationale  Function  ist  von  der  Form 

Im  dritten  Capitel  wird  gezeigt  werden,  dass  jede  rationale  Func- 
tion vom  Grade  n  sich  in  n  lineare  Factoren  zerlegen  lässt.  Wird 
dieses  Resultat  hier  schon  vorausgesetzt,  also  der  vorstehende  Bruch 
in  der  Form 

geschrieben  (die  Grössen  a  wie  ß  können  unter  sich  zum  Theil  gleich 
sein,  nur  werden  die  Grössen  «  von  ß  verschieden  gedacht,  weil 
sonst  Factoren  sich  von  vornherein  wegheben  Hessen),  so  erkennt  man : 
die  rational  gebrochene  Function  jst  einwerthig  und  stetig  in  der  ganzen 
endlichen  Ebene  mit  Ausna"hme  der  ausserwesentlichen  singulären  Punkte 
^1,  ß2  '  -  •  ßm-  Das  Unendliche  ist  ebenfalls  eine  ausserwesentliche  sin- 
gulare Stelle,  falls  7i  >  m,  dagegen  eine  reguläre,  wenn  u  <  fn.  Denn 
es  verhält  sich  die  Function  wie: 


für  0'  =  0. 
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3.  Die  einfachste  explicite  irrationale  algebraische 
Function,  die  Potenz  (/  —  a)^,  werde  durch  die  Substitution  z — a=z 
auf  die  Form  ;S"*  gebracht;  m  soll  eine  rationale  gebrochene  Zahl 

^    sein.    Alle  Sätze,  welche  im  folgenden  für  die  Function  z"''  bewiesen 

werden,  können  auf  die  allgemeinere  Form  (/  —  d)"*  leicht  übertragen 
werden,  indem  man  nur  zu  beachten  hat,  dass  alles,  was  für  den  Punkt 
^  =  0  gilt,  sich  auf  den  Punkt  z  =  a  bezieht. 
Ist 

z  =  r  (cos  9  -f-  i  sin  (p), 
so  wird 

w  =  ^"'  =  r~q  fcos  -  {(p  -\-  2h%)  -\-  i  sin  ~    {(p  -\-  2k7t)j 
(Ä;  =  0,  1,  .  .  .  g  -  1). 

Zufolge  dieser  Darstellung  ist  die  Function  berechenbar.  Denn 
cos  und  sin  sind  Potenzreihen,  Jeder  ganzzahlige  Werth  von  h  be- 
stimmt zu  jeder  Stelle  den  Werth  eines  Zweiges  der  Function,  die 
also  nicht  mehr  wie  die  vorigen  eine  eindeutige,  sondern  eine  mehr- 
deutige ist.  Im  Punkte  z  =  0  und  ^  =  oo  haben  alle  Zweige  den- 
selben Werth,  nämlich 

falls  —  >  0  in  ^  =  0  den  Werth  0 ,     in  ^  =  oo  den  Werth  oo, 
falls  --  <  0  in  ;S  =  0  den  Werth  oo ,    in  ^  =  oo  den  Werth  0. 

Diese  beiden  Punkte  heissen  Verzweigungspunkte  der  Function; 
im  ersten  Falle  ist  ausserdem  der  Punkt  z  =  oo,  im  zweiten  der  Punkt 
^  ==  0  ein  Unendlichkeitspunkt. 

Es  fragt  sich  nun  wie  man  die  zu  einem  Zweige  der  Function 
gehörigen  Werthe  zusammenfassen  kann,  so  dass  dann  jeder  Zweig 
für  sich  eine  im  allgemeinen  stetige  Function  ist. 

Man  ziehe  vom  Nullpunkte  aus  eine  beliebige  ins  Unendliche  ver- 
laufende Curve,  welche  sich  selbst  nicht  schneidet;  es  ist  am  ein- 
fachsten, eine  der  Coordinatenlinien  zu  wählen,  z.  B.  den  positiven 
Theil  der  Abscissenaxe. 

Zu  jedem  Punkte  dieser  Geraden  gehören  q  Werthe  der  Function 

w  =  rq  (cos  ^'  {(p  -\-  2 k 7t)  -{-  i  sin  --  {cp  +  2k7t)j 
(/b  =  0,   1,  .  .  .  ^-1). 

Indem  man  für  eine  vom  Nullpunkte  beliebig  wenig,  jedoch  um  eine 
endliche  Grösse  entfernte  Stelle  einen  der  Werthe  herausgreift,  z.  B. 
den  zu  k  =  0  gehörigen ,  lege  man  allen  übrigen  Punkten  der  Curve 
diejenigen  Werthe  bei,  welche  aus  dem  angenommenen  durch  stetige 
Aenderung   von  r   und   (p   hervorgehen,    bei  denen  also  k  gleichfalls 
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Null  ist.    Zu  der  positiven  Abscissenaxe  siud  auf  diese  Weise  die  Werthe 

p 
w  =  rq   gewählt.     Man  denke  sich  nun,   um  zu  den  übrigen  Punkten 

der  Ebene  die  Functionswerthe  eines  Zweiges  zu  construiren,   concen- 

trische  Kreise   um   den  Coordinatenanfangspunkt  mit   allen  möglichen 

Werthen  von  r  gezeichnet,  und  lege,  indem  man  diese  Kreise  in  einerlei 

Richtung,  z.  B.  von  der  positiven  Abscissenaxe  zur  positiven  Ordinaten- 

axe  durchläuft,  den  Punkten  derselben  diejenigen  Werthe  von  w  bei, 

welche  sich  bei  stetiger  Aenderung  von  q)  ergeben. 

Auf  einem  Kreise   mit   dem    Radius  r  entspricht  auf  diese  Weise 

dem  Punkte: 

(p  =  Oj       z  =  r,         w  =  rq  , 


9  =  — ,     ;£!  =  r^,       IV  =  rq  (cos  ^  y  +  ^  ^^^   a  y)^ 


q)  =  7t,       z  =  —  r,     tv  =^  rq  (cos       tc  -}-  i  sin  —   nj 


g)  =  —,   z  =  —  ri,   IV  =  rq  (cos  ^  -^    +  ^  sm  ^  --J, 


(p  =  27C,    z  =  r j         IV  =  rq  (cos  —  2 ^  +  ^  sin  —27t)' 

Hiernach  ist  iv  eine  stetige  Function  auf  dem  ganzen  Kreise,  nur 
fallen  die  End werthe  für  (p  =  27t  nicht  mit  den  Anfangswerthen  für 
qp  =  0  zusammen.  Also  auch  die  Werthe,  welche  zu  Punkten  in  be- 
liebiger Nähe  der  positiven  Abscissenaxe  mit  positiven  Ordinaten  ge- 
hören, unterscheiden  sich  um  endliche  Grössen  von  den  Werthen,  welche 
die  Punkte  unterhalb  der  positiven  Abscissenaxe  besitzen.  Ein  auf 
diese  Weise  construirter  Zweig  der  Function  ist  also  unstetig  längs 
der  j)Ositiven  Abscissenaxe.     Geometrisch   pflegt  man  dies  auch  so  zu 

p 
bezeichnen:    Ein  Zweig   der   Function  Zq   ist  stetig  in  der  zusammen- 
hängenden Fläche,   welche   sich   ergiebt,    wenn  die   unendliche  Ebene 
vom  Null-  bis  zum   Unondlichkeitspunkte  zerschnitten  wird. 

Dass  in  der  That  der  Zweig  an  jeder  anderen  Stelle  nicht  nur, 
wie  aus  der  Construction  folgt,  eindeutig,  sondern  auch  stetig  ist, 
erkennt  man  leicht.  Denn  ist  z  ==  q  (cos  i^  ~{-  i  sin  ip),  ^  um  eine 
endliche  Grösse  von  Null  oder  2jr  verschieden,  eine  beliebige  Stelle, 
so  umschliesst  man  dieselbe  mit  einem  kleinen  Kreise  mit  dem  Radius 
Aq]  die  Punkte  auf  der  Peripherie  oder  im  innern  dieses  Kreises  be- 
kommen die  Coordinaten 

z  -{-  Az  =  z  -\-  6  (cos  0  +  i  sin  0)  =  r  (cos  q)  -{■  i  sin  (p) 
{6<Aq,     O<:0<2jr), 
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so  dass 

r  cos  (p  =  Q  cos  ^  +  f  cos  0,     r  sin  gp  =  Qsin  2p  -{-  €  sm  0. 


Hieraus  folgt,  dass  r  =  j/q^  -{-  s"^  +  2 q s  cos  {t  —  0)'^  es  kann  also 
durch  Wahl  von  A  q  die  Differenz  abs  [r  —  q]  kleiner  als  eine  beliebige 
Zahl  d  gemacht  werden,  woraus  dann  weiter  folgt,  dass  auch  9)  =  ^4:»? 
gesetzt  werden  kann,  wobei  rj  beliebig  klein  ist.  Ist  nun  ^  um  eine 
endliche  Grösse  von  Null  oder  27t  verschieden,  so  ist  ^  +  i?  stets  eine 
positive  zwischen  Null  und  2;r  gelegene  Zahl,  und  die  Functions- 
werthe 

2V  +  Aw  =  [(>  -f  ^J^    cos  y  {i^  ±v)  +  '^  sin  -^  {^p  +  r})\ 
unterscheiden  sich,  wie  die  bezüglichen  Reihen  lehren,  von: 


tv 


=  Qq      cos  ^^~  1p  -\-  i  sin  ^  ip 


beliebig  wenig. 

Diese  von  Cauchy  begründete  Methode,  einen  Schnitt  zu  ziehen, 
der  bei  Aenderung  des  Argumentes  0  nicht  überschritten  werden  darf, 
damit  die  Function  w  eindeutig  und  stetig  bleibt,  ist  von  Riemann 
vervollkommnet  worden  durch  ein  Verfahren,  welches  gestattet,  alle 
Zweige  gleichzeitig  ins  Auge  zu  fassen  und  ohne  Einschränkung  auf 
allen  Wegen  die  Function  zu  einer  eindeutigen  und  stetigen  zu  machen. 
Dies  gelingt,  wenn  man  bei  einer  g'- deutigen  Function  auch  die 
Variabele  2   auf  q  verschiedenen   ebenen    Blättern   sich   bewegen  lässt. 

Wir  wollen  zuerst  den  einfachsten  Fall  betrachten,  indem  wir  an- 
nehmen, dass  q  =  2  ist.  Ausser  der  einen  längs  der  positiven  x-Axe 
zerschnittenen    Ebene,    welcher    wir,    ausgehend    von    den    Werthen 

w  =  rq ,  die  Functionswerthe  zugeordnet  haben,  nehmen  wir  für  die 
Bewegung  von  z  eine  zweite  Ebene.  Den  Punkten  der  positiven  Ab- 
scissenaxe  ordnet  man  gemäss  der  allgemeinen  Gleichung: 


tv 


=  ri  (cos  f    (g)  +  2hn)  +  i  sin   ^    {(p  +  2Ä-;r)) 


für   q  =  2   die   Werthe   w  =  Vi  (cos  {pn)  -\-  i  sin  {pTt))  (^'  =  1) 

zu,  und  verfahre  bei  der  Ausbreitung  der  übrigen  Werthe  in  der  früheren 
Weise,  so  werden  die  Punkte  mit  beliebig  kleinen  negativen  Ordinaten- 
werthen   Argumente  erhalten,  die  für  (p  =  2  7i  stetig  in  den   Werth 
p  p 

w  =  r'i  (cos  27tp  -f-  i  sin  2;rj))  =  r-i 

übergehen,  also  wiederum  von  den  Anfaugswerthen,  die  für  die  zweite 
Ebene  gewählt  wurden,  um  eine  endliche  Grösse  verschieden  sind,  da- 
gegen mit  den  Anfaugswerthen  den  ersten  zusammenfallen.  Demnach 
unterscheide  man  im  ersten  Blatte  längs  der  positiven  Abscissenaxe 
zwei   Ufer;   das   eine  mit  positivem   Ordinaten werthe  heisse  r+),    das 
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andere  mit  negativem  I(~^;  ebenso  im  zweiten  Blatte  die  beiden  Ufer 
II(+),  II(->.  Man  denke  sich  die  beiden  Ebenen  über  einander  gelegt, 
und  verbinde  r+)  mit  II(->,  I^-)  mit  11^+),  so  dass  sich  also  die  beiden 
Ebenen  oder  Blätter  längs  der  ganzen  positiven  Abscisseuaxe  durch- 
kreuzen. Es  entsteht  eine  zusammenhängende  zweiblättrige  Fläche, 
die  Riemann  eine  Windungsfläche  erster  Ordnung  nennt. 
Jedem  Punkte  dieser  Fläche  entspricht  ein  bestimmter  Functionswerth, 
jeder  stetigen  Ourve  auf  der  Fläche  (mag  sie  im  selben  Blatte  bleiben, 
oder  ins  andere  übertreten)  entsprechen  Functionswerthe,  welche  sich 
stetig  ändern;  jede  geschlossene  Curve,  welche  den  Verzweigungsschnitt 
entweder  keinmal  oder  in  einer  Anzahl,  die  ein  Vielfaches  von  2  ist, 
überschreiten  muss,  führt  zu  einem  Endwerthe,  welcher  mit  dem  An- 
fangswerthe  identisch  ist*).  Sind  mehr  als  zwei  Blätter  vorhanden, 
z.  B.  3  =  5,  so  entsprechen: 

p 
1(+)  die  Werthe  r'b  , 

II(+.  „  „  rf  (cos  '-^  +  i  sin  if'), 

III(+>  „  „  /s  (cos  ^l"-  +  i  sin  ^), 

1V<+)  „  „  A  (cos  ^  +  i  sin  ^), 

V(+)  „  „  4  (cos  ^  +  i  sin  ^-5), 

I^->  die  Werthe  r^  (cos  -^—  +  ^  sin    -7^), 

ir-)    „         „        rö  (^cos  -| f-  ^  sm  -~ -J, 

IIK-)    „         „        .f(cos^-^+^sin^), 

TTTr    ^  ^  /         8w7r      ,     .     .      8i57r\ 

IV<->   „         „        r5  (^cos     ',      +^sln--^;, 

V(-)   „         „        r5  (cos  —^  +  i  sm  — 1^;  =  r5  . 

Man  hat  also  !(->  mit  II(+) ,  II<  >  mit  III<+) ,  IIP")  mit  IV(+), 
IV^-^  mit  V(+),  endlich  V^""^  mit  I(+)  zu  verbinden,  so  dass  eine  zu- 
sammenhängende fünfblättrige  Fläche  entsteht;  jede  geschlossene  Curve 
überschreitet  den  Verzweigungsschnitt  in  einer  Anzahl,  die  ein  Viel- 
faches von  5  oder  auch  Null  ist. 

*)  Es  leuchtet  ein,  dass  an  Stelle  der  positiven  Abscissenaxe  jede  andere 
Curve,  die  sich  nicht  durchschneidet,  als  Verzweigungsschnitt  gewählt  werden  kann; 
die  zweiblättrige  Fläche,  welche  entsteht,  ist  in  ihrer  Totalität  immer  dieselbe. 
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Ist  der  Exponent  m  eine  reelle  irrationale  Zahl,  so  wird  die  Func- 
tion unendlich  vieldeutig;  die  Construction  eines  einzelnen  Zweiges 
erfolgt  in  derselben  Weise  wie  früher,  und  es  lässt  sich  auch  eine 
Riemann'sche  Fläche  bilden,  die  aber  nunmehr  aus  unendlich  vielen 
Blättern  bestehen  muss. 

4.  Die  durch  ihre  Potenzreihe  delinirte  Exponentialfunction 
e^  +  iv^  welche  dasselbe  bedeutet  wie  e"  (cos  y  -\-  i  sin  ?/),  ist  eine  ein- 
werthige  und  stetige  Function  in  der  ganzen  endlichen  Ebene.  Der 
Uneudlichkeitspunkt  ist  aber  ein  singulärer  und  zwar  ein  wesent-   , 

lieh  er.    Setzt  man  nämlich  z=  -,-,  also 


»y 

e'  =  e    =  e 


so  wird  für  verschwindende  Werthe  von  x   und  y,    wenn  das  Verhält- 
niss  -,  einen  beliebigen  festen  Grenzwerth  h  hat: 


r    ,1  x'   '  1  4-  F  r  ^  •     •  ^  I 

\e'\  =  e       ^      cos  -,.   ,  ,„,  —  ^ sin    ,,,   ,  ,,, 

Z  =  (X)  X    =0. 

Der  Modul  dieses  Ausdruckes  convergirt,  je  nachdem  x  positiv 
oder  negativ  dem  Werthe  Null  sich  nähert,  nach  -f-  oo  oder  Null, 
während  die  Functionen  cos  und  sin  zwischen  den  Grenzen  —  1  und 
+  1  oscilliren.  Man  kann  die  Werthe  x  und  y  auch  so  nach  Null 
convergiren  lassen,  dass  der  Modul  einem  beliebigen  endlichen  Werthe 
c*  zustrebt,  man  setze 

Lim  -,-,~i—f-,  =  k        für  x  =  0,  y  =  0, 

also  X  =  y"^]i]  hurz  in  der  wesentlichen  singulären  Stelle,  die  für  e'-im 

i_ 

Funkte  z  ==  oo,  oder  für  e '  im  Funkte  z  =  0  liegt,  erhält  die  Function 
jedweden  complexen  Werth  unbegrenzt. 

Eine  andere  Eigenschaft,  welche  den  wesentlich  singulären  Punkt 
vom  ausserwesentlichen  unterscheidet  ist  die,  dass  bei  letzterem  ein 
ganzzahliges  m  angebbar  ist,  für  welches  Lim  {z  —  a)"^  f(z)  =  G  wird. 

Bei  jenem  ist  dieses  nicht  möglich.     Denn  setzt  man 

^  ^     l      Z    ^    21    Z^  ^   S\    Z^    ^ 

so  wird 

Z^e"    =^;"»+    I    ;2?'»-l  +    ^,\  ;ef"'-2  4-   .   .  .   JL  +  __i  i  _{ 

'1  '2!  '  m!    '    wi-f-l      z     ' 

und  wie  gross   man   auch    immer  m  wählen   mag,    es   lässt  sich  kein 
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endlicher  Werth  angeben ,  so  dass  für  ^;  =  0  die  rechte  Seite  endlich 
bleibt. 

Noch  eine  andere  Eigenschaft  zeigt  die  Exponentialfunction :  sie 
ist  eine  periodische  Function;  die  Periode  ist  2i7t. 

^z+2in  ^  gx  ^cos  {y  +  27t)  +  ^  sin  (y  +  27t))  ==  e\ 

Theilt  man  die  Ebene  in  unendliche  Parallelstreifen  durch  Gerade, 
welche  in  dem  Abstände  27t  der  Abscissenaxe  parallel  laufen,  so  repro- 
ducirt  sich  die  Function  gleichartig  in  allen  diesen  Streifen. 

5.  Der  Logarithmus  u  +  iv  der  Zahl  x  -\-  iy  =  r(p  in  Bezug 
auf  die  Basis  e  ist  nach  der  Definition  (§.  74)  eine  unendlich  viel- 
deutige Function.     Betrachtet  man  aber  den  einfachsten  Werth 

u  -{-  iv  =  l{x  -^^  iy)  =  l{r)  -\-  icp, 
so  hat  man  eine  einwerthige  Function.  Nur  die  Stellen  r  =  0  und 
r  =  oo  sind  Verzweigungspunkte,  an  denen  der  reelle  Bestandtheil  der 
Function  über  alle  Grenzen  wächst,  der  imaginäre  völlig  unbestimmt 
wird.  Denkt  man  sich  also,  wie  in  dem  Beispiel  der  irrationalen 
Function,  einen  Verzweigungsschnitt  vom  Null-  zum  Unendlichkeits- 
punkte geführt,  so  ist  ein  Zweig  der  unendlich  vieldeutigen  Function 
in  dieser  zerschnittenen  Ebene  stetig. 

Es  ist  für -eine  spätere  Anwendung  wichtig,  die  Bedeutung  des 
Verzweigungsschnittes  für  die  verschiedenen  Werthe  des  Logarithmus 
noch  in  folgender  Weise  zu  interpretiren.  Lässt  man  die  Variabele  z 
eine  im  Endlichen  geschlossene  Curve  beschreiben,  beginnend  bei  einem 
Punkte  A  und  wieder  in  denselben  zurückkehrend,  welche  sich  selbst 
nicht  durchschneidet  und  den  Coordinatenanfangspunkt  nicht  einschliesst, 
folglich  den  positiven  Theil  der  Abscissenaxe  keinmal  oder  in  einer 
geraden  Anzahl  von  Punkten  trifi't,  so  wird  der  Werth  von  l{z)  mit 
stetiger  Aenderung  von  r  und  (p  bei  der  Rückkehr  in  den  Punkt  Ä 
ebenso  gross  wie  im  Anfange;  denn  ^  ist  in  dasselbe  Blatt  zurückgekehrt. 

In  der  beistehenden  Figur 
nimmt  (p  vom  Werthe  q)Q  ab 
bis  zu  einem  bestimmten 
negativen  Werthe,  wächst 
alsdann  durch  Null  hindurch- 
gehend bis  zu  einem  Werthe 
grösser  als  7t  und  nimmt 
dann  ab  bis  zum  Werthe  g?^ . 
Dem  analoges  wird  auf  jeder 
andern  Curve  derselben  Art 
eintreten,  auch  wenn  mehrere 
Schnittpunkte  mit  der  positiven  Abscissen.axe  paarweise  auftreten.  Lässt 
man   dagegen   das   Argument  z  eine   im  Endlichen   geschlossene,    sich 
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selbst  nicht  schneidende  Curve  beschreiben,  welche  den  Coordinaten- 
anfangspunkt  ^  =  0  einschliesst,  also  die  positive  Abscissenaxe  in 
einer  ungeraden  Anzahl  von  Punkten  trifft,  so  wird  der  Werth  von 
l{z)   mit   stetiger   Aenderung  von   r  und  cp  bei   der  Rückkehr   in   den 

Punkt  deinen  Wertherhalten, 
der  von  dem  Anfangswerthe 
um  2i7t  unterschieden  ist.  In 
der  beistehenden  Figur  lasse 
man  0  vom  Punkte  Ä  so  lau- 
fen, dass  die  eingeschlossene 
Fläche  zur  Linken  bleibt,  so 
wächst  cp  von  g)„  an  bis  2;r, 
wird  alsdann' >  2  ;r,  nimmt 
ab  bis  zu  einem  Werthe  zwi- 
schen 2  :r  und  ~  und  wächst 

Fig.  7.  ... 

schliesslich  wiederum  über27r 
hinausgehend  bis  zu  dem  Werthe  cp^  +  2jt.  Demnach  ist  der  Werth 
des  Logarithmus: 

l{r)  +  i{q,„  + 27t), 
während  er  am  Anfange  l{r)  +  *9o  betrug. 

Man  kann  diese  Betrachtung  auf  Curven,  die  den  Coordinaten- 
anfangspunkt  mehrfach  umkreisen  und  sich  dabei  selbst  durchschneiden, 
ausdehnen,  indem  man  sich  die  Regel  bildet: 

Wenn  beim  Umlauf  in  be- 
stimmtem Sinne  die  positive 
Abscissenaxe  in  der  Richtung 
von  unten  nach  oben  n-mal 
überschritten  ist,  so  ist  das 
Argument  um  2i7tn  gewach- 
sen, denn  jede  Ueberschrei- 
tungsstelle  besagt,  dass  ein 
Umlauf  vollendet  ist.  Nur 
dann  bedeutet  die  Bahn  zwi- 
schen zwei  Uebergangsstellen 
keinen  Umlauf,  wenn  zwischen 
den  beiden  das  Argument  (p  eine  rückläufige  Bewegung  besass,  so  dass 
an  einer  geraden  oder  einer  ungeraden  Anzahl  von  Stellen  die  Curve 
die  positive  Abscissenaxe  von  oben  nach  unten  durchschnitten  hat. 
Sind  m  solcher  Stellen  vorhanden,  so  ist  2i7tm  in  Abzug  zu  bringen;  das 
Argument  des  Logarithmus  ändert  sich  also  um  2i7t  {n  —  m); 
wenn  die  Anzahl  der  Ueberschreitungsstellen  bezüglich 
n  und  m  ist. 

Harnack,    Difforcntial-  u.  Iiitcgralrcohnuutr.  10 
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83.   Die  complexe  Potenzreihe  überhaupt. 
Der  unendlichen  Reihe: 

1)  «0  +  «I  (^'  —  «)  +  «2  (^'  —  «)^  H «« (^'  —  «)"  H , 

in  welcher  die  Coefficienten  a^  a,  ...«„..  .  und  ebenso  a  bestimmte 
complexe  Zahlen  bedeuten,  kaun  durch  Substitution  des  Werthes:  /  —  a=^ 
stets  die  Form  gegeben  werden : 

2)  «0  +  «i^s?  +  ^2-^^  +  •  •  •  ^«'S'"  +  •  •  • 

Bezeichnet  man  den  Modul  von  2  mit  r,  den  von  a*  mit  Ak,  so  con- 
vergirt  die  vorgelegte  Reihe  unbedingt  für  jeden  Werth  von  ^,  für 
welchen : 

3)  .  ^0  +  Ar  +  A,r'^  +  •  •  •  Anr-  +  •  .  • 

convergirt,  und  umgekehrt  folgt  aus  der  unbedingten  Convergenz  der 
Reihe  2)  die  Convergenz  der  Reihe  3)  (§.  77).  Geometrisch  sagt  dieser 
Zusammenhang  aus:  Convergirt  eine  Potenzreihe  unbedingt  für  eine 
bestimmte  Stelle  0,  so  convergirt  sie  ebenfalls  unbedingt  für  alle 
anderen  Stellen,  welche  ebensoweit  vom  Coordinatenanfangspunkte  (^=0) 
gelegen  sind. 

Sie  convergirt  dann  aber  auch  unbedingt  an  allen  Stellen,  welche 
im  Innern  dieses  Kreises  sich  befinden.  Denn  ist  /  ein  Werth  kleiner 
als  r,  so  muss: 

4)  A,  +  A,r  +  A,r"'  +  •  •  •  A,y-  -\ 

eine  convergente  Reihe  sein,  weil  jedes  Glied  derselben  positiv  und 
kleiner  ist  als  das  entsprechende  Glied  der  Reihe  3),  folglich  hat  die 
Summe  der  Reihe  4)  einen  bestimmten  Werth,  dessen  Betrag  zwischen 
Null  und  der  Summe  3)  gelegen  ist.  Das  Convergenzgebiet  der  Reihe 
2)  ist  also  stets  ein  Kreis  um  den  Coordinatenanfangspunkt  (2  «=  0), 
das  Convergenzgebiet  der  Reihe  1)  ist  ein  Kreis  um  den  Punkt /  =  «. 
Denn  der  Modul  der  Differenz  bestimmt  durch  seinen  Werth  alle 
Punkte  /,  welche  gleichweit  von  a  gelegen  sind. 

'  Unter  dem  Radius  des  Convergenzkreises  einer  Potenzreihe  ver- 
steht man  den  grössten  Werth  von  r,  bis  zu  welchem  die  Reihe  3)  con- 
vergirt. Zur  Berechnung  dieses  Werthes  dient  der  Satz  (§.  44),  dass 
von  einer  bestimmten  Stelle  ab: 

^'•+^'^<1,    oder  IKLhn     ^" 


^n  ^n+1 


sein  muss. 

5  =  riim 

A 


Für  i2  =  Lim  ^  "     kann  die  Reihe  3)  möglicherweise  convergiren 

M-fl 


und  ebenso  die  Reihe  2);  es  bedarf  also  im  Einzelfalle  einer  besonderen 
Untersuchung,  ob  in  den  Punkten  des  begrenzenden  Kreises  die  Potenz- 
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reihe  giltig  ist  oder  nicht.  Ausserhalb  dieses  Kreises  kann  aber  die 
Potenzreihe  nicht  convergiren,  auch  nicht  einmal  bedingt,  weil  alsdann 
die  Moduln  der  Glieder  in  der  Reihe  2)  von  einer  Stelle  ab  über  jeden 
Betrag  hinaus  wachsen.  Convergirt  eine  Potenzreihe  für  einen  Werth 
von  z  nur  bedingt,  so  convergirt  sie  unbedingt  für  alle  Werthe,  deren 
Modul  kleiner  ist.  Denn  die  bedingte  Convergenz,  bei  welcher  die 
Modulreihe  aufhört  zu  convergiren,  erfordert,  da  die  Moduln  der  Glieder 
nicht  wachsen  können,  doch  noch,  dass: 

B.  -4^1  <  1     nur  wird  E  Lim  -  ""ti  =  1  (für  n  =  oo). 

Giebt  man  also  dem  J?  einen  kleineren  Werth,  so  ist  die  Eigenschaft 
der  unbedingten  Convergenz  erfüllt.  Demnach  kann  bedingte  Con- 
vergenz einer  Potenzreihe,  wenn  überhaupt,  nur  in  Punkten  des  Con- 
vergenzkreises  stattfinden*). 

Eine  unendliche  Potenzreihe  ist  zufolge  der  Eindeutigkeit  jedes 
ihrer  Glieder,  so  lange  sie  convergirt,  eine  einwerthige  Function  der 
complexen  Variabelen,  die  an  keiner  Stelle  unendlich  wird.  Diese 
Function  ist  stetig,  d.  h.  sind  z  und  ^  +  d  (d  complex)  Werthe,  für 
welche  die  Beihe  convergirt,  so  wird 

Lim  [f{z  ±ö)-~  f^zy]  =  0,  für  d  =  0. 

Zerlegt  man  die  Reihe  f{z)  in  die  Glieder 

(p{z)  =  «0  +  a,^  +  •  •  •  a„-i^»-S 


*)  Beispiele. 

1.  Die  Binomialreihe : 

1    •    A  1    .    ^    I    O 

in  welcher  m  eine  reelle  Zahl,  z  complex  ist,  convergirt  unbedingt,  so  lange  mod  (z) 
kleiner  als  1  ist;  sie  divergirt,  wenn  mod  (^)  >  1. 

Ist  m  >  0,  so  convergirt  sie  noch  auf  dem  ganzen  Convergenzkreise  un- 
bedingt. 

Ist  m  ><  0  aber  >  —  1,  so  convergirt  die  Reihe  bedingt,  ausser  in  dem 
Punkte  z  =  —  1  ,  in  welchem  sie  divergirt. 

I&t  m  <  —  l,  80  divergirt  die  Reihe  in  allen  Punkten  des  Convergenzkreises. 
(Diese  Resultate  lassen  sich  aus  §.  40  folgern.)  Bei  der  Untersuchung  des  Falles 
—  1  <^w<0  setze  man  p^  =  l  -{-  miZ-\-  ...  m,,2f".  multiplicire  beide  Seiten  der 
Gleichung  mit  1  -\-  z  und  betrachte  den  Grenzwerth  für  n  =»  cx). 

2.  Die  logarithmische  Reihe: 

z^    ,   z^       z^    , 

convergirt  unbedingt  für  mod  (r)  <  1,  divergirt  für  mod  {Z)  ^  1.  Auf  dem  Con- 
vergenzkreise convergirt  sie  nur  bedingt,  mit  Ausnahme  des  Punktes  z  =^  —  l,in 
welchem  sie  divergirt. 

10* 
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wobei  von  der  m*"*"  Stelle  ab,  indem  a  einen  echten  Bruch  bezeichnet, 
für  das  Innere  des  Convergenzkreises 

An+l  B   <  Ana,       An+2  B^    <   AnO.'^  .   .   .  A„+kR^   <  AnCC^y 

so  wird: 

mod  ^  {z)  <  An  B>'  ^^^ ' 

Mithin  kann  man  lediglich  durch  Wahl  einer  unleren  Grenze  für  n^ 
mod  il}{z)  sowohl  wie  mod  ^(<^  +  ^);  ^^^o  auch  den  Modul  der  Diffe- 
renz: Tpiz  -Az^)  —  "^i^)  kleiner  machen  als  eine  beliebig  kleine  Grösse 
£.     Da  nun: 

mod  [f{z  ±8)~  fi^z)]  =  mod  [(p{z  ±  6)  —  (p{z)  +  ^[z  ±  d)-ip{z)] 
<  mod  [(p{z  ^d)  —  (p  {z)]  +  B 

und  cp{z)  eine  rationale  ganze  Function  ist,  so  wird  die  rechts  stehende 
Diff'erenz  nach  Wahl  einer  unteren  Grenze  für  n  durch  Bestimmung 
von  d  stets  kleiner  gemacht  werden  können,  als  eine  vorgegebene 
Zahl,  d.  h. 

Lim  mod  [/(^  +  Ö)  —  fiz)]  =  0. 

Dass  dieser  Satz  auch  für  einen  Punkt  des  Grenzkreises  gilt,  falls  in 
demselben  die  Reihe  convergirt,  wird  wie  in  §.  44  IV  bewiesen,  indem 
man  die  Variabele  z  längs  eines  Radius  sich  ändern  lässt  und  dabei 
setzt : 

^(.  -  ö)  =  an  Q-^Jzn  +  an^.  e^r^."^^  +  •  .  . 

Der  Betrag  von  ip{z  —  d)  ist  kleiner  als  der  Betrag  von  (^~   )  M, 

unter  M  den  grössten  Betrag  verstanden  in  der  Reihe  der  complexen 
Zahlen : 

a„^«,     anZ''  +  a„+i^"+',     ünZ''  +  a„+i^«+i  +  0^«+.-^"+-  u.  s.  w. 
Denn   wählt    man  z  —  d  auf  dem    nach  z  führenden   Radius,    so  ist 
=  Q  eine  positive  reelle  Grösse  kleiner  als  1.     Es  wird 


^{z  —  d)==  Q'^anZ""  +  9«+ia«4.i<^"+i  +  ^"+2  ^„+2^"+^  +  •  •  • 

und  die  Potenzen  von  q  bilden  eine  abnehmende,  nach  Null  conver- 
girende  Reihe. 

Der  Abel'sche  Hülfsatz  im  §.  44  IV  kann  aber  für  complexe 
Grössen  folgendermassen  ausgesprochen  werden. 

Bezeichnet  man  durch  t^j  t^  .  .  .  t,n  .  .  .  eine  unendliche  Reihe  von 
beliebigen  complexen  Grössen  und  ist  der  Betrag  der  Grösse: 


Functionen  einer  complexen  Veränderlichen.  149 

bei  allen  Werthen  von  m  stets  kleiner  als  Gj    so  ist  der  Betrag  von 

^'  =  fo^O  +  ^1^1   +   •  •  •  ^mtm   <   G  .  €q, 

wenn  £q  f ,  .  .  .  reelle  ]3ositive  abnehmende  Zahlen  bezeichnen.  Denn 
es  folgt  ebenso 

^  =  i^O  (^0   —   ^l)   +  Pl  (f  1    —   f  2)   •   •   •  Pm-l  (fm-1    —   Srn)  +  Pm  ^m  ; 

also 

mod  r  <  (fo  —  ^j)  niod  j9o  +  (^i  —  «2)  «lod  ^^^ .. .  (£«_i—  £;„)  mod2)^_i  + 

+  £„,  mod_p„,. 

Der  numerische  Werth  der  rechten  Seite  ist  kleiner  als 

^  (^0  —  ^1   +   ^1   —   ^2  +  •  .  •  ^m-l  —  £m  +  S„,)  =  G  .    f,,- 

84.  Der  Difi'erentialquotient  einer  Function  einer  complexen  Ver- 
änderlichen an  einer  Stelle,  au  welcher  dieselbe  stetig  ist,  wird  folgender- 
massen  gebildet.  Man  ertheile  der  complexen  Variabelen  0  =  x  -{-  iy 
den  Zuwachs  A0  =  Ax-\-iAy=Are^'  und  betrachte  den  Differenzen- 
quotienten 

f(z  +  Az)~f(z)      .^^  fiz-\-Are'P'}-fiz) 
Az  Are'P' 

Die  Grenzwerthe,  welchen  die  reellen  und  imaginären  Bestandtheile 
dieses  Quotienten  für  Az==0  zustreben,  bilden  die  Ableitung  der 
complexen  Function. 

Wir  werden  uns  im  Folgenden  nur  mit  solchen  Functionen  be- 
schäftigen, bei  welchen  mit  Ausnahme  singulärer  Stellen  dieser  Grenz- 
werth  lediglich  eine  Function  von  0  =  x  -\-  iy,  also  völlig  unabhängig 
von  dem  Werthe  cp  oder  dem  Verhältniss  Ay  :  Ax  wird;  solche  Func- 
tionen heissen  analytische  Functionen.  Für  analytische  Functionen 
ist  also 

1)    ■  ,Liu./-*^  +  ^;^-^-' =  /■'(.), 

sie  besitzen  eine  Ableitung,  nicht  nur  wie  bei  reellen  Functiojien  vor- 
und  rückwärts,  sondern  nach  j  eder  Kichtun  g  hin  genommen  iden- 
tisch. Es  wird  im  Folgenden  gezeigt  werden,  dass  jede  durch  eine 
Potenzreihe  dargestellte  Function  im  Convergenzgebiet  dieser  Reihe 
analytisch  ist,  ja  dass  auch  umgekehrt  jede  in  einem  Gebiete  analy- 
tische Function  in  diesem  Gebiete  durch  Potenzreihen  dargestellt  werden 
kann*). 


♦)  Rio  mann  bezeiclmete  die  Functionen  unter  Voraussetzung  ihrer  analyti- 
schen Eigenschaft  schlechtweg  als  die  Functionen  einer  complexen  Variabelen. 
Cauchy  nannte  die  Functionen,  welche  in  einem  Gebiete  ausnahmslos  analytisch 
sind,  synektisch.    Briot  und  Bouquet  nennen  solche  Functionen  holomorphe. 
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Die  Gleichung  1)  kann  auch  geschrieben  werden: 

2)        ^f^^-  =  r{z)  oder  dfiz)  =  f\z)  .  dz  =  f  {z)  {dx  +  idy). 

Die  zweite  Form  giebt  die  Gleichung  für  das  totale  Dififerential 
der  complexen  Function. 

Lässt  man  die  complexe  Variabele  z  nur  um  den  reellen  Theil 
^x  oder  um  den  rein  imaginären  i^y  sich  ändern,  so  erhält  man  als 
Grenzwerth  des  Differenzenquotienten  die  partiellen  Ableitungen  nach 
X  und  yj  für  welche  aber  zufolge  der  gemachten  Voraussetzung  eben- 
falls die  Gleichungen  gelten: 

^^  m  =  Lim  -  Al±jA,)-/(.)  _  ^.,(^)_ 

tcy  ii^y 

Die  analytische  Function  genügt  also  als  Function  der  beiden  Varia- 
belen  x  und  y  betrachtet  der  Gleichung 

4)  K  =  LK     oder  ^  4-  i  ^  =  0 

Fragt  man  ob  diese  Gleichungen  auch  die  hinreichenden  Bedin- 
gungen dafür  sind,  dass  an  einer  Stelle  eine  Ableitung  nur  von  z  ab- 
hängig für  jede  Richtung  existirt,  so  lautet  die  Antwort: 

Falls  in  der  Umgebung  der  Stelle  bestimmte  Werthe  der  partiellen 

Ableitungen  — -  und  -.-  ~  existiren,  welche  stets  einander  gleich  und 

ausserdem   stetige  Functionen   der  complexen  Variabelen  x  +  iy  sind, 
so  ist  auch 

dm  _  df  _    1    df  ^ 
dz         dx         i   dy 
Denn  es  wird: 

f{x-\-iy-\-/\x-\-iLy)—fix-\-iy)  ^  fix-\-iy-}-Ax-\-iAy) - /( x-{-iy-\-iAy)         Ax        . 
Ax -\-iAy  Ax  Ax-\-iAy   ' 

,    f{x-\-iy-{-iAy)  —  f(x-{-iy) iAy        ^ 

'  •  iAy  Ax-\-iAy 

Man  kann  nun  A?/  so  klein  wählen,  dass 

fix  +  iy  4-  iAy)  —  fix  -f  iy)    ^_  l^  df(x-{-iy)    ,    ^ 
iAy  i  dy         —     ' 

wobei  d  einen  Werth  bezeichnet,  dessen  Betrag  beliebig  klein  wird. 
Ferner  kann  man  den  Werth  von  Aa;  so  wählen,  dass 

f(x-\-iy-\-Ax-\-  iAy)  — fix -^iy-^  iAy)  ^^  df{x -\-iy-\-QAx-\-iAy)  ^^ 
Ax  dx 

^  fjf'x  +  iji)  _J-  (J  =  1  dfjx  +  iy)    ,    ^ 
—  i         dy        — 
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wird.  Demnach  folgt:  es  lassen  sich  Werthe  von  A^  und  A^/  an- 
geben, so  dass  für  diese,  sowie  für  alle  kleineren  der  obige  Differenzen- 

1     7)  f 

quotient  von  dem  Werthe    .   ,J    sich  höchstens  um  die  Grösse 

^  t  dy  . 

dAx         ,        SiAy 
Ax-^iAy    '    Ax-{-iAy 

unterscheidet,  wobei  der  Modul  von  d  beliebig  klein  wird.  Da  der 
Betrag  der  Quotienten,  mit  denen  d  multiplicirt  ist,  nicht  über  alle 
Grenzen  wachsen  kann,  so  ist  das  Behauptete  erwiesen. 

Zerlegt  man  die  complexe  Function  in  ihre  reellen  und  imaginären 
Bestandtheile  u-{-iv^  so  werden  dieselben  Functionen  der  beiden  reellen 
Veränderlichen  x  und  y.  Da  aber  die  Bedingungsgleichungen  4)  erfüllt 
werden  sollen,  so  ist  sie  eine  besondere  Art  der  Functionen  zweier 
Veränderlichen:  die  Functionen  u  und  v  können  nicht  von  einander 
unabhängig  sein.     In  der  That  folgt  aus 

/./  N  I     .         df        du    ,     .  8v       df        du    .     .dv 

'  ^  ■'  '        '     dx       ex    ^      dx'      oy       dy    '      dy 

und  nach  Gleichung  4) 

5)  (l-:+^l^+^(g+'£)=o- 

Diese  Gleichung  zerlegt  sich,  indem  man  das  Reelle  und  Imaginäre 
sondert,  in: 

«.  du dv       du dv 

^  dx        dy'    dy         ~  dx' 

Die  beiden  Bestandtheile  einer  analytischen  Function  sind  also 
im  allgemeinen  stetige  Functionen  mit  bestimmten  Ableitungen.  Für 
diese  Ableitungen  gilt  der  Satz  vom  totalen  Differentiale.  Denn  schreibt 
mau 


dm 

du    ,     . dv 
du-\-  idv        dx     "^     dx 

dz 

~  dx-{-idy~    1     1    ;  ^2/   ' 
^  +  'd^ 

so  erhält  man,  da  f  U)  =  ^  -\-  l  -J^,  die  Gleichung: 

0  X  ex 

du     ..dv  _  (du     ,     .  dy\  /.     ,     .  dy\ 
dx^^d^~\d^^^dxJV^^  dx)' 

aus  welcher  hervorgeht,  dass  der  totale  Differentialquotient  von  u  und  v : 

du       du       dv    dy        du    .    du    dy     /^,  .  ,  ,.. 

rx-rx-di-£  =  rx+I^dx    (Gle.chung  6) 

(Ir  dv  _.du    dy dv     ,   dv     dy 

dx       dx'dx    dx       dxjdy    dx 

Die  Gleichungen  6)  sind  auch,  vorausgesetzt,  dass  für  die  Func- 
tionen ti  und  V  der  Satz  vom  totalen  Differentiale  gilt,  die  hinreichende 
Bedingung    dafür,    dass   die    Verbindung    u  +  iv    durch    Rechnungs- 
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Operationen  an  der  einen  Veränderlichen  0  =  x  -{-  iy  dargestellt 
werden  kann.  Ersetzt  man  nämlich  in  der  Verbindung  u  ~\-  iv  die 
Variabele  x  durch  den  Werth  8  —  iy ^  so  muss  dieselbe  von  der  Varia- 
belen  y  ganz  unabhängig,  d.  h.  der  partielle  DifFerentialquotient 
nach  y  muss  Null  werden.     (§.  2Qj  1.) 

Bezeichnet  man  das  Resultat  der  Substitution  von  x  =^  z  —  iy  in 
u  -\-  iv  durch  {u)  +  i{v)j  so  wird 

diu)  qu^      _*_i^       ^(!^ ^y      _"_J_^^ 

dy~~dx'       ^'^dy'      dy~dx'       '^  ~^  cy' 

wenn  in  den  rechts  stehenden  Ableitungen  für  x^  z  —  iy  substituirt 
wird.     Demnach  ist: 

diu)     ,     .  d{v)  ^^  /du    ,    ^\  .  rdu^  _  dv\ ^ 

dy    ~'       dy        \dy~^dx/  \dx       dy) 

Zufolge  der  Bedingungsgleichungen  6)  verschwinden  die  Ausdrücke  in 
den  Klammern;  dieselben  sind  also  hinreichend. 

85.  Diese  Eigenschaft  der  Functionen  einer  complexen  Veränder- 
lichen, dass  ihre  erste  Ableitung  f  {z)  unabhängig  wird  von  dem  Ver- 

hältniss  -.- ,  ist  für  die  geometrische  Abbildung  der  die  Functionswerthe 

w  =  f{z)  darstellenden  Ebene  II  auf  die  Ebene  I  von  Bedeutung.  Be- 
trachtet man  in  der  Ebene  1  ein  Dreieck  P  P'  P'*,  dessen  Ecken  zu 
den  Werthen  Zj  ^  +  A0,  z  -{-  t^ z  gehören,  so  entsprechen  diesen  drei 
Punkten  in  der  Ebene  II  drei  Punkte  Q  Q'  Q",  deren  Werthe  mit  w, 
w  -{-  /^Wj  w  -\-  h'  w  bezeichnet  seien.  Verlegt  man  die  Coordinaten- 
systeme  in  jeder  Ebene  so,  dass  die  Punkte  P  und  Q  die  Anfangs- 
punkte der  Systeme  werden,  und  setzt: 

Az  =  Ar  .  c*>,  Az  =  Ar  .  c'V,  Aw  =  Aq  .  e"/%  Aiv  =  Aq  .  e'V'', 
so  sind  die  eingeführten  Grössen  in  jeder  Ebene  die  Polarcoordinaten 
der  beiden  anderen  Eckpunkte  in  Bezug  auf  den  Anfangspunkt. 

Die    Quotienten  ^  =  ^  .  e«0^-</')  und  ^  =  ^'  e'i'^'-^'^  haben 
Az        Ar  Az  Ar 

denselben  Grenzwerth;    es  ist  also,    falls  dieser    Werth   nicht    gerade 

Null  oder  00  ist, 

^im  Ar  =  ^^"^  Ar' '      z/;  —  95  =  l/;'  -  cp', 

d.  h.  werden  die  Seiten  des  Dreieckes  F  P'  P"  und  also  auch  die  Seiten 
des  Dreieckes  Q  Q' Q"  unendlich  klein,  so  sind  die  Winkel  F  F'  F' 
und  Q  Q'  Q"  gleich  und  die  sie  einschliessenden  Seiten  einander  pro- 
portional. Es  findet  also  zwischen  zwei  einander  entsprechenden  un- 
endlich kleinen  Theilen  und  folglich  allgemein  zwischen  den  kleinsten 
Theilen  der  Ebenen  I  und  II  Aehnlichkeit  statt.  Zweien  Curven,  die 
sich    in    der   Ebene  I   schneiden,    entsprechen    in    der  Ebene  II   zwei 
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CurveD,  die  sich  unter  demselbeu  Winkel  schneiden*).    Dasselbe 
gilt  für  die  Abbildung  von  z  und  w  auf  zwei  Kugelflächen. 
86.    Anwendungen. 

1.  Die  Potenz  w  =  z'^  {n  positive  ganze  Zahl)  besitzt  die  Ab- 
leitung :  ^ 

:5—  =  Lim  — J^ — =  Lim  ^—-^ r— - —  =  nz^-^. 

dz  n  Are"^ 

Denn  betrachtet  man  iv  als  Function  von  x  oder  ?/,  so  ist 

ff  =  ^^^  =  <^  +  «»"-s  I  =  ^-^f ^"  =  ^-«(^  +  ^»"-'- 

Hieraus  folgt,  die  ganze  rationale  Function; 

w  =  a^^  -\-  a^z  -\-  a.^z'^  -{-'''  an z"^ 
besitzt  die  Ableitung: 

2.  Die  gebrochene  rationale  Function  besitzt  eine  endliche  erste 
Ableitung  mit  Ausnahme  der  singulären  Punkte,  in  denen  der  Nenner 
verschwindet. 

3.  Die  explicite  irrationale  Function  w  ==  (z  —  a)"*,  welche  in  der 
Ebene,  zerschnitten  längs  einer  von  a  ausgehenden  Curve,  eindeutig 
und  stetig  ist,  besitzt  eine  Ableitung.  Dieselbe  bestimmt  man,  um 
die  Vieldeutigkeit  hervortreten  zu  lassen,  folgendermassen : 

Wird  z  —  a  =  r  (cos  (p  -\-  i  sin  (p)  gesetzt,  also 

IV  =  r"*  [cos  m  {(p  -{- 21c7t)  -{-  i  sin  m  {cp  +  2k7i)\ 
und  irgend  ein  Werth  von  h  festgehalten,  so  ist: 
dz  =  dr  (cos  (p  -{-  i  sin  cp)  -\-  r  ( —  sin  (p  -\-  i  cos  cp)d(p 

=  (cos  (p  -\-  i  sin  cp)  (dr  +  irdq))^ 
dw  ==  mr"'-i(^r[cos  m  ((p  +  2k7t)  +  i  sin  m{(p  +  2k7t)']  + 
_|_  nir"'  [ —  sin  m  (cp  +  2k7T.)  +  /  cos  m (cp  +  2k7c)]dcp 
=  [cos  m  (cp  4-  2]c7c)  +  i  sin  m  (cp  +  2Jc7t)']  mr'"-^  {dr  +  irdcp), 
also: 

d  z  cos  qp  +  1  siii  qp 

^  ^  r'«-i  (cos  [(m  —  1)  (jp  +  27i;;r)]  +  ^  sin  \(m  —  1)  9  +  2A-wjr]. 

*)  Diese  Eigenschaft  der  Function  einer  complexen  Variabelen  hat  Gauss 
erkannt  bei  der  Lösung  der  für  die  Kartenprojection  wichtigen  Aufgabe:  „Die 
Theile  einer  gegebenen  Fläche  so  abzubilden,  dass  die  Abbildung  dem  Abgebil- 
deten in  den  kleinsten  Theilen  ähnlich  wird".  (Als  Beantwortung  der  von  der 
königl.  Societät  der  Wissenschaften  in-Kopenhagen  für  1822  aufgegebenen  Preis- 
frage.    Gauss  Werke  Bd.  IV.  S.  189.) 
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Da  cos(2kni7c)  =  cos2/i;(m —  l)7t,    sin {2 kniTt)  =  sin  2k{nt —  l)jr, 
so  erhält  der  Ausdruck  die  Form: 

^J-"  =  m  r"'-^  [cos  (m— 1)  {(p+2  k  7t)+i  sin(m—  1)  {(p+2  k  jr)]  =  m{ß—  a)"'-^ 

Der  Werth  von  ki^  welcher  ursprünglich  gewählt  worden  ist,  bleibt 
auch  bei  der  Ableitung  erhalten,  die  eben  so  vieldeutig  ist,  wie  die 
ursprüngliche  Function. 

4.  Für  die  Exponentialfunction : 

w  =  (f  =  e^r+ty  =  ff  ^cos  y  -\-  i  sin  y) 
wird: 

ll  =  e^  (cos  y  +  %  sin  y) ,  |^  ==  e^  (—  sin  y  +  i  cos  ?/), 
also 

-_-   =  e^  (cos  2/  +  i  sin  ?/)  =  e\ 

5.  Der  Logarithmus  der  Zahl  z  =  x  -\-  iy  in  Bezug  auf  die  Basis 
c  hat  den  Werth: 


w  '=l(x-\-  iy)  =  l(-\-  ]/x^  +  ?/^)  +  i  arctg  ^  +  i2k7t  wenn  a;  >  0, 

e^  =  l{x  +  iy)  =  l{-\-y^'+Y^)  -\-  ^  arctg  ^4:«*(^^+l)^    wennir<0. 

Für   einen   Zweig  der   Function,    welcher  in  der  längs  der  positiven 
iC-Axe  zerschnittenen  Ebene  stetig  ist,  wird: 

dw  X  iy 1 

dx         X'-{-y^       x.'^-\-y^       x-\-iy 

dw  y         .ix      i 


dy         x^-\-y^    '    x'--\-y^        x-\-iy^ 

1  dw         1 

also  TtT  ==  T  • 

dz         z 

5.    Die  complexe  Potenzreihe: 

1)  f\z)  =  «^  4-  cf,^  +  a,,z''  +  .  .  .  a„^"  + 

Es  sei  z  -\-  h  ein  complexer  Werth,  welcher  in  dem  Convergenzkreise 
der  Reihe  1)  liegt,  so  wird 

2)  f{z  +  h)  =  a,  +  a,{z  +  h)  +  a,{z  +  hf  +  ...  a„(^  +  hy  +  .... 

Ordnet  man  diese  unbedingt  convergirende  unendUche  Reihe  nach  Po- 
tenzen von  hy  so  werden  die  Coefficienten  dieser  Potenzen  unendliche 
Reihen,  von  denen  nachgewiesen  werden  soll,  dass  sie  die  successiven 
Ableitungen  der  Function  f{z)  darstellen.  Zu  dem  Zwecke  bezeichne 
man  vorläufig  die  Reihe: 

3)  «1  +  2a^z  +  'da^z'^  +  •  •  •  wa«^""^  +  ...  mit  t\{z).  . 
Diese  Reihe  convergirt  unbedingt  innerhalb    des  nämlichen  Kreises, 
für  welchen  die  Reihe  1)  convergent.ist;  denn  ihr  Convergenzradius  jR 
yrird  aus  der  Gleichung  bestimmt: 
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B  Lira  ^^  -"+i  <  1   oder  B  <  Lim  -,^"^  ,    weil  Lim''+  ^  =  1 

n  =  oo. 

Ebenso  erhält  man  durch  fortgesetzte  Differentiation  der  einzelnen 
Glieder  die  Reihen: 

4)  2a,  -f  3  .  2a.^z  +  ..  .  n  .  (n— l)a„^«-2  .  .  .  =  f^i^) 

3  .  2a3  +  4  .  3  .  2a^0  +  .  .  .  w(w— l)(w  — 2)a„^~-3  =  f.,{2) 

die  alle  für  das  Innere  desselben  Convergenzkreises  Gültigkeit  haben. 
Mit  Einführung  dieser  Bezeichnung  gewinnt  man  für  die  Reihe  2) 
geordnet  nach  Potenzen  von  h  den  Werth : 

5)       f(,+h)=f(,)  +  {7^(,)  + 1!/:^(,)  +  ... ^"/„w  +  ... . 

Das  Convergenzgebiet  dieser  neuen  Reihe,  in  welcher  Lira  -^fniß) 

sicher  Null  ist,  weil  die  Surame  der  Moduln  von  ~fn{^^  kleiner  ist 
als  die  Summe  der  Moduln  der  unbedingt  convergirenden  Potenzreihe: 

an{z  +  hY+  an+v{2  +  liY+^  +  an+2{z  +  hY+^  .  .  .  , 

ist  ein  Kreis  um  den  Punkt  h  =  0,  also  um  den  Punkt  z.  Der  Radius 
H  dieses  Kreises  ist  sicherlich  nicht  kleiner  als  der  Werth:  B  —  raod(^); 
denn  alle  Punkte  in  diesem  Kreise,  der  den  ursprünglichen  von  Innen 
berührt,  liegen  im  Innern  desselben  und  für  sie  ist  2)  eine  unbedingt 
convergente  Reihe,  also  auch  die  durch  andere  Anordnung  der  Glieder 
abgeleitete  Reihe  5). 

Man  muss  sich  noch  direct  davon  überzeugen,  dass  diese  Schluss- 
weise von  der  unbedingt  convergirenden  Reihe  2)  aus  gestattet  ist,  was 
in  Zweifel  gezogen  werden  kann,  weil  bei  der  neuen  Anordnung  der 
Glieder  jeder  Coefficient  die  Summirung  einer  unendlichen  Reihe  er- 
fordert. Man  prüfe  also,  ob  die  Differenz  der  n  -\-  l  ersten  Glieder 
der  Reihen  2)  und  5)  durch  Wahl  von  n  beliebig  klein  wird,  immer 
unter  der  Voraussetzung,  dass  die  erste  Reihe  unbedingt  convergirt. 
Ich  setze: 

f[z)  ==    «0  +  a^z  +  a^z"^  +  .  .  .  ««jsr"  +  (>„ 

A  W  ==    «1  +  ^aj-^  +  •  •  •  wa„<^"-i  +  Qn 

fi^z)  =  2a^  +  3.2a3^  +  .  .  .  w(w—  l)a„^"-2  +  9/ 

fn[3)  =  w!a„  +  (>„("), 
so  wird  die  Differenz  der  n  -\-  \  ersten  Glieder  gleich: 


h      ,    .    7*2      „    ,  K 


+  ^9n    +  o|   ?«"+   • 


n!  ^'* 
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Da  nun  die  Reihe  2)  unbedingt  convergirt,  so  ist: 

so  lange  s  -\-  h  im  Convergenzgebiet  der  Reihe  1)  liegt,  für  jeden 
Werth  von  k  lediglich  durch  Wahl  von  n  kleiner  als  d,  selbst  wenn 
man  für  jedes  Glied  seinen  absoluten  Werth  setzt;  durch  ein  vorge- 
gebenes ö  wird  die  Grösse  n  bestimmt.  Die  Grösse  h  kann  nun  aber 
stets  so  gross  gewählt  werden,  dass  der  Betrag  von 

Rn,  k   —  (Qu  +    l    9n    +   ^;  Qn"  +    '   *    '   ^  Qn^""^) 

kleiner  wird  als  jede  noch  so  kleine  Grösse.  Denn  jede  der  Reihen 
Q  ist  unbedingt  convergent;  in  jeder  lässt  sich  also  eine  Stelle  h  finden, 
von  der  ab  der  Rest  der  Reihe  unter  einer  bestimmten  Grösse  bleibt. 
Heisse  diese  Grösse  d',  so  ist 

mod  [k,,  ,  -  {Qn  +    \    Qn'+'-'  f,  QJ''')]    <ö  +  d\  e"'-'(''), 

also  ist  auch      mod  L«  +  y  q,;  -) ~  (>„(")]  <2d  -{-  ö'.  e°^o.i(/o. 

Dadurch  ist  bewiesen,  dass  die  Differenz  lediglich  durch  Wahl  von  n 
beliebig  klein  gemacht  werden  kann,  woraus  die  Identität  der  Reihen 
2)  und  5)  hervorgeht. 

Jeder  Punkt  im  Innern  des  Kreises  1)  kann  mithin  mm  Mittel- 
punkte einer  Reihenentwickelung  genommen  werden  für  einen  Bereich, 
der  mindestens  so  gross  ist,  dass  er  den  urspriinglichen  Grenzkreis  von 
innen  berührt. 

Aus  der  Reihe  5)  folgt  nun: 

fi^+h)  -  f{z)  _  .  .  -         h  /."->   .     . 

% —  iiK^J  -r  2\  /2(.^)  i-  •  •  •    ,,7r  /"  W  +  •  •  •  ? 

also:  Lim^^^'*|^^^^=A(.), 

d.  h.  die  erste  Ableitung  der  Function  f{z)  ist  durch  die  Reihe  3) 
dargestellt: 

fiß)  =  /i(^)  =  «1  +  ^öt,^  +  3a3^*^  +  .  .  .  nanZ''-'  + 

Oder  die  complexe  Potenzreihe  wird  differentiirt,  indem  man  die  Reihe 
aus  den  Differentialquotienten  der  einzelnen  Glieder  bildet.  Diese 
Reihe  convergirt  innerhalb  des  nämlichen  Convergenzkreises  wie  die 
ursprüngliche. 

Durch  Differentiation  der  Reihe  für  f'{z)  folgt  weiter: 

rw^AW,    r{^')==fM     u.  s.  f. 

Sonach  ist  die  Reihe  5): 

/■(.-  +  h)  =  i\s)  +  \  f\z)  +  l'l  f\z)  +  •  •  •  ';>«(^)  + . .  ■  • 
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mit  der  Taylor'schen  Entwickelung  für  die  durch  eine  Potenzreihe  ge- 
gebene Function  einer  complexen  Variabelen  identisch. 

Aus  den  Gleichungen  2)  und  5)  ergiebt  sich  die  Bedeutung  der 
Coefficienten  in  der  Reihenentwickelung;  es  ist: 

«0-/(0),   a,=r(0),   a,^l-nO),    a,^  l^fiG)  ...  a„  =  A/-»(0). 

Man  erhennt  hieraus ,  dass  die  Darstellung  einer  eindeutigen  Func- 
tion f{z)  durch  eine  Fotenzreihe  nach  s,  falls  sie  überhaupt  möglich  istf 
auch  nur  auf  eine  einzige  Weise  möglich  sein  kann.  Denn  die  Coefficien- 
ten dieser  Beihe  müssen  den  Werthen  der  Function  und  ihrer  Ableitungen 
an  der  Stelle  z  =  0  gleich  sein. 

In  der  That,  waren  zwei  innerhalb  des  nämlichen  Gebietes  con- 
vergente  Entwickelungen  gefunden: 

f{z)  =  ^0  +  a,^  -f-  «2-2'^  +    •   •   •    ««^"  +    •  •  • 

f{z)  =  b,  +  b,z+  Ly-  +  .  .  .  b„z-  +   .  .  .  , 
so  wäre 

0  =  («0  -  h,)  +  («,  -  6,)«  +  {a,  -  b,)z^  +...(„„_  6„)«»  +  .  . 

und  da  sämmtliche  Ableitungen  der  Constanten  Null  bei  allen  Werthen 
von  z  ebenfalls  Null  sind,  so  muss  auch 

^0  —  ^0  =  ^}     ^1  "~  ^1  =  ^5      ^2  -    b.y  =  0,     .  ,  .  an  —  bn  =  0 
sein. 


Drittes  Capitel. 

Ueber  die  Verschwindungswerthe   einer  Potenzreihe,    insbesondere 
der  ganzen  rationalen  algebraischen  Function. 

87.  Der  im  vorigen  Paragraphen  für  die  Potenzreihen  zuletzt  be- 
wiesene Satz  dient  zur  Beantwortung  der  Frage:  wie  viel  Funlde  im 
Innern  eines  Convergenzhreises  sich  befinden,  für  welche  die  Function 
f{z)  verschwindet? 

Die  Function   verschwindet  in   einem  Punkte  Zq,   sobald  derselbe, 

zum  Mittel])unkte  gewählt,  eine  Reihenentwickelung  liefert,  in  der  das 

erste  Glied  /'(^q)  Null   wird.     Verschwinden   auch   andere,    auf   diesen 

folgende    Glieder,    so    dass   die  Reihenentwickeluug    mit    dem   Gliede 

h" 
t/"(^o)  beginnt,    so  heisst  der  Punkt  ein  Verschwinduugspuukt  von 

der  Ordnung  n^   er  soll  wie  n  Verschwindungspunkte  gezählt  werden; 

es  bleibt  alsdann  der  Quotient  ^  -  ""^  *^  an  der  Stelle  h  =  0  endlich. 

Zuerst  ist  zu  beweisen:  Die  Function  f(z)  kann  nicht  an  unend- 
lich vielen  Punkten  im  Innern  eines  Convergenzkreises  von  endlicher 


158  Zweites  Buch.    Drittes  Capitel:  §.87.  88. 

Ausdehnung  Null  werden,  ohne  dass  sie  identisch,  d.  h.  überall  im 
Kreise  Null  ist,  so  dass  alle  Coefficienten  der  Potenzreihe  verschwin- 
den. Sind  nämlich  unendlich  viele  Punkte  vorhanden,  so  giebt  es  auch 
einen  Bereich  von  beliebig  kleiner  Ausdehnung,  w^elcher  unendlich 
viele  der  Verschwindungspunkte  enthält.  Denn  wird  das  ganze  Gebiet 
in  n  Theile  getheilt  {n  beliebig  gross,  aber  endlich),  so  müssen  min- 
destens in  einem  dieser  Theile  noch  immer  unendlich  viele  Verschwin- 
dungspunkte liegen. 

Es  sei  z  ein  Punkt  in  solchem  Bereiche;  der  Ausdruck 

1)  f{z  +  h) = m  +  A  fi,)  +  ji'_  r\,)+ ...     . 

muss  zu  Null  werden  für  einen  /i-Werth,  dessen  Modul  beliebig  klein 
ist.  Da  die  Coefficienten  von  /^,  h'^  .  ..  endliche  Grössen  sind,  so  wird 
der  Betrag  der  mit  h  multiplicirten  Glieder  beliebig  klein;  es  muss 
demnach,  soll  der  Ausdruck  verschwinden,  auch  der  Betrag  von  f{z) 
kleiner  sein  als  jede  endliche  Grösse,  d.  h.  da  f{z)  ein  bestimmter 
Werth  ist,  muss 

sein.     Man  betrachte  nun  das  Product: 

es  giebt  einen  beliebig  kleinen  aber  endlichen  /i-Werth,  für  welchen 
dasselbe  Null  wird;  also  der  in  der  Klammer  stehende  Factor  ver- 
schwindet.    Daraus  folgt  wie  vorhin: 

/•'(«)  =  0. 

Desgleichen  ergiebt  sich  aus  dem  Producte 


Ä2 


[hn')  +  y"'^')  +  "] 


das  Verschwinden  von  f"(ß)j  und  so  fort:  f"{z)  .  .  .  =  f'^{z)  .  .  .  =  0. 
f\z  -f  h)  verschwindet  demnach  mit  allen  seinen  Ableitungen  für  alle 
Werthe  von  z  ~{-  hy  die  im  Innern  des  Couvergenzkreises  der  Reihe  1) 
liegen.  In  diesem  Kreise  liefert  ein  Punkt  0\  für  welchen  mod;2f'<  mod  0 
ist,  zum  Mittelpunkte  gewählt,  eine  Reihenentwickelung,  deren  Radius 
H'  =  B  —  mod  {z')  >  H  ist.  Diese  Reihenentwickelung  enthält  lau- 
ter verschwindende  Coefficienten ,  d.  h.  die  Function  ist  auch  in  diesem 
grösseren  Kreise  überall  gleich  Null.  Indem  man  einen  Punkt  s"  im 
Innern  dieses  Kreises  zum  Mittelpunkte  macht,  gewinnt  man  einen 
neuen  Kreis,  und  dieses  Verfahren  lässt  sich  fortsetzen,  bis  man  zu 
einem  Kreise  gelangt,  der  den  Nullpunkt  einschliesst.  Da  für  diesen 
Punkt  die  Function  mit  allen  ihren  Ableitungen  Null  ist,  so  gilt  das 
gleiche  für  alle  Punkte  des  ursprünglichen  Convergenzkreises  der  Reihe: 


-^,.0urvu-(^'<^— .. 
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f{z)  '-=  a,  +  a^z  +  (L,z'  +  •  •  •  ««^"  +  .  .  •      ■ 
d.  h.  es  ist 
f{0)  =  a,=  0,    f\0)=a,  =  0,  f\0)  =  2\a^=0  , . .  f\0)  =  n\an^O. 

Der  Satz  liefert  eine  Verallgemeinerung  des  am  Schlüsse  des  vorigen 
Capitels  über  die  eindeutige  Darstellung  einer  Function  durch  eine 
Potenzreihe  bewiesenen  Theorems.     Denn  aus  ihm  folgt: 

Haben  zwei  Potenzreihen  auch  nur  in  unendlich  vielen  Punkten 
eines  Gebietes  denselben  Werth,  so  sind  sie  in  dem  ganzen  gemein- 
samen Theile  ihrer  Convergenzgebiete  identisch.  Denn  heissen  die 
beiden  Reihen: 

a,  +  a,{z-a)+a,{z-af+...  und  h,  +  h,{z-ß)  ^h,{z -ßy-\- .  :. 
so  lässt  sich  die  Differenz  dieser  beiden  Reihen  für  einen  Punkt  y,  der 
im  Innern  des  den  Convergenzkreisen  gemeinsamen  Gebietes  liegt ^  in 
eine  Potenzreihe  Cq  +  c,  (^  —  y)  +  ^2('^  —  yY  ~\~  -  -  •  entwickeln.  Die- 
selbe verschwindet  in  unendlich  vielen  Punkten,  und  sonach  ist  sie 
innerhalb  ihres  ganzen  Convergenzkreises  Null.  Man  kann  aber  von 
dieser  Potenzreihe  aus,  indem  man  einen  neuen  Punkt  im  Innern  des 
Convergenzkreises  zum  Mittelpunkte  einer  Reihenentwickelung  wählt, 
die  ebenfalls  verschwinden  muss,  und  dieses  Verfahren  fortsetzt,  zu 
jedem  anderen  Punkte,  der  in  endlicher  aber  beliebig  kleiner  Entfer- 
nung von  den  Grenzen  liegt,  gelangen. 

88.  Es  sei  ein  Convergenzgebiet  mit  dem  Radius  R  zu  unter- 
suchen; da  in  jedem  endlichen  Theile  der  Ebene  nur  eine  endliche 
Anzahl  von  Verschwindungspunkten  vorhanden  ist,  so  können  wir 
annehmen,  dass  auf  dem  begrenzenden  Kreise  keiner  dieser  Punkte 
gelegen  ist.  Die  im  Innern  befindlichen Verschwindungspunkte  heissen: 
z^^  Z2  '  .  '  Zvy     ihre  Ordnungszahlen  A, ,  k^  •  •  •  ^v- 

Man  bilde  das  Product: 

TT(^)  =  (^  —  ^,)^'  {z  —  z^y-^  .  ,  .'{z  —  Zvf^ 
f(z)  ist  durch  T]{z)  theilbar,  derart  dass  der  Quotient  eine  Potenzreihe  ist, 
convergent  für  das  ursprüngliche  Gebiet,   die  an  keiner  Stelle  im  Ge- 
biet Null  wird.    Um  dies  einzusehen,  beachte  man,  dass  nach  der  oben 
angegebenen  Entwickelung ,  indem  man  h*=  z  —  z^  setzt: 

f(0)  =  Rz,  +  ^  _  ^,)  =  f\z,)  +  '-^fiz,)  +  ^'-^'^f'M  +  ... 

wird;  da  z^  ein  Verschwindungspunkt  von  der  Ordnung  Aj  ist,  so  sind 

f(^,)  =  f'M  =  />■)  •  •  •  =  f'-'i'^d  =  0, 


also  ist 


^fH^.)+i:^%f'^K^^.)+' 


Diese  nach  Potenzen  von  z  —  z^  fortschreitende  unbedingt  convergente 
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Reihe  kann  wieder  nach  Potenzen  von  z  geordnet  werden  und  erhält 
den  ursprünglichen  Convergenzkreis.  Denn  der  Convergenzkreis  dieser 
Reihe  muss  wiederum  den  für  die  Entwickelung  nach  Potenzen  von 
{z  —  ^jV'  geltenden  umschliessen.  Die  neue  Reihe,  welche  sich  ergiebt, 
verschwindet  im  Punkte  z^  von  der  Ordnung  A^;  sie  ist  also  durch 
{s  —  z.^^-"  theilbar;  auf  diese  Weise  erhält  man  schliesslich 

nj-j-'Pi^)    oder    /■(^)  =  nw.(pw 

wo  cp{z)  eine  Potenzreihe  ist,  die  an  keiner  Stelle  im  Gebiete  Null  wird. 

Die  bisher   bewiesenen   Sätze    gelten    insbesondere  für   die   ganze 
rationale  algebraische  Function: 

f(z)  =  a„  +  «1^  +  a^S'  +  .  .  .  +  a«^". 
Das  Convergenzgebiet  dieser  Function,  in  welcher  a^  .  .  .  a«  bestimmte 
endliche  complexe  Werthe  bedeuten,  ist  die  ganze  Ebene,  d.  h.  zu 
jedem  endlichen  Werthe  von  z  gehört  ein  bestimmter  endlicher  Werth 
von  f{z) ;  diese  Function  kann  nicht  für  unendlich  viele  Werthe  von 
z  verschwinden,  ohne  dass  sie  identisch  verschwindet;  und  weiter  sind 
z^J  Z2  .  .  .  Zv  Verschwindungspunkte,  so  ist  f{z)  durch  H  {z)  theilbar, 
derart,  dass  der  Quotient  selbst  wieder  eine  ganze  rationale  algebraische 
Function  ist;  hier  wird,  wenn  ^1+^2+  ...  A,,  =  w  ist,  cp{z)  con- 
stant  gleich  «„.  Eine  ganze  rationale  algebraische  Function  von  der 
Ordnung  n  kann  also  sicherlich  nicht  mehr  als  n  Verschwindungs- 
punkte in  der  ganzen  Ebene  haben. 

89.    Bildet  man  den  Logarithmus  von  f{z),  so  wird 
.lf{z)  =  l'niz)  +  l(p{z)==  lJ{Z  —  Zi)+  ?^2K^"^2)+  '  •  • 

+  .   .  .    kvl{z  —  Zr)  +  l(p{z). 

Für  jeden  der  auf  der  rechten  Seite  stehenden  Logarithmen  nehme 
man  einen  der  unendlich  vielen  Werthe,  die  er  besitzt,  und  lasse  z 
die  Peripherie  des  begrenzenden  Kreises  von  irgend  einem  Punkte  Ä 
an  so  durchlaufen,  dass  das  Innere  des  Kreises  zur  Linken  bleibt. 
Da  das  Argument  z  —  ^j  im  Innern  des  Kreises  nur  einmal  verschwin- 
det, nämlich  an  der  Stelle  z  =  Zi,  so  wird  der  Logarithmus,  wenn  er 
in  den  Punkt  Ä  zurückkehrt,  einen  Werth  erhalten,  der  von  dem 
Anfangs  werthe  um  2  in  unferschieden  ist,  §.  82,  5;  dasselbe  wird  mit 
l{z  —  Z2)  ...  l{z  —  Zv)  der  Fall  sein;  der  log  (p{z)  dagegen  erhält 
bei  seiner  Rückkehr  in  den  Punkt  Ä  denselben  Werth,  den  er  im 
Anfange  besass,  weil  g){z)  in  keinem  Punkte  im  Innern  des  Kreises 
verschwindet,  vielmehr  für  jeden  Punkt  (p{z)  einen  bestimmten  end- 
lichen sich  stetig  ändernden  Werth  hat,  so  dass  kein  Verzweigungspunkt 
des  Logarithmus  eingeschlossen  ist.  Demnach  erkennt  man:  Liegen  im 
Convergenzkreise  v  Verschwindungspunkte ,  so  ändert  sich  der  Werth  von 
lf(z)^  wenn  n  alle  Funkte  auf  der  Peripherie  durchläuft,    um  2inv\ 
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und  umgekehrt:  ist  27t iv  die  Aenderuny  des  Logarithmus  heitn  Durch' 
laufen  des  Convergenzkreises  y  so  ist  v  die  ÄnmJd  der  Verschwindungs- 
punMe  im  Innern  dieses  Kreises. 

90.  Wendet  man  diesen  Satz  auf  die  algebraische  Function  an, 
so  lässt  sich  der  Radius  eines  Kreises,  für  dessen  Punkte  die 
Werthe  von  2  gebildet  werden  sollen,  so  gross  nehmen,  dass  der 
Betrag  des  Gliedes  a„^^  alle  übrigen  bei  weitem  übertrifft,  mithin  der 
Betrag  von: 

Oo+ a, 0  +  ag 2;2  _j- .  .  .  ft  _^ /»- 1 


kleiner  wird  als  eine  beliebig  kleine  Grosse  6]  um  dieses  zu  erreichen, 
hat  man  nur  mod  0  grösser  als  eins  zu  nehmen  und  so  zu  bestimmen, 
dass  auch 

mod^> -^^ -^, 

wobei 'die  Ä  Moduln  der  Coefficienten  a  bezeichnen;  sodann  setze  man: 

unter  s  die  complexe  Grösse  verstanden,  deren  Modul  kleiner  ist  als  d. 

Der  ?(1  -f-  f),  gebildet  von  einer  bestimmten  Stelle  auf  dem  be- 
grenzenden Kreise,  weicht  überall  von  dem  1(1)  '^  ^2Jci7C  beliebig 
wenig  ab;  beginnt  man  mit  einem  Werthe  des  Logarithmus,  z.  ß.  mit 
dem  einfachsten ,  so  wird  bei  Aenderung  des  Werthes  s  der  zugehörige 
Logarithmus,  da  er  sich  stetig  ändern  soll,  stets  nur  beliebig  wenig 
von  dem  einfachsten  Werthe  von  Z(l)  nämlich  Null  differiren;  ist  s  in 
den  Anfangsi)unkt  zurückgekehrt,  so  ist  der  Werth  von  l{\  -\- f)  niclit 
um  ein  Vielfaches  von  27ci  gewachsen. 

lianS^)  =  nl{an3)  ändert  beim  Umlauf  um  den  Kreis  sein  Argu- 
ment um  27ti  ,  n,  da  der  Punkt  ^  =  0  in  diesem  Kreise  eingeschlos- 
sen liegt.  Sonach  erleidet  lf{^)  die  Aenderung  2 7t in,  d.  h.  in  dctn 
Convergenzkreise  mit  heliehig  grossem  Radius  sind  stets  n  Werthe  vor- 
handen ^  für  welche  die  rationale  Function 

«0  +  a^2  -{-  a.^3-  +  .  .  •  a^s" 

Nidl  wird]  die  Verschwindungspunkte  können  zum  Theil  zusammen- 
fallen ,  stets  aber  ist  die  Gesammtsumme  der  Ordnungen  des  Verschwin- 
dens  gleich  n.  Dieser  Satz,  welcher  auch  in  die  Worte  gefasst  werden 
kann:  Jede  Gleichung  n^^""  Grades: 

f{z)  =  «„  +  a,^  +  «2^^  +  •  •  •  rt«^"  =  0 
hat   n    complexe    Wurzeln,    heisst    der   Fundameutalsatz    der   Al- 

TTarnack,  Differential-  u.  Integralrechnung.  11 
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gebra*).  Sind  die  Coefficienten  üq,  üy  .  .  .  a„  alle  reell,  und  be- 
sitzt die  Gleichung  eine  complexe  Wurzel  2  =  a  -{-  ißj  so  besitzt 
sie  auch  die  conjugirte  complexe  Wurzel  z  =  a.  —  iß-^  denn  es  ist 
allgemein 

f{a  +  iß)  =  U+iV,         f{a  —  iß)  ==  U-  iV. 

Ist  a  -\-  iß  eine  Wurzel,  so  wird   U  sowohl  wie   V  gleich  Null. 
Die  implicite  algebraische  Function  §.  25: 

in  welcher  Aq  , . .  An  ganze  Polynome  in  x  bedeuten,  ist  sonach,  wenn 
die  complexen  Lösungen  mit  berücksichtigt  werden,  eine  >^- deutige 
Function,  d.  h.  zu  jedem  Werthe  von  x,  durch  welchen  die  Coefficien- 
ten A(^  .  .  .  An  bestimmte  Werthe  erhalten,  gehören  w  gleiche  oder 
verschiedene  Werthe  von  y,  nämlich  die  n  Wurzeln  der  Gleichung 
»i''^"  Grades. 

Die  Berechnung  der  n  Wurzelwerthe ,  d.  h.  die  Darstellung  der- 
selben als  Function  der  Coefficienten,  bildet  den  Gegenstand  der 
Gleichungstheorie.  So  lange  w  <C  4  ist,  lassen  sich  die  Wurzeln  mit 
Hülfe  der  expliciten  algebraischen  Rechnungsoperationen,  der  sechs 
ersten  Species,  in  geschlossener  Form  als  Functionen  der  Coefficienten 
entwickeln;  ist  w  >  4,  so  liefert  die  Auflösung  der  allgemeinen  Glei- 
chung neue  Functionen,  deren  Eigenschaften  im  folgenden  Capitel 
untersucht  werden  sollen.  In  allen  Fällen  aber  ist  es,  wenn  die  Coef- 
ficienten einer  Gleichung  in  der  Form  bestimmter  numerischer  Zahlen 
gegeben  sind,  möglich,  jede  Wurzel  mit  beliebiger  Annäherung  nume- 
risch auszudrücken,  d.  h.  nach  der  Methode  der  Einschliessung  in 
Grenzen  zwei  unendliche  Folgen  von  rationalen  Zahlen  zu  bilden,  von 
denen  die  eine  den  rellen,  die  andere  den  Factor  des  imaginären  Be- 
standtheiles  einer  Wurzel  zum  Grenzwerthe  hat. 


*)  Der  Satz  ist  zuerst  bewiesen  worden  von  Gauss  in  seiner  Doctordisser- 
tation  1799  mit  einer  Ergänzung  vom  Jahre  1849;  zwei  andere  Beweise  hat  Gauss 
im  Jahre  1815  und  1816  veröiFenilicht  (siehe  Gauss' Werke  Bd.  3).  Der  im  Texte 
ausgeführte  Beweis  mit  seiner  Anwendbarkeit  auf  Potenzreihen  rührt  im  wesent- 
lichen von  Cauchy  her  (Journal  de  Tlilcole  polytechnique,  Cahier  25.  1837);  der- 
selbe hatte  früher  in  seiner  Analyse  algöbr.  chap.  X  1821  einen  elementaren  Be- 
weis für  die  Existenz  der  n  Wurzeln  einer  Gleichung  gegeben,  der  dem  Principe 
nach  mit  dem  von  Argand  (Gergonne  Ann.  Bd.  V,  1815)  geführten  überein- 
stimmt. 
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Viertes  Capitel. 

Die  implicite  algebraische  Function*). 

91.  Die  allgemeinste  Form,  durch  welche  eine  Variabele  m;  als  al- 
gebraische Function  der  Veränderlichen  z  definirt  wird,  ist  ein 
Polynom,  welches  aus  ganzzahligen  Potenzen  von  z  und  w  besteht: 

1)      /*(w;«,  z''')  =  «^"  9^0  (^)  +  ^""^  (p^(z)-\-  ...w  (pn-i  (z)  +  qjn  (^)  -=  0, 

wobei  die  Factoren  (p{z)  ganze  Polynome  mit  complexen  Coefficienten 
von  beliebigem  Grade  in  z  sind.  Der  höchste  Grad,  welcher  vorkommt, 
heisse  m.  Die  Form  ist  von  der  >^*<^"  Ordnung  in  w^  indem  wir 
annehmen,  dass  in  dem  Polynome  cp^^iz)  nicht  alle  Coefficienten  Null 
sind;  vielmehr  möge  cp^^  vom  Ä;^^""  Grade  (Ic  =  0  bedeute  eine  Constante) 
in  z  sein.  Es  darf  vorausgesetzt  werden,  dass  die  Form  1)  nicht  redu- 
cibel,  d,  h.  nicht  in  Producte  algebraischer  Ausdrücke  von  niederer 
Ordnung  zerlegbar  ist;  denn  in  diesem  Falle  Hesse  sich  jeder  einzelne 
Factor  gleich  Null  gesetzt  untersuchen. 

Die  ganzen  und  die  gebrochenen  rationalen  Functionen  sind  in 
dieser  Form  enthalten,  für  dieselben  wird  n=  1;  desgleichen  die  früher 
behandelte  explicite  irrationale  Function: 

P. 
w  =  {z  —  a)5  ,  welche  in  der  Form  1)  lautet:  W^  —  [z  —  a)P  ==  0. 

Jedem  Werthe  von  z  entsprechen  zufolge  der  Gleichung  1),  wie 
in  dem  vorigen  Capitel  bewiesen  wurde,  n  bestimmt  verschiedene  oder 
gleiche  Werthe  von  w  (Wurzeln  der  Gleichung  1).  Dieselben  seien  mit 
w^fW2...  Wn  bezeichnet;  sie  werden  sich  je  nach  dem  Werthe  von  z 
ändern.  Die  Gleichung  1)  liefert  also  n  Functionen  von  Zy  oder  mit 
anderen  Worten :  sie  bestimmt  eine  w- deutige  Function  von  z.  Die  fol- 
genden Untersuchungen  haben  darzuthun,  wie  sich  diese  n  Zweige  der 
Function  von  einander  trennen  lassen,  und  in  wie  weit  dieselben  stetige 
Functionen  mit  bestimmten  Ableitungen  sind**). 

02.  Wird  die  Function  w  an  einer  bestimmten  Stelle  betrachtet, 
also  zu  einem  bestimmten  Werthe  z  ==  Zq  einer  der  möglichen  Werthe 
w  berechnet,  so  fragt  es  sich,  wie  bei  einer  Aenderung  des  ;2f-Werthes 
dieser  zugehörige  Werth  von  w  verändert  wird.  Die  Stelle  Z(^j  welche 
zum  Ausgangspunkte  gewählt  ist,  kann  immer  im  Endlichen  angenom- 
men werden;   denn   wenn   es  sich  darum  handelt,   die  Aenderung  von 


*)  In  diesem  Capitel  werden  die  Sätze  der  Algebra  über  die  Resultante 
und  Discriminante  als  bekannt  vorausgesetzt. 

**)  Cauchy:  Exercices  d'analyse  et  de  physique  mathdmatique.  Tome  II. 
Puiseux:  Journal  de  Mathematiques  T.  XV  et  XVI.  (in  deutscher  Uebersetzung 
V.  Fischer,  Halle  1861).  Briot  et  Bouquet:  Theorie  des  fonctions  elliptiques. 
Paris  1876. 

U* 
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w  von  einem  unendlichen  Wertlie  z  an  zu  untersuchen,  so  setze  man 

z  =  ~ ,    führe    durch   diese   Substitution   den  Ausdruck   1)    in  eine 

Relation  zwischen  w  und  /  über,  und  untersuche  die  Werthe,  welche 
w  an  der  Stelle  z  =  a  annimmt. 

Es  muss  zuerst  festgestellt  werden,  welche  Art  von  siugulären 
Stellen  auftreten  können.  Eine  Gleichung  n^^"  Grades  ergiebt  stets 
n  Wurzeln.  Dieselben  können  nur  darin  Besonderheiten  aufweisen, 
dass  sie  (da  die  Coefficienten  der  Gleichung  1)  variabel  sind)  unend- 
lich gross,  oder  dass  mehrere  einander  gleich  werden.  Dies  sind  die 
beiden  Arten  von  Singularitäten.  Indem  wir  sie  näher  untersuchen, 
wollen  wir  nachweisen,   dass  die  Anzahl  der  Stellen  eine  endliche  ist. 

1.  Man  setze  tv  =  ,  und  bestimme  die  Stellen,  an  denen  «(;'=0 
wird,  so  hat  man  statt  der  Gleichung  1): 

Soll  w'  nach  dem  Werthe  Null  convergiren,  so  muss  (p^^{0)  =  0  wer- 
den. Dieses  Polynom  vom  Grade  Z;  bestimmt  Je  getrennte  oder  zusam- 
menfallende, im  Endlichen  gelegene  Punkte,  bei  denen  ein  Werth  von 
w  über  jeden  Betrag  hinaus  wächst.  Ich  bezeichne  sie  im  folgenden 
mit  «, ,  «2  •  •  •  «)t  5  sie  sind ,  wenn  keine  weiteren  Bedingungen  hinzu- 
kommen, ausserwesentUche  singulare  Punkte]  denn  aus  der  Gleichung 

W(Pq{0)  ==  -  (p^{z)  —  l  (p.,(z)  -  .  ..-~~^  (Pn-i{z)  -  ^,  (Pn{^) 

folgt,  dass,  wenn  für  0  =  a,  w  unendlich  wird,  doch  das  Product 
iv(p(^{z)  =  —  g)^{0)  endlich  bleibt. 

In  solch  einem  singulären  Punkte  werden  ausser  dem  einen  un- 
endlichen Werthe  noch  n  —  1  andere,  im  allgemeinen  endliche  Werthe 
von  w  vorhanden  sein,  die  aus  der  Gleichung 

?^;»-'9),(«)  +  w"--cp.i{a)  +  ...  w(pn-i{cc)  +  (pn{cc)  =  0 

hervorgehen.  Nur  falls  auch  qpj  («)  =  0  ist,  wird  noch  ein  zweiter 
Werth  von  w  unendlich;  falls  auch  (p^{a)  ==  0  ist,  ein  dritter  u.  s.  f. 
Solch  ein  Punkt  a  kann  den  Charakter  des  ausserwesentlichen  sin- 
gulären verlieren,  weil  er  zugleich  ein  kritischer  Punkt  wird.  Die 
kritischen  Punkte  bilden  die  zweite  Art  der  Singularität. 

2.  Wenn  ein  algebraischer  Ausdruck  f(w)  von  der  Ordnung  n  an 
einer  bestimmten  Stelle  w^  im  Endlichen  untersucht  werden  soll,  so 
bringe  man  ihn  (§.  87)  auf  die  Form : 

K^) = A(«',j  +  {w-  «.,)/■'(«-,) + <"'  if 'V"(^,) + •  •  •  ?^^'"  n^<^^■ 

Verschwindet/*  für  tv  =  w^  einfach,  so  ist  '(?<;,)  =  0,  während  der 
Werth  der  ersten  Ableitung  f\w^)  an  dieser  Stelle  von  Null  verschieden 
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ist.  Ist  aber  w  =  tVi  eine  'A- fache  Wurzel,  so  verschwinden  auch 
sämmtliche  Ableitungen  bis  zur  A  —  1^*^"  inclusive: 

flw)  =  0,    fiw,)  =  0,  ...  f-\w,)  =  0. 

Wenn  also  bei  der  Gleichung  1):  ({tV^j  ^"*)  =  0  eine  Doppelwurzel 
oder  eine  vielfache  w  =  w^  auftritt,  so  kann  das  nur  bei  denjenigen 
Werthen  von  z  geschehen,  für  welche  zugleich  die  Ableitung 

Null  wird.  Aus  diesem  Satze  wird  in  der  Algebra  die  Bedingung  ab- 
geleitet, welche  zwischen  den  Coefficienten  einer  Gleichung,  die  eine 
Doppelwurzel  besitzt,  besteht:  Indem  man  die  Resultante  der  Gleichung 
und  ihrer  Ableitung  bildet  (durch  fortgesetzte  Division  oder  nach  Euler 
durch  Determinantenbildung  aus  den  Coefficienten  eines  Systems  von 
Gleichungen),  erhält  man  die  Discriminante  als  eine  ganze  rationale 
Function  der  Coefficienten.  In  der  Gleichung  /'(«t»",  ^'" )  =  0  sind  aber 
die  Coefficienten  selbst  ganze  Polynome  in  2,  und  sonach  findet  man, 
indem  man  die  Discriminante  gleich  Null  setzt,  eine  endliche  Zahl 
von  Punkten  (ich  bezeichne  sie  im  folgenden  mit  /3),  welche  allein 
kritische  Punkte  der  Function  w  sein  können,  d.  h.  Punkte,  an 
denen  zwei  oder  mehrere  Werthe  von  w  zusammenfallen. 

Ausser  den  Punkten  von  a  und  ß  bleibt  also  nur  noch  der  un- 
endlich  ferne   Punkt,    welcher  vermittelst  der   Substitution  2  =  -, 

'  z  —a 

zu  untersuchen  ist,  und  entweder  ein  regulärer  Punkt,  oder  ein  singu- 
lärer  der  ersten  oder  zweiten  Art  sein  kann. 

93.  Nunmehr  kann  der  Nachweis  erbracht  werden,  dass  jeder 
Zweig  der  algebraischen  Function  im  allgemeinen  stetig  verläuft.  Man 
umgrenze  in  der  ^- Ebene  sämmtliche  kritische  Punkte  durch  Kreise 
von  beliebig  kleinem  Radius,  desgleichen  die  ausserwesentlichen  sin- 
gulären  Punkte.  An  der  Stelle  z  ==  z^j  die  selbst  kein  kritischer 
Punkt,  oder  ein  ausserwesentlich  singulärer  sein  soll,  betrachte  man 
einen  der  n  möglichen  Werthe  von  Wy  z.  B.  den  Werth  w^.  (Die 
Stelle  z  =  z^^  kann  auch  ein  singulärer  Punkt  für  einige  der  übrigen 
Werthe  von  iv  sein-,  nur  nicht  für  den  Werth  w^,  d.  h.  dieser  muss 
hier  eine  einfache  und  endliche  Wurzel  der  Gleichung  sein.)  Ver- 
ändert man  nun  z  continuirlich,  indem  man  den  repräsentirenden 
Punkt  eine  beliebige  Curve,  welche  keine  der  eben  genannten  Greiiz- 
curven  überschreitet,  vom  Punkte  z^^  bis  zu  einem  andern  Punkte  Z 
durchlaufen  lässt,  so  verändert  sich,  wie  gezeigt  werden  soll,  auch  w, 
continuirlich. 

Bezeichnet  man  einen  auf  der  Curve  gelegeneHj  der  Stelle  Zq  henach- 
harten  Funkt  dtwch  z^j  -{-  Az   und  den  zugehörigen  Functionswerth  mit 
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w^  -^  Aw,    SO  miiss,  wenn  diese  Continuität  stattfindet,   zu  jeder  noch 
so  Meinen  Zahl  d  ein  Werth  h  angegeben  iverden  hjnnen ,  mit  der  Eigen- 
schaft j  dass  inod  Aw;  <  d,  5o  lange  mod  Az  ^h. 
In  der  Gleichung: 

setze  man  0  ==  Zq  -{-  A^,  w  ==  w^  -{'  Aiv,  und  denke  sich  dieselbe  nach 
Potenzen  von  Aw  geordnet: 

f(z,  +  As,  Wy  +  Aw)  =  Z„  +  AtvZ^  +  Aw'^Z,  +  .  .  .  Aw^Zn. 

Die  Coefficienten  Z^,  .  .  .  Z„  sind  Functionen  von  Az  und  den  Con- 
stanten ^„  und  tf^j.  Für  A^;  =  0  wird  eine  Wurzel  der  Gleichung 
Aw  =  0,  also  muss  Zq  verschwinden,  während  die  übrigen  endlichen 
Wurzeln  von  Aw,  vermehrt  um  Wi,  die  n —  1  übrigen  Werthe  dar- 
stellen ,  welche  die  algebraische  Function  an  der  Stelle  ^,^  besitzt.  Da 
an  dieser  Stelle  w^  keine  vielfache  Wurzel  ist,  so  ist  Z^  für  A<£f  ==  0 
sicherlich  von  Null  verschieden.  Der  Modul  von  Az  werde  nun  so  klein 
gewählt,  dass  für  alle  Werthe  innerhalb  des  um  Zq  mit  dieser  Grösse 
beschriebenen  Kreises  mod  Zq  nicht  grösser  wird  als  eine  bestimmte 
beliebig  kleine  Zahl  A]  der  Modul  von  Z^  wird  dabei  unter  einen  ge- 
wissen Betrag  B  nicht  herabsinken.  Diese  Forderung  ist  erfüllbar; 
durch  den  geforderten  Werth  A  wird  eine  obere  Grenze  von  Az  be- 
stimmt; denn  in  dem  Polynome  Z^^  kommt  kein  von  Az  freies  Glied 
vor,  während  ein  solches  in  Z^  enthalten  ist. 

Betrachtet  man  nun  die  Form 

az,  +  Az,  w,  +  Aw)  =  Z,Aw  [|  J^  +1  +  I  A^^+  . .  4;  A^(;-^] 

^Z^Aw[l  +  P] 
und  setzt  man  mod  Aw  =  d,  so  wird,   wenn  B  den  kleinsten  Betrag 
von  Zj  bezeichnet, 

mod  P  =  mod  \?J^  +  ^Aw  -] 

<  ^  I -^  +  d  mod  ^2  +  •  •  •  d 

also,  wenn  C  den  grössten  der  Moduln   von  Z2 
angenommenen  Grenze  für  Az  bezeichet, 

„,od  P  <  ^  p  +  C(d  +  .  .  .  d'.-.)]  <  ^  p-  +  ^l^  . 
Durch  Wahl  von  d  kann  man  ^  - — r  kleiner  als  —  machen  (s  willkür- 

ij   1  —  o  2  ^ 

lieh   klein).      Desgleichen   kann  man   den  Werth   von  A   und   dadurch 
die  obere  Grenze  für  A^  so  bestimmen,  dass,  wie  klein  auch  immer  d 

ist,  jb--j<Y  ^^^^)  dazu  muss  ^  <  € — - —  gewählt  werden;   und  die 


z, 

A^^"- 

-1 

n— 

'  mod  Zn  , 

.   . 

Zn 

innerhalb  der 
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dazu  gehörige  Grenze  für  A^  nenne  ich  h.  Nun  ist  zu  zeigen,  dass 
innerhalb  des  Kreises  mit  dem  Radius  d  eine  und  auch  nur  eine  Wur- 
zel der  Gleichung 

f{z,  +  A<^,  w,  +  /^w)  =  Z,/\w{\  +  P) 

liegt;  bei  jedem  Werthe  von  A-^,  dessen  Modul  <.  h  ist.  Das  geschieht 
vermittelst  des  Satzes: 

log  [f{0o  +  ^^;  "^1  +  ^H  =  iog  Z,  +  log  Aiv  +  log  (1  +  F). 
Führt  man  Aw  auf  dem  Kreise  um  Wj  mit  dem  Radius  d,  so  bleibt 
Z^  eine  Constante,  log  Aw  vermehrt  sich,  da  der  Nullpunkt  einge- 
schlossen ist,  um  2i7tj  log  (1  -|-  P)  aber  ändert,  da  der  mod  F  kleiner 
als  die  beliebig  kleine  Zahl  s  für  alle  Punkte  auf  dem  Kreise  bleibt, 
beim  Umlauf  seinen  imaginären  Bestandtheil  nicht;  und  folglich  liegt 
in  dem  Kreise  eine  Wurzel  Aw,  deren  Modul,  wie  zu  beweisen  war, 
kleiner  als  d. 

Sonach  folgt,  dass  auf  einem  bestimmten  Wege,  der  von  Zq  nach 
Z  führt,  ohne  die  Grenze  eines  kritischen  Punktes  zu  überschreiten, 
jeder  Werth  der  algebraischen  Function  w^  sich  eindeutig  und  con- 
tinuirlich  verändert. 

94.  Die  algebraische  Function  ist  hei  dieser  Veränderung  auch  eine 
analytische  Function ,  d.h.  sie  besitzt  an  jeder  regulären  Stellen  einen 
bestimmten  Differentialquotienten,  der  unabhängig  ist  vom  Differentiale 
d^  =  dx  -{-  idy.  Es  bezeichne  2  und  w^  z  -\-  Az  und  iv  -\-  Aw  ein 
Paar   zusammengehörige   Werthe;    convergirt   Az   nach  Null,   so   wird 

auch  At(;  ==  0,  es  handelt  sich  darum,  das  Verhälthiss  -r—  zu  bestimmen. 
Es  sei  mod  Az<h,   so   wird  mod  Aw  <  d.     Aus  der  Gleichung 
f{z  +  Az,  w  -{-  Atv)  =  0, 
die  nach  Potenzen  von  Az  und  Aiv  entwickelt  lautet: 

+  ; (f  { A,.  +  2  ffAsAw  +  ^ A «;^)  +  .  .  .  =  0, 

(sie  schliesst  mit  Gliedern  von  der  Dimension  Az"'  nnd  Aw'*  ab),  folgt, 
da  das  erste  Glied  verschwindet,  wenn  mit  Az  dividirt  wird: 

+  -~Az^{        )  +  ...  =0. 
Der  Quotient  -r^  ist  zufolge  dieser  Gleichuug  eine  w-werthige  al- 

L^Z 

gebraische  Function,  die  für  A^  ===  0  einen  und  nur  einen  endlichen 
Werth  hat,  nämlich: 
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^/\z/jz=.o  dz  '  div  ' 


weil  der  Voraussetzung    zufolge   die   Stelle   z    kein    kritischer    Punkt, 
und  also  tJ-   von  Null   verschieden  ist.     Es  ist  aber   soeben  bewiesen 

O'W 

worden,  dass  eine  einfache  Wurzel   einer   algebraischen  Function  sich 
in  der  Umgebung  jeder  Stelle  continuirlich  ändert;  demnach  ist 


/A/rN  __  di 

^A2  /j2={)         d 


diu  ^  _df  ,df 

z  dz  '  dw 


ein  Werth,    welcher   continuirlich   aus   dem    Diiferenzenquotienten   -r- 

laZ 

hervorgeht,  also  der  gesuchte  Differentialquotient  (Ableitung). 
Mithin  ist  hier  für  die  implicite  algebraische  Function  bei  jedwedem 
complexenWerthe  dieselbe  Differeutiationsregel  gefunden,  die  für  reelle 
Argumente  bereits  früher  aufgestellt  wurde.  (Dass  in  dieser  Darstel- 
lung der  Differentialquotient  auch  vermittelst  des  Werthes  iv  ausge- 
drückt ist,  beeinträchtigt  den  Satz,  dass  er  lediglich  durch  den  Werth 
von  z  bestimmt  ist,  nicht,  weil  iv  eindeutig  von  z  abhängt.) 

95.  Es  war  nothwendig,  stets  von  einem  bestimmten  Wege  zu 
sprechen,  den  das  Argument  z  von  z^^  bis  Z  durchlaufen  soll,  und 
dabei  die  Aenderung  eines  Zweiges  iv^  zu  betrachten.  Nun  entsteht 
die  Frage,  ob  der  Werth  von  w^  im  Punkte  Z  immer  derselbe  sein 
wird,  wie  auch  der  Weg  gewählt  sein  mag.  Denn  im  Punkte  Z  be- 
sitzt ja  die  algebraische  Function  n  verschiedene  Werthe;  es  ist  also 
denkbar,  dass  bei  verschiedenen  Wegen  auch  w^  in  diese  n  verschie- 
denen Werthe  übergeht. 

Begrenzen  zivei  verschiedene  von  z^  nach  Z  führende  Wege  eine  end- 
liche Fläche j  in  deren  Innern  {einschliesslich  der  Begrenzungscurven)  licin 
'kritischer  Funkt  gelegen  istj  so  sind  die  Werthe,  welche  w  im  End- 
punkte Z  erhält,  identisch.  Befinden  sich  dagegen  solche  Punkte  im 
Innern,    so   können    die  Werthe   verschiedene   sein. 

Wenn  kein  kritischer  Punkt  im  Innern  der  Fläche  liegt,  so  hat  der 
absolute  Betrag  der  Differenz  zwischen  den  verschiedenen  Werthen  von  w, 
welche  zu  einem  ^-Werthe  gehören,  eine  angebbare  endliche  Grösse  D  als 
Minimum.  Um  den  Punkt  Z(^  kann  man  einen  Kreis  mit  dem  Radius  h  schla- 
gen, so  dass  für  alle  Punkte  im  Innern  dieses  Kreises  von  den  zu- 
gehörigen Werthen  einer   und  nur  einer  von  dem  Werthe  w^  um  eine 

Grösse  abweicht,   deren  Modul  kleiner  als  -  ,   während   die  übrigen 

zu  einer  Stelle  gehörigen  Werthe  um  mehr  als  ^    von  Wi  abweichen 

sollen;    denn  «<;,  ist,   wie  bewiesen  wurde,    längs  jeder  stetigen  Curve 
eine  eindeutige  und  stetige  Function,   und   es  kann  an  jeder  Stelle  in 
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diesem  Kreise  nur  ein  Werth    um    weniger   als  —   von  w^  abweichen, 

weil  zwei  solcher  Werthe  sich  um  weniger  als  D  von  einander  unter- 
scheiden würden.  Dieser  Kreis 
durchschneide  die  Curve  I  zuerst 
im  Punkte  /,  der  zugehörige 
Werth  heisse  tv^  +  Aw  =  tv'- 
Um  den  Punkt  z  lässt  sich  ein 
Kreis  mit  dem  Radius  /*'  von  der 
gleichen  Eigenschaft  finden;  er 
durchschneide  die  Curve  I  im 
Punkte  z"]  es  ist  tv"  =  w'-{-  Aw 

(mod  Aw  <.  ^)-    ^0  fortfahrend 

gelangt  man  nach  einer  endlichen 
Anzahl  von  Processen  zu  einem 
Punkte  s^'  mit  dem  Werthe  w' 
und  von  diesem  zum  Punkte  Z 
mit  dem  Werthe 

W=  iv''-^  Aw  (mod  Aw  <  yJ- 

Zieht  man  nun  zwischen  1  und  II  eine  Curve  (2)  von  ^^  bis  Zy  und 
nennt  auf  dieser  Curve  die  Durchschnittspunkte  der  v  Kreise  t\  t"  .  . . 
t^ ,  so  soll  das  Stück  z^t'  innerhalb  des  Kreises  um  z^^,  t' t"  inner- 
halb des  Kreises  um  z'j  ...  t^'z  innerhalb  des  Kreises  um  z^  fallen. 
Alsdann  gehört  zu  t'  ein  und  nur  ein  Werth  w  =  v',  welcher  von  ^v^ 

um  eine  Grösse  abweicht,  deren  Modul  kleiner  ist  als    -•     Man  muss 

nun  einsehen:  bewegt  sich  z  auf  der  Curve  (2)  vom  Punkte  Zq  zu  ^', 
so  geht  w  stetig  vom  Werthe  tVy  gerade  in  diesen  Werth  v'  (und  in 
keinen  der  anderen)  über.    An  jeder  Stelle,  die  z  durchläuft,  ist  immer 

nur  ein  Werth  vorhanden,   der  von   Wy   um  weniger  als  —  abweicht. 

Soll  nun  bei  continuirlicher  Aenderung  w  einen  Werth  erreichen ,  des- 


1) 


sen  Unterschied  von  tv^  grösser  wird  als    - ,  so  raüsste  an  einer  Stelle 


dieser  Unterschied  gleich  —  werden;    solch   eine  Stelle  giebt  es   aber 

für  die  Punkte  im  Kreise  nicht.     Der  Betrag   der  Differenz   zwischen 
V   und  w'   beträgt    (da  t'   in   dem   um   z'   beschriebenen   Kreise   liegt) 

weniger  als    -•     Ebenso  gehört  zu  t"  ein  Werth   v'\    welcher,  da  ^" 

sich  auf  der  Peripherie  des  um  z'  beschriebenen  Kreises  befindet,  von 

dem  Werthe  tv'  um  weniger  als  --  abweicht.    Dieser  Werth  wird  beim 

Durchlaufen   der  Curve  (2)  von  t'  nach  t"  erhalten;    denn   würde   w 
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einen  andern  Endwerth  annehmen,  so  würde  sich  derselbe  von  w  um 
mehr  als  —  unterscheiden.    Auf  dem  Wege  ^'  f  müsste  also  ein  Punkt 

liegen,   bei   welchem   der  Unterschied  gleich  —  wird;    was  wiederum 

ausgeschlossen  ist,  weil  i  und  f  innerhalb  und  auf  dem  Kreise  um  z 
sich  befinden.     Da  f  in  dem  um  z'  beschriebenen  Kreise  liegt,  so  ist 

mod  \y"  —  iv"'\  <  y  • 

In  gleicher  Weise  wird    erkannt,   dass   mod  \xi^  —  w'^\  <  ^   ^^^  "^^^ 

diesen  Punkten  gelangt  man  zu  den  Werthen  W  und  F.  Hier  be- 
stehen die  Ungleichungen: 

mod  \_W  —  Wy\  <  Y ,      mod  \Y  —  Wy']  <  ^  ' 

Daraus  folgt,  dass  mod  \W —  Y\<,D. 

Da  nun  die  n  verschiedenen  Werthe  von  w  an  der  Stelle  Z  der 
Voraussetzung  zu  Folge  sich  von  einander  unterscheiden,  dergestalt, 
dass  der  Betrag  der  Differenz  mindestens  D  beträgt,  so  können  W 
und  V  nicht  zwei  verschiedene  Wurzelwerthe  bedeuten,  vielmehr  muss 
V=  W  sein.  Die  Curve  I  und  die  Curve  (2)  führen  also  zu  dem- 
selben Endwerthe.  Von  der  Curve  (2)  kann  mau  zu  einer  Curve  (3) 
übergehen,  welche  näher  bei  TI  liegt,  und  so  fortfahrend  muss  man 
schliesslich  zur  Curve  II  gelangen  können.  Denn  alle  Radien  h  sind 
von  endlicher  angebbarer  Grösse,  und  es  ist  also  nicht  möglich,  dass 
ein  progressus  in  infinitum  vorkommt.  Das  könnte  nur  dann  eintreten, 
wenn  sich  die  eingeschalteten  Curven  einem  kritischen  Punkte  von 
w  immer  mehr  nähern,  in  dessen  unmittelbarer  Umgebung  kein  Kreis 
bestimmt  werden   kann,    in    welchem   von   den   zugehörigen    Wurzeln 

immer  nur  eine  von  w^  um  weniger  als  — ,  welche  Grösse  hierbei  nach 

Null  convergirt,  unterschieden  ist.  Liegt  in  dem  eingeschlossenen 
Gebiet  ein  ausserwesentlicher  singulärer  Punkt,  der  nicht  zugleich 
kritischer  Punkt  ist,  so  bleibt  der  Satz  bestehen.  Denn  wiewohl  die 
algebraische  Function  in  demselben  unendlich  wird,  so  behält  sie  doch 
den  Charakter  einer  rationalen  Function  und  bleibt  eindeutig.  Um- 
schliesst  man  nämlich  den  Punkt  mit  einem  Kreise  von  beliebig  kleinem 
Radius,  so  wird,  während  z  diesen  Kreis  durchläuft,  die  eine  Wurzel, 
deren  Betrag  bei  Annäherung  an  die  kritische  Stelle  über  alle  Grenzen 
wächst,  eine  continuirliche  Werthreihe  durchlaufen,  die  in  den  Anfangs- 
werth  zurückkehrt.  Denn  in  diesem  Falle  ist  in  der  Gleichung/'(<^'"W)==0 
an  der  Stelle  z  =  a  (p^^{a)  =  0,  während  qp,(«)  von  Null  verschieden 
ist.     Setzt  man  also  ^  ==  a  +  A«  und  betrachtet  die  Gleichung: 
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so  kann  durch  Wahl  von  A«,  A^^  kleiner  gemacht  werden  als  eine 
beliebig  kleine  Zahl  A,  während  med  [A{]  sicherlich  grösser  bleibt  als 
eine  endliche  Zahl  B.  Folglich  gilt  gemäss  dem  Beweise  §.  93  von 
der  Gleichung  Aq  -\-  w'  A^  -{-  w"^  A^  .  .  .  w'"*  An  =  0,  dass  sie  bei  jedem 
Werthe  von  Aa  eine  und  nur  eine  Wurzel  besitzt,  für  welche  mod  w 

=  mod  —  <  ^;  oder  mod  ^  >  -v  wird,  d.  h.  durchläuft  z  den  beliebig 

kleinen  Kreis,  so  kann  der  Endwerth  von  w  mit  keiner  andern  Wurzel 
als  der  anfänglichen  übereinstimmen. 

Aus  dem  Satze  folgt  weiter:  Lässt  man  das  Argument  z  eine  im 
Endlichen  geschlossene  Curve  durchlaufen,  von  einem  Punkte  Zq  beginnend, 
welche  keinen  kritischen  Funkt  einschliesst,  so  erhält  w^  in  z^^  denselben 
Endwerth,  den  es  am  Anfang  besass. 

96.  Es  ist  mit  Hülfe  dieser  Sätze  noch  nicht  möglich,  sich  ein 
Bild  von  einem  Zweige  der  Function  zu  entwerfen.  Denn  wenn  man 
in  einem  Funkte  z^  den  Werth  iv^  berechnet  hat,  so  kann  man  zu 
jedem  andern  Punkte  noch  auf  sehr  verschiedenen  Wegen  gelangen, 
von  denen  je  zwei  einen  kritischen  Punkt  einschliessen,  und  man 
kann  daher  in  jedem  Punkte  noch  immer  je  nach  dem  Wege  verschie- 
dene Werthe  erhalten. 

Die  vollkommen  eindeutige  Darstellung,  welche  bei  der  expliciten 
irrationalen  Function  erzielt  wurde,  gelingt  nach  der  von  Riemann 
angegebenen  Methode  auch  hier,  wenn  zur  Repräsentation  von  z  nicht 
eine  einzige  Ebene,  sondern  n  gewählt  und  längs  Verzweigungsschnitten 
an  einander  geheftet  werden.  Dazu  müssen  die  Eigenschaften  der 
kritischen  Punkte  näher  untersucht  werden. 

Der  Punkt  z  =  0  sei  ein  regulärer  Punkt  für  alle  Werthe  der 
Function  w\  d.  h.  zu  demselben  mögen  n  einfache  und  endliche  Wur- 
zeln der  Gleichung  f{z'"',  w^)  =  0  gehören.  Man  denke  sich  n  ver- 
schiedene Ebenen  über  einander  gelagert;  jeder  derselben  ordne  man 
im  Punkte  z  =  Q  einen  der  Werthe  w^^  .  .  .  w^n  zu,  demnach  sei  jede 
Ebene  mit  einem  Index  1,2  ...n  bezeichnet.  Ferner  markire  man  in  jeder 
Ebene  alle  diejenigen  Punkte  ß,  welche  überhaupt  kritische  Punkte 
für  irgendwelche  Werthe  von  iv  sind,  und  führe  von  diesen  Punkten 
Curven,  welche  sich  selbst  und  einander  nicht  durchschneiden,  zum 
Unendlichkeitspunkte  ;  in  allen  n  Ebenen  sollen  dabei  die  von  einem 
Punkte  ßk  ausgehenden  Curven  identisch  sein. 

Jedem  Punkte  der  Ebene  I  ordne  man  nun  denjenigen  Werth  von 
w  zu,  welcher  aus  w^^  durch  stetige  Aenderung  hervorgeht,  wenn  das 
Argument  z  auf  einem  Wege  geführt  wird,  der  keine  von  den  Punkten 
ß  ausgehende  Curve  überschreitet.  Auf  diese  Weise  gehört  zu  jedem 
Punkte  ein  ganz  bestimmter  Werth  von  w,  und  dies  System  von  Werthen 
w  ist  im  allgemeinen  ein  stetiges.     Nur  zu  beiden  Seiten  einer  Curve 
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ß  ist  es  möglich,  dass  die  Werthe  von  w  um  eine  endliche  Grösse 
differiren.  Wir  wollen  die  beiden  Seiten  durch  die  Benennung  links 
und  rechts  unterscheiden,  indem  wir  die  Richtung  vom  Punkte  ß  zum 
Unendlichkeitspunkte  dabei  festhalten.  Ob  nun  eine  endliche  Differenz 
vorhanden  ist  oder  nicht,  entscheidet  man  folgendermassen.  Man  um- 
schliesse  den  Punkt  ß  mit  einem  beliebig  kleinen  Kreise,  und  lasse  das  Ar- 
gument z  denselben  durchlaufen,  indem  man  bei  dem  Durchschnittspunkte 
mit  der  Curve  ß  links  beginnt  und  wieder  in  denselben  zurückkehrt.  Ist  bei 
diesem  Umlauf  Wy  in  seinen  Anfangswerth  zurückgekehrt,  und  nicht 
in  einen  andern  der  n  —  1  noch  möglichen  Werthe  übergegangen, 
so  gehen  auch  zu  beiden  Seiteü  längs  der  ganzen  Curve  ß  die  Werthe 
von  w  in  einander  über;  ß  ist  dann  kein  Verzweigungspunkt  im 
Blatte  1;  die  von  ß  ausgehende  Curve  kann  hier  getilgt  werden.  Aen- 
dert  sich  aber  der  Werth  von  w  bei  diesem  Umlaufe,  so  hat  man  auf 
der  linken  Seite  von  ß  Werthe,  die  mit  ^(;,  bezeichnet  werden  sollen, 
auf  der  rechten  anderen  Werthe,  die  W2  heissen  mögen.  Man  denke 
sich  das  Blatt  längs  dieser  Curve  durchschnitten.  Dasselbe  führe  man 
bei  allen  Punkten  ß  aus,  die  Verzweigungspunkte  im  Blatte  1  sind, 
so  ist  nach  dieser  Zuordnung  tv  eine  stetige  Function  in  Bezug  auf 
alle  stetigen  Wege  im  Blatte  1,  die  keinen  Schnitt  überschreiten. 

Wenn  nun  auf  der  rechten  Seite  einer  Curve  ß  im  Blatte  1  Werthe 
IV2  von  w^  verschieden  vorhanden  sind,  so  muss  unter  den  übrigen 
Blättern,  bei  welchen  dem  Coordinatenanfangspunkte  die  Werthe 
tv.j^  .  .  .  Wn^  bezüglich  zugeordnet  wurden ,  eines  und  nur  eines  vor- 
handen sein  mit  der  Eigenschaft,  dass  den  Punkten  auf  der  linken 
Seite  der  Curve  ß  sämmtliche  Werthe  w.^  entsprechen.  Denn  der  Weg, 
auf  welchem  man  (im  ersten  Blatte)  von  w^^  nach  w^  gelangt  war, 
muss  auch  umgekehrt  W2  in  einen  der  Werthe,  den  w  an  der  Stelle 
0  =  0  besitzt,  zurückführen.  In  dem  bezüglichen  Blatte  (es  heisse  2, 
der  Anfangswerth  W2^)  gehören  also  zur  linken  Seite  der  Curve  ß  die 
Werthe  W2]  der  rechten  Seite  dagegen  können  nun  nicht  dieselben 
Werthe  w^  entsprechen  (denn  es  war  ja  angenommen,  dass  der  Weg, 
welcher  zu  einem  Punkte  der  rechten  Seite  führt,  t^/'  in  W2  überführt; 
also  ist  es  nicht  möglich,  wenn  man  denselben  Weg  umgekehrt  durch- 
läuft, von  W2  nach  W2^  zu  kommen).  Im  zweiten  Blatte  befinden  sich 
folglich  auf  der  rechten  Seite  der  Curve  ß  entweder  die  Werthe  w^ 
oder  neue  Werthe  w.^.  Im  ersten  Falle  hefte  man  die  linke  Seite 
des  ersten  Blattes  mit  der  rechten  des  zweiten  und  die  rechte  des 
ersten  mit  der  linken  Seite  des  zweiten  längs  der  ganzen  Curve  ß  zu- 
sammen, so  hat  man  um  den  Verzweigungspunkt  ß  eine  Windungs- 
fläche  erster  Ordnung  construirt.  Die  Blätter  1  und  2  bilden 
einen  Cyclus;  bei  einmaligem  Umlauf  des  Verzweigungspunktes  gelangt 
man  vom  ersten  ins  zweite  Blatt,   bei  nochmaligem  vom  zweiten  ins 
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erste.  Derselbe  Punkt  ß  kann  auch  für  die  übrigen  Blätter  eine  Win- 
dung erster  Ordnung  bestimmen. 

Aber  in  dem  Falle,  dass  Blatt  2  neue  Werthe  w.^  trägt,  muss 
dasjenige  dritte  Blatt  bestimmt  werden,  welches  auf  der  linken  Seite  der 
Curve  ß  die  Werthe  tv^  liefert.  Entweder  hat  dies  Blatt  dann  auf 
der  rechten  Seite  die  Werthe  w^y  so  bilden  die  drei  Blätter: 

1)  mit  den  Werthen  Wi  links,  W2  rechts, 

2)  mit  den  Werthen  w^  links,  w^  rechts, 

3)  mit  den   Werthen  w^  links,  w^  rechts 

einen  Cyclus,  und  liefern  eine  Windungsfläche  zweiter  Ordnung;  durch- 
läuft man  einen  Kreis  um  den  Punkt  ß,  so  dass  derselbe  zur  linken 
bleibt,  so  gelaugt  man  aus  dem  Blatte  1  nach  2,  bei  nochmaligem 
Umlaufe  von  2  nach  3,  und  beim  dritten  von  3  nach  1;  durchläuft 
man  den  Kreis  in  umgekehrter  Richtung,  so  kommt  man  aus  dem  1. 
ins  3.,  aus  dem  3.  ins  2.,  aus  dem  2.  ins  1.  Blatt.  Oder  zum  dritten 
Blatt  gehören  rechts  neue  Werthe  w^ ;  dann  giebt  es  ein  viertes  Blatt, 
welches  entweder  den  Cyclus  abschliesst,  oder  zu  neuen  Werthen  iVr, 
und  damit  zu  einer  Vergrösserung  des  Cyclus  führt. 

Sonach  gehören  zu  jedem  Verzweigungsschnitte  ß  gewisse  Cyclen 
von  Werthen ;  und  die  Zusammenheftung  der  verschiedenen  zum  Cyclus 
gehörigen  Blätter  längs  allen  Schnitten  führt  zu  einer  w- blättrigen 
Rie  mann 'sehen  Fläche;  zu  jeder  beliebigen  Curve,  die  man  auf  dieser 
Fläche  zieht,  mag  sie  Verzweigungsschnitte  überschreiten  oder  nicht, 
ist  die  algebraische  Function  w  durchaus  eindeutig  und  stetig.  (Sie 
kann  nur  in  den  ausserwesentlichen  singulären  Punkten  a  unendlich 
werden.) 

97.  Es  ist  nur  noch  eine  Bemerkung  zu  machen  über  die  Werthe 
von  w  im  ünendlichkeitspunkte.  Bei  der  Werthvertheilung,  wie  sie 
für  jedes  Blatt  getroffen  ist,  wird  der  Unendlichkeitspunkt  selbst  ein 
vieldeutiger  Punkt,  d.  h.  zu  beiden  Seiten  der  Curve  ß,  die  ein  Ver- 
zweigungsschnitt im  Blatte  1  ist,  bekommt  die  Function  w  für  ;sr  =  00 
die  beiden  Werthe,  welche  z.  B.  ^v^  und  W2  für  diesen  Werth  des 
Argumentes  annehmen.  In  noch  so  kleiner  endlicher  Entfernung  des 
Unendlichkeitspunktes  (wenn  wir  uns  statt  einer  Ebene  die  Kugelfläche 
denken)  oder  numerisch  ausgedrückt  bei  noch  so  grossem  Werthe  von 
z  herrscht  jedoch  volle  Eindeutigkeit. 

Der  Charakter  des  Unendlichkeitspunktes,  als  regulärer  oder  Ver- 
zweigungspunkt mit  bestimmten  Cyclen  (in  Bezug  auf  die  verschiedenen 
Werthe  von  tv),  wird  erkannt,  wenn  man  von  einem  Blatte  1  ausgehend 
einen  nur  den  ünendlichkeitspunkt  (und  keinen  andern  Verzweigungs- 
punkt) umschliessenden  Kreis  construirt,  und  die  Werthänderungvoni^'auf 
diesem  Kreise  beachtet.  Unter  einem,  nur  den  Unendlichkeits})unkt 
umschliessenden  Kreis  hat  man  sich  (wie  aus  der  Transformation  durch 
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reciproke  Radii  vectores  ersichtlich  wird)  einen  Kreis  um  den  Coordi- 
natenanfangspunkt  zu  denken,  dessen  Radius  beliebig  gross  sein  kann, 
aber  jedenfalls  so  gross  sein  muss,  dass  alle  im  Endlichen  befindlichen 
Verzweigungspunkte  im  Innern  liegen.  Wird  dieser  Kreis  so  durch- 
laufen, dass  die  endliche  Fläche  zur  rechten  bleibt,  so  bedeutet  dies 
ein  Umlaufen  des  ünendlichkeitspunktes,  der  zur  linken  eingeschlossen 
ist.     Demnach  besteht  die  Beziehung: 

Wenn  das  Umkreisen  sämmÜicher  im  Endlichen  gelegener  Ver- 
zweigiingspunMe  einen  Werth  w^  nicht  ändert  ^  so  ist  auch  der  ünend- 
lichkeitspimJct  kein  Verzweigungspunkt  für  w^ ;  und  umgekehrt. 

Wenn  dagegen  das  Umkreisen  sämmtlicher  im  Endlichen  gelegener 
Verzweigungspunkte  in  einer  bestimmten  Bichtung  einen  Cyclus  herbei- 
führt j  w^  in  W.2,  w^  in  w^^  .  .  ,  Wp^i  in  Wp,  endlich  Wp  in  w^  überführt j 
so  ist  der  Unendlichkeitspunkt  ein  Verzweigungspunkt  für  die  p  Blätter. 
Das  Umlaufen  des  Verzweigungspunktes  in  der  vorgezeichneten  Rich- 
tung (bei  der  Abbildung  durch  reciproke  Radii  vectores  verwandelt  sie 
sich  in  die  entgegengesetzte)  führt  den  nämlichen  Cyclus  herbei. 

98.  Die  allgemeine  Theorie  soll  an  folgenden  Beispielen  ausgeführt 
werden, 

1)  ^2   _   5(^   _   ß^^  ^^  _  ß^^  ^  0. 

Die  Grössen  h,  ß^^  ß^  haben  beliebige  complexe  Werthe;  ß^  und 
ß^  seien  verschieden.    Ausserwesentliche  singulare  Punkte  giebt  es,  wie 

aus  der  Substitution  —  hervorgeht,  im  Endlichen  nicht.  Die  kriti- 
schen Punkte  lassen  sich  hier  vermittelst  der  expliciten  Form  . 

w==\b{z-  ß,)  {z  -  ß,)y 

leicht  bestimmen.  Denn  an  den  Stellen,  an  welchen  die  beiden  Werthe 
einer  Quadratwurzel  einander  gleich  sind,  muss  die  Function  unter  der 
Wurzel  verschwinden,  also  sind  sie:  z  ==  ß^j  z==ß2- 

Bei  dem  Umlauf  um  solch  eine  Stelle  findet  Vertauschung  der 
Werthe  statt.  Denn  betrachtet  man  einen  benachbarten  Punkt  z  =  ß^-\-r  e''f 
{r  beliebig  klein),  so  ist  das  zugehörige  Werthpaar  von 

w  =  [hre^'P  (/3,  —  ^2  +  re^^)y', 

die  Argumente  der  beiden  Werthe  unterscheiden  sich  um  Jt.  Wählt 
man  einen  Werth  und  lässt  cp  alle  Werthe  von  Null  bis  27t  durch- 
laufen, so  tritt  e^'''  an  Stelle  von  e^.  Im  letzten  Factor  wird  das  Ar- 
gument nicht  um  27t  wachsen,  da  dasselbe  stets  von  dem  Argument 
der  Constanten  Zahl  ß^  —  ß.^  beliebig  wenig  abweicht.  Sonach  er- 
leidet die  Wurzel  die  Aenderung  um  den  Factor  e''',  d.  h.  die  Werthe 
vertauschen  sich.     Dasselbe  gilt  für  die  Stelle  ß^-     Beide  sind  sonach 
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VerzweigungspuDkte.    Längs  Schnitten,  welche  von  denselben  ausgehen, 
hängen  die  beiden  Blätter  zusammen. 

Nennt  man  Blatt  1)  dasjenige,  welches  im  Coordinatenanfangspunkte 
0  den  Werth  hat: 


w 


..  [hß^  ß^-]^  =  {B  B,  B,)^  [cos  -^±^^A  +  i  sin  ^"t^+li-] 

h  =  B  (cos  a  -\-  i  sin  «),         /3,  =  B,  (cos  ^,  +  ^  sin  ti) , 

ß2  =  ^2  (cos  ^2  +  ^  sin  t^), 
Blatt  2)  dasjenige,  für  welches 

io,o  =  (B  B,  B,)^-  [cos  ?L±*l±*i+l«  +  ,•  siu  « +*L±*cyj' J , 

SO  kann  man  entscheiden,  welcher  Werth  von  w  zu  jeder  Stelle  in 
jedem  Blatte  gehört,  nachdem  über  den  Verzweigungsschnitt  eine  Fest- 
setzung getroffen.  Wird  dieser  von  ß^  aus  parallel  der  positiven  Ab- 
scissenaxe  gezogen,  so  soll  entschieden  werden,  welche  Werthe  zum 
Blatte   1)  längs  der  Geraden  0/3j  gehören. 

Ein  Punkt  auf  dieser  Geraden  heisse  z  =  r  (cos  ^j  -|-  i  sin  ^J; 
zu  demselben  gehört: 

10  =  \B  (cosa4-^sina)  (r  — Bj)  (cosi/^^  +  ^'sin^^)  (r  (cos  ^^  +  i  sin  ^',)  — 

—  Bj  (cos  i)ci-\-  i  sin  V'-J]  ^  > 
oder  indem  man: 

T  (cos  i>^-\-  i  sin  ^,)  —  Bg  (cos  i/;.^  +  ^  sin  z/;.^)  =  P  (cos  O  +  ^  sin  0) 

(0  <  2:r) 
setzt,  für  r  <  Bj 

«,,  =  (B  (B.  -  ,•)  P)^^  [cos  "  +  *.  +  ■»  +  "  j.  ,•  sin  ?  +  ^.  +  »  +  »] , 

«,,  =  (B  (B,  _  r)  P)^  [cos  ?L-t*i±^+lf!  +  i  sin  « ±lt±^+ü] . 

Convergirt  nun  r  nach  Null,  so  wird  P  gleich  Bo,  O  =  ^^  +  ^5  ^•'^^ 
sieht  also,  dass  der  erste  Werlh  in  w^ ^  der  zweite  in  w^  übergeht. 
Letzterer  liegt  im  ersten  Blatte. 

Betrachtet  man  aber  die  Punkte,  für  welche  r  >  Bj ,  so  umschliesse 
man  /3,  mit  einem  Kreise  von  beliebig  kleinem  Radius  q  und  durch- 
laufe denselben  vom  Punkte  unterhalb  /3,  bis  zu  einem  oberhalb  ß^ 
gelegenen  Punkte  auf  0/3,,  derart,  dass  der  Verzweiguugsschnitt  nicht 
überschritten  wird.     Setzt  man 

r  (cos  g)  +  **  sin  g?)  —  B,  (cos  ^,  +  ^  sin  i^,)  =  q  (cos  %  -\-  i  sin  x), 

so  ändert  sich  Xy  wie  ein  BHck  auf  die  Figur  lehrt,  in  welcher  q  cos  x 
und    Q  sin  x  bei   allen    Werthen  von  r  und  q  geometrisch  construirt 
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werden  können,  wenn  es  mit  dem  Wertlie  %==  il^\  -\-  Sn  beginnt,  bis 
zu  dem  Werthe  %=^, +2:r,  so  dass  nun  auf  einer  Stelle  der  Geraden 
0/3,  der  Werth  im  ersten  Blatte  lautet:  (O  <2n) 

iv^  =  [B  {r  —  Bj)  P]  ^     cos      n- »f^ijT-     -r_      _|_  ^  sin  ~  ~  ^^  ^     ^         . 

Umschliesst  man  die  beiden  Verzweigungspunkte  ß^  und  ß^  mit  einer 
Curve,  und  durchläuft  dieselbe  so,  dass  die  endliche  Fläche  zur  rechten 
bleibt,  so  gelangt  man  von  einem  Punkte  des  ersten  Blattes  beim 
Ueberschreiten  eines  Verzweigungsschnittes  ins  zweite,  beim  Ueber- 
schreiten  des  andern  aber  wieder  ins  erste,  so  dass  also  w  in  den 
ursprünglichen  Functionswerth  zurückkehrt. 

Folglich  ist  auch  der  unendlich  ferne  Punkt  kein  Verzweigungs- 
punkt. Dasselbe  erkennt  man  durch  die  Substitution  0  =  —  ,  wo- 
durch 1)  übergeht  in 

^2^-2  _   (1   _  ^j/)  (1   _-  ß^/)  =  0. 


In   der  Function  w  =  f^CL_iifllLziiif.')li  ist  der  Punkt  /  =  0 

z 

kein  Verzweigungspunkt,    wohl    aber    die   Punkte   0'  =  ^  ,  z  =  ^  • 

Pi  P2 

2)  w^  —  30W  +  s^  =  0. 

Um  die  kritischen  Punkte  zu  bestimmen,  berechnet  man 

und  substituirt  hieraus  in  die  Gleichung  2)  w'^  ==  ^-^  so  folgt  zu  ihrer 
Bestimmung  die  Gleichung  0'^  {z^  —  4)  =  0. 

Im  Punkte  z  ==  0  sind  drei  Wurzeln  der  Gleichung  Null.  Um  zu 
entscheiden,  ob  dieser  Punkt  ein  Verzweigungspunkt  der  drei  Blätter 
ist  oder  nicht,  setze  man  z  =  re^  {r  beliebig  klein);  so  wird 

iv'^  —  nre'fw  +  r^e^^'P  =  0. 

Da  die  algebraische  Function  stetig  ist,    so  muss  bei  beliebig  kleinen 
Werthen  von  r  auch  der  Modul  der  Werthe  w  beliebig  klein  werden ; 

das  Verhältniss  —  kann  dabei  sowohl  einem  endlichen  Werthe,  als  auch 

den  Werthen  Null   oder  00  zustreben   (unbestimmt  kann   die    Wurzel 
einer  Gleichung  nie  werden).     Aus  der  Gleichung 

(:)'-:(':>""+«"■''=« 

geht  hervor,   dass   das   Verhältniss   "    nicht   endlich   sein  kann;   denn 
das  mittlere  Glied  wächst  für  r  =  0  über  jeden  Betrag.     Nimmt  man 
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an,  dass  —  Null  wird,   so  verschwindet  das  erste  Glied  im  Vergleich 
zum  zweiten  und  dritten  und  es  wird 

Lim  (  —  '^  ^  e^'p)  =  —  e^^f,  also  Lim  w;  =  4"  ^'^  62'^==  tv,^. 
Diese  Gleichung  besagt,  dass  in  der  Nähe  des  Nullpunktes  eine  Wur- 
zel der  Gleichung  von    -  r'^  e'^^'f  =    ,.  z^  beliebig  wenig   unterschieden 
ist.     Diese  Wurzel  ist  in  der  Umgebung  der  Stelle  eindeutig. 

Nimmt  man  an,  dass  —  einem  unendlich  grossen  Wertbe  zustrebt, 
so  kann  das  nur  so  geschehen,  dass 


i^i-c-r 


-^  Lim  -e'>  +  e3'>  =  0, 


w 


also,  wie  aus  der  Division  mit  —  hervorgeht 


Li- (7)' 


A  e^9  =  0 


wird. 

Daraus  folgt,  dass 

iL  *^ 
Lim  w  =  /3  r^  e^  =  w,^\ 
oder 

Lim  w  =  ]/'d  r^  e^^  =  iv.^^ 

ist.  Zwei  W^irzeln  der  Gleichung  weichen  von  diesen  Werthen  beliebig 
wenig  ab,  und  für  diese  beiden  ist  der  Nullpunkt  ein  Verzweigungs- 
punkt. Ich  denke  mir  den  Verzweigungsschnitt  längs  der  negativen 
Ordinatenaxe  gewählt.  Die  übrigen  Verzweigungspunkte  sind  durch 
die  Gleichung  ;s^  —  4  =  0  bestimmt,  welche  drei  Werthe  liefert: 


^.  =  ?/4,    ß,  =  |/4  (cos  \^  +  i  sin  f )  =  /4  . 
ß'.]  =  y^  (cos  .^  +  l  sin  ~j  ==  j/4  e 


3 


Um  festzustellen,  in  welcher  Weise  eine  Vertauschung  der  Wurzeln 
um  die  Punkte  ß  stattfindet,  gehe  man  von  einem  Puukte  z  aus,  der 
auf  der  Abscissenaxe  in  der  beliebig  kleinen  Entfernung  r  vom  C'oor- 
dinatenanfangspunkte   liegt;    die  zugehörigen  Wurzeln    sind   reell   und 

mit  beliebiger  Annäherung 

i  i 

o 

Zwei  sind  positiv,  eine  negativ.  Bewegt  sich  z  auf  der  Abscissenaxe 
bis  in  die  Nähe  des  Punktes  /3j ,  so  bleiben  die  drei  Wurzeln  der 
Gleichung  reell  (denn   weil  ('üni|»lexe  Wurzeln  nur  paarweise  conjugirt 
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auftreten,  so  kann,  da  der  reelle  und  imaginäre  B'estandtheil  sich  stetig 
lindern,  solch  ein  Uebergang  nur  in  Punkten  stattfinden,  in  denen  die 
reellen  Bestandtheile  gleich,  die  imaginären  Null  sind,  also  in  Ver- 
zweigungspunkten). Im  Punkte  ß^  haben  die  beiden  gleichen  Wurzeln  den 

1 
Wertli  w  =  -\-  f/z  =  -{-  2  '■^]  es  vertauschen  sich  die  beiden  positiven 
Werthe-,  er  ist  ein  Verzweigungspunkt  für  die  Blätter  1  und  2;  der 
Schnitt  werde  so  gewählt,  dass  er  nicht  die  Strecken  0/3.,,  Oßr^  durch- 
schneidet. Man  betrachte  nun  einen  Punkt,  der  in  beliebiger  Nähe 
des  Anfangspunktes  auf  der  Geraden  Oß.^  Hegt;  für  denselben  ist,  in- 
dem man  auf  dem  Kreise  mit  dem  Radius  r  die  negative  Ordinatenaxe 
nicht  überschreitet, 


4^  in 


0 


«^^; 


1     4[rt 
3 


=  ^3 


l    4i«r 

^2  ß   3 


^ar-  e»  =  — ^/3r2"e'-  ,    tv.^ 

2t_n 

Ein  Punkt  auf  Oß.^  hat  die  Coordinaten  z  =  q  e  '-^  ,  für  den  Punkt  ß.^ 
hat  die  Doppelwurzel  den  Werth  =  2'^  e  '^  . 

2irt  Ain 

Setzt  man  nun  in  die  Gleichung  z  =  q  e^  ^  iv  =  iv  e  '^  ,  so  erhält 
sie  die  Form: 

aus  welcher  hervorgeht,  dass  sich  oxxiOß^  «^'ebenso  verhält,  wie  w  längs 
des   Radius  0/3,,   es   vertauschen    sich   also   die    beiden   positiven   mit 

4  »TT 

e  ^  multiplicirten  Wer- 
the, d.  h.  w^  und  w.-^, 
ß^  ist  also  Verzweigungs- 
punkt für  das  erste  und 
dritte  Blatt;  der  Schnitt 
werde  so  gelegt,  dass  er 
nicht  die  Strecken  0  /3, , 
0/^3  durchschneidet. 

Endlich  erhält  man  auf 
dem  Radius  Oß^-. 

1         '^ 
1     r.  .•  n 


tv., 


v--> 


r-  e  -^    = 

1         2  i  TT 

2 


=  —  ^a  r'  c 

und    in   (ler.selbr'ji   VVei.se  wird   festgestellt,   dass  ß^  ein  Verzweigungs- 
punkt für  w^   und  w.,  ist. 
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Demnach  ist  das  System  der  Verzweigungsschnitte  festgestellt. 
Ein  Umlaufen  säramtlicher  Verzweigungspunkte  führt  jeden  Werth  in 
den  anfänglichen  zurück;  folglich  ist  auch  der  Unendlichkeitspunkt 
nur  ein  ausserwesentlicher  singulärer. 

99.  Es  soll  nicht  darauf  eingegangen  werden,  wie  sich  das  System 
der  Verzweigungssclniitte  vereinfachen  lässt;  Untersuchungen,  welche 
für  die  Theorie  der  algebraischen  Integrale  und  deren  Perioden  wichtig 
sind;  wohl  aber  muss  die  Frage  aufgeworfen  werden,  nach  welcher 
allgemeinen  Methode  die  verschiedenen  Werthe  von  w,  welche  bei 
continuirlicher  Veränderung  von  0  selbst  conti nuirl ich  auf  einander 
folgen,  berechnet  werden  können.  Denn  die  bisherigen  Unter- 
suchungen haben  nur  die  Bestimmtheit  dieser  Aufgabe  dargethan,  und 
an  den  einfachen  Beispielen,  die  sich  auf  den  2'^"  und  3'^'"  Grad  in  w 
beschränkten,  sind  nur  gewisse  Hülfsmittel  für  die  Behandlung  der 
Werthe  an  den  Verzweigungsstellen  zur  Anwendung  gekommen.  Das 
allgemeine  Problem  der  Berechnung  der  algebraischen  Function  bleibt 
also  noch  zu  lösen  (siehe  viertes  Buch),  und  wird  vermittelst  der 
Taylor'schen  Reihe  für  complexe  Functionen  seine  Erledigung  finden. 

Bei  dieser  Gelegenheit  wird  auch  die  Bestimmung  der  höheren 
Ableitungen  einer  algebraischen  Function  gelehrt  werden. 


12  = 


Drittes,  Buch. 
Die  Integrale  von  Functionen  reeller  Variabelen. 

Erstes    Capitel. 
Das  bestimmte  und  unbestimmte  Integral. 

100.  Bevor  das  Grundproblem  der  Integralreclinuug  betrachtet 
wird,  ist  es  nothwendig,  ein  Theorem  kennen  zu  lernen,  welches  die 
in  §.  21  und  §.  37  bewiesenen  Sätze  vervollständigt. 

Im  §.  37  wurde  aus  dem  Mittel werthsatze  gefolgert:  Ist  der  vor- 
und  rückwärts  ^genommene  Differentialquotient  in  einem  Intervalle 
allenthalben  gleieliNull,  so  ist  die  Function  in  diesem  Intervalle  stetig 
und  zwar  constant.  Dieser  Satz  kann  nicht  so  ausgesprochen  werden: 
Ist  der  vorwärts  genommene  Differentialquotient  in  einem  Intervalle 
an  jeder  einzelnen  Stelle  gleich  Null,  so  ist  die  Function  constant. 
Dies  lehrt  das  in  §.17  erwähnte  Beispiel:  denn  die  unstetige  Function 
y  =  G{x)y  in  welcher  G{x)  die  grösste  ganze  in  x  enthaltene  Zahl 
bedeuten  soll,  ist  an  den  Stellen  x  =  i,  2,  3  ...  unstetig;  und  doch 
rauss  man  behaupten,  dass  an  jeder  einzelnen  Stelle  der  vorwärts  ge- 
nommene Differentialquotient  Null  ist.  Denn  mag  z.  B.  x  noch  so 
nahe  am  Puncte  1  liegen:  x  =  1  —  b^  so  kann  man  doch  ein 
Intervall    A  a;  <  £    angeben,     so     dass     x  -\-  /^x  <,   1     wird,     also 

r;,x+A^)-_GM_oist. 

Man  kann  aber  mit  Hülfe  des  Mittel werthsatzes  einsehen,  dass 
p'tne  stetige  Function ^  deren  vorwärts  genommener  Dijfereyüiatquotient 
allenthalben  in  einem  Intervalle  verschwindet ,  constant  ist,  und  zu- 
gleich den  Satz  des  §.  21  in  der  Fassung  beweisen: 

Wenn  in  einem  Intervalle,  in  welchem  f\x)  stetig  ist,  auch  der 
vorwärts  genommene  Differentialquotient  eine  stetige  Function  von  x  ist, 
so  cxistirt  überall  in  diesem  Intervalle  ein  bestimmter  Werth  des  rilcJc- 
wärts  genommenen  Differentialquotienten,  der  mit  dem  ersten  identisch  ist. 

Während  also  dort  die  gleichmässige  Stetigkeit  des  Differenzen- 
quotienten  in  Bezug  auf  x  und  Ax  die  Voraussetzung  bildete  für  die 
hh'iitität  der  beiden  Differentialquotienten  und  für  ihre  Stetigkeit,  soll 
h'wv  ans  dt')'  Sb'ligkcif   «Ics  ciiicii  die  Identität  gefolgert  werden;  auch 
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wird  sich  ergeben,    dass  die  gleichniässige  Stetigkeit  des   üiffereuzen- 
quotienten  daraus  hervorgeht. 

Die  ausgesprochenen  Sätze  lassen  sich  durch  folgende  Ueber- 
legungen  beweisen: 

1.  Wenn  eine  stetige  Function  in  einem  Intervalle  durchweg  einen 
positiven  vorwärts  genommenen  DifFerentialquotienten  besitzt,  so  wach- 
sen die  Werthe  der  Function  in  diesem  Intervalle,  und  der  Anfangs- 
werth  ist  kleiner  als  der  Endwerth. 

An  jeder  Stelle,  wo  eine  stetige  Function  einen  vorwärts  genom- 
menen, von  Null  verschiedenen  Diff'erentialquotienten  besitzt,  lässt  sich 
ein  Intervall  Aa;  vorwärts  genommen  angeben,  in  welchem  die  Diffe- 
renz f{x  +  Q^x)—f{x)  ihr  Zeichen  nicht  wechselt,  §.  20.  Würde  nun 
die  Function  an  einer  Stelle  abnehmen  und  nicht  wachsen ,  so  müsste 
f{x-{-Qü^x) — t\x)  und  also  auch  der  Differentialquotient  negativ 
sein.  Auch  ist  der  Fall  nicht  denkbar,  dass,  während  x  nach  einer 
bestimmten  Stelle  x'  im  Intervalle  convergirt,  ^x  unter  jede  angeb- 
bare Grenze  herabsinkt.  Denn  bildet  man  die  Differenz  f{x  —  e-\-  t^x) 
—  f{x' — £)  und  lässt  s  nach  Null  convergiren,  so  würde,  falls  auch 
Arr  nach  Null  convergirt,  diese  Differenz  zu  Folge  der  Stetigkeit  von  f 
denWerth  Null  annehmen,  und  da  au  der  Stelle  x  ein  positiver  Difi'e- 
rentialquotient  existirt,  so  lässt  sich  jedenfalls  ein  Intervall  h  augeben, 
so  dass  f{x'-\-  h)  —  f{x)  positiv  bleibt.  Es  ist  also  auch  f{x'-{-  h)  — 
f\x' —  £)  positiv,  wie  klein  auch  immer  8  gewählt  ist. 

2.  Wenn  eine  stetige  Function  an  den  Endpunkteji  eines  Inter- 
valles  denselben  Werth  annimmt,  und  überall  im  Intervalle  eine  be- 
stimmte vorwärts  genommene  Ableitung  besitzt,  die  im  ganzen  Inter- 
valle stetig  ist,  so  muss  es  eine  Stelle  geben,  an  welcher  die  Ablei- 
tung verschwindet. 

Da  die  F^unction  an  den  Endpunkten  denselben  Werth  erreicht, 
so  muss  sie,  falls  sie  nicht  durchweg  constant  bleibt,  einen  Wechsel 
der  continuirlichen  Zu-  und  Abnahme  erfahren,  d.  h.  Stellen  besitzen, 
an  denen  der  Dift'erentialquotient  positiv,  und  Stellen,  an  denen  er 
negativ  ist.  Da  dieser  aber  stetig  ist,  so  muss  zwischen  solchen 
eine  Stelle  vorhanden  sein,  an  denen  er  Null  wird. 

3.  F^ür  jede  nebst  ihrem  vorwärts  genommenen  Diff'erentialquo- 
tienten stetige  Function  besteht  in  einem  Intervall  von  x^  bis  X  die 
Gleichung 

— jfe£^'  =  ^»(^"  +  ^^^----o)^        (0  <  0  <  1), 
unter  f^   ist   die   vorwärts  genommene  Ableitung   zu    verstehen.     Denn 
bezeichnet  man  den  Werth  von 
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SO  ist  (p{x)  =  (fix)  —  Kx)  -  (/-(.T,)  -  Kx,) 

eine  stetige  Function  von  x,  welche  an  den  Endpunkten  des  Iiiter- 
valles  a:„  und  X  denselben  Werth,  nämlich  Null  annimmt,  und  deren 
DiflFereiitialquotient  ebenso  wie  der  von  /'stetig  ist;  es  gibt  daher  eine 
Stelle  X,)  -f  0(X  —  :z',j),  an  welcher 

9),  (X,  +  0(X  -  X,))  ==  f\  {Xo  +  0  (X  -  X))  -K^O 
wird. 

Die  Gleichung 

/W_3£.-.)  ^  /, ,,,,  +  0(X  -  .•„))  oder  (S-  +  '^^:rm  _  /■,  (^.  +  qu) 

gilt,  wenn  x  und  x  +  h  irgend  welche  Stellen  im  Intervalle  bezeichnen, 
für  jeden  Werth  von  h.  Ist  ein  beliebig  kleiner  Werth  von  h  vurgo- 
geben,  so  kann  man  x  so  wählen,  dass  x  -{-  h  eine  beliebige  Stelle  o;, 
im  Intervalle  darstellt.  Mithin  hat  man  das  Resultat :  Für  noch  so 
kleine  Werthe  von  li  ist  an  jeder  Stelle  .i',  im  Intervalle  die  Gleichung 

erfüllbar.  Lässt  man  h  nach  Null  convergiren,  wälirend  der  Werth 
von  x^  festgehalten  wird ,  so  geht  die  rechte  Seite  stetig  in  den  Werth 
/j(^,)  über,  also  ist,  was  zu  beweisen  war,  der  rückwärts  genommene 
Differentialquotient  mit  /",  an  jeder  Stelle  identisch. 

Demnach  (jilt  der  Mittclwerthsats  für  eine  stetige  Function ,  deren 
vorwärts  genommener  JJiff'erentialquotient  ebenfalls  stetig  ist;  und  hier- 
aus folgt:  Eine  stetige  Function,  deren  vonvürts  genommener  JJi/fercntial- 
quotient  in  einem  Intervalle  Nidl  ist,  ist  in  diesem  Intervalle  constant. 

Ich  will  der  Vollständigkeit  halber  noch  die  gleichmässige  Con- 
vergenz  des  Differenzenquotienten  nachweisen.  Es  soll  bewiesen  wer- 
den, dass  zufolge  der  Stetigkeit  von  /'  und  /',  für  jeden  Werth  von  x 
eine  obere  Grenze  für  h  und  A:t'  angebbar  ist,  so  dass  für  alle  kleine- 
ren Werthe 

fU-\-h-\-px)  -  f[x^-h)  f(x^^x)       t\x) 

IXx  Ax 

kleiner  bleibt  als  eine  beliebig  kleine  Zahl  Ö. 

Der  erste  Quotient  lässt  sich  auf  die  Form  bringen  /',  {x -{- h -\' Q  A  x), 
der  zweite  ist  gleich  /',  (./;-|-0'A.^).  Die  Differenz  /',  {x  -{-  h  -\-  0  A  x)  — 
fi{x -{-  Q'Ax)  kann,  da  /',  stetig  ist,  lediglich  durch  Wahl  von  A  und 
A:r  kleiner  gemacht  werden  als  d. 

Daraus  folgt,  dass,  wenn  die  Function  f{x)  und  iiiru  Ableitung 
f^(x)  für  ein  ganzes  Intervall  von  a  bis  h  detinirt  sind,  eine  obere 
Grenze  fürA.^  angegeben  werden  kann,  die  für  jedes  zwischen  a  und 
h  gelegene  Intervall  hinreicheud  ist,  um  bei  gegebenem  Werthe  von  ö 
die  Ungleichung 
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ZU 'erfüllen.  Denn  würde,  während  x  nach  einem  Werthe  ./;'  convcr- 
girt,  auch  Ao;  unter  jede  angebbare  Grenze  herabsinken,  so  Hesse  sich 
auch  die  Ungleichung 

in  beliebiger  Nähe  dieser  Stelle  durch  keinen  angebbaren  Werth  von 
t^x  erfüllen,  was  der  Stetigkeit  von  /",   widerstreitet. 

101.  Das  Grundproblem  der  Integralrechnung  besteht  in  der  Um- 
kehr des  Problemes  der  Differentiation ;  es  lautet:  Gegeben  ist  im  Inter- 
valle von  X  =  a  bis  x  ==■  b  eine  beliebige  aber  eindeutige  Function  f{x) ; 
es  soll  eine  stetige  Function  F{x)  ermittelt  werden  y  ivelche  die  Eigen- 
schaft hat,  class  ihre  Ableitung  für  alle  Werthe  von^x  =  a  bis  x  =^  b 
mit  fix)  identisch  ist. 

Ueber  die  Function  f{x)  machen  wir  zunächst  folgende  beschrän- 
kende Voraussetzungen:  Erstlich  f{x)  sei  im  Intervalle  durchweg  end- 
lich; zweitens  f{x)  sei  im  Intervalle  durchweg  stetig,  oder  es  erleide 
an  beliebig  vielen,  jedoch'  immer  nur  vereinzelten  Stellen  endliche 
Sprünge. 

Ist  f{x)  eine  stetige  Function,  so  ist  die  gesuchte  Function  F^x), 
vorausgesetzt,  dass  sie  überhaupt  existirt,  so  beschaffen,  dass  ihre  vor- 
wärts und  rückwärts  genommenen  Ableitungen  allenthalben  im  Inter- 
valle übereinstimmen.  Ist  aber  f{x)  an  einzelnen  Stellen  unstetig, 
derart,  dass  an  einer  solchen  Stelle  die  als  bestimmt  vorausgesetzten 
Werthe  Lim  f(x  +  d)  und  Lim  f(x  —  ö)  für  d  =  0  verschieden  sind, 
so  soll  die  Function  F{x)  die  Eigenschaft  haben,  dass  hier  ihr  vor- 
wärts genommener  Differentialquotient  gleiclv  f{x  -J-  0) ,  ihr  rückwärts 
genommener  gleich /"(^  —  0)  ist;  unter  diesen  kürzeren  Bezeichnungen 
sind  die  oben  genannten  Grenzwerthe  zu  verstehen. 

Zunächst  ist  die  Frage  zu  beantworten,  ob  unter  diesen  Be- 
dingungen und  bei  diesen  Festsetzungen  das  Problem  ein  bestimmtes 
ist,  oder  nicht;  d.  h.  ob  sich  nicht  mehrere  von  einander  verschiedene 
stetige  Functionen  finden  lassen,  deren  Ableitungen  im  hitervalle  von 
a  bis  b  übereinstimmen.  Es  sei  ausser  der  Function  F(x)  noch  eine 
zweite  Function  0(ic)  ermittelt,  deren  Ableitungen  im  Intervalle  a  bis 
b  ebenfalls  gleich  f{x)  sind;  so  ist  <\>{x)  —  F{x)  eine  stetige  Function 
deren  vor-  und  rückwärts  genommene  Ableitungen  in  demselben  In- 
tervalle durchweg  Null  sind.  Eine  solche  Function  kann,  wie  im 
vorigen  Paragraphen  bewiesen  wurde,  nur  eine  Constante  sein.  Mit- 
hin ist 

0(a;)  ==  F{,>^  ^-  Const., 

d.  h.  alle  stetigcH  Functionen^  welche  in  einem  Intervalle  dieselben  bc- 
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stimmten  Werthe  der  vor-  rcsp.  rüclcivärts  genommetien  Ableitung  be- 
sitzen ^  unterscheiden  sich  von  einander  nur  um  eine  additive  Constante 
mit  beliebigem  Werthe. 

Man  kann  dieses  Resultat  auch  folgendermassen  aussprechen:  Es 
giebt  nicht  mehr  als  eine  stetige  Function,  welche  an  der  Stelle  x  =  a 
einen  bestimmten  (beliebig  gewählten)  Werth  hat,  und  deren  Ablei- 
tungen im  Intervalle  a  bis  b  mit  f{x)  übereinstimmen.  Denn  die  ad- 
ditive Constante  wird  durch  Festsetzung  eines  Wertlies  der  Function 
au  der  Stelle  x  =  a  eindeutig  iixirt. 

102.  Die  Function  F{x)  soll  unter  der  Voraussetzung,  dass  f{x) 
durchweg  stetig  ist,  bestimmt  werden. 

Zwischen  einer  stetigen  Function  F(x)  und  ihrer  vorwärts  genom- 
menen Ableitung  besteht  die  Gleichung: 

wobei  d  eine  stetige  Function  von  Ax  bezeichnet,  die  mit  Ar  nach 
Null  convergirt;  der  Werth  von  d  ist  für  jedes  endliclie  Aa;  unbe- 
kannt, so  lange  die  Werthe  von  F  unbekannt  sind.  Wir  nehmen  an, 
das  Intervall  von  a  bis  zu  irgend  einem  Werthe  x  ^b  sei  von  end- 
licher Länge,  und  theilen  dasselbe  in  n  Theile  durch  die  Punkte  x^^ 
x^  .  .  .  x„-i ;  die  Längen  der  Theilintervalle :  Xi  —  a,  x^  —  rc, ,  ... 
Xn-\  —  Xn~i)  oc  —  Xn-\,  seicu  mit  d^y  ofj  •  •  •  ^^n~ij  dn  bezeichnet;  an 
der  Stelle  a  sei  F{a)  ==  Const,  beliebig  gewählt,  so  muss  die  gesuchte 
Function  F{x)  die  Gleichungen  erfüllen: 

F{x,)  -  F{a)   =dj(a)    +  d,d^ 

F{x,)  -  F(x,)  =^  d,f{x,)  +  d,ö, 

L  F{x,)  ~-  F{x,)  =  d,t\x,)  +  d,  ö. 


F{X)  —  F(Xn-l)  =  dn  fiXn-i)        +  d^^n  . 

Aus  der  Addition  aller  dieser  Gleichungen  folgt  dann: 

\\.F{x)--F{a)==\dJ{a)-^d,,f{x,)+dJ{x.^)..Aln~^^^^^^ 
wobei  die  Unbekannte  A  gleich  ist: 

A   =  f/j  d,   +  d.^8^  +  d^Ö^  +    .   .   •    dn-iÖn-y   +  dn^n  • 

Denkt  man  sich  unter  allen  Werthen  d,,  ^2  ...  d«  denjenigen, 
dessen  absoluter  Betrag  am  grössten  ist,  mit  6  bezeichnet,  so  ist  der 
absolute  Werth  von  A  sicher  kleiner  als  der  absolute  Werth  des  Pro- 
ductes: 

^W  +^2  •••  +dr:\  =  ö{x~a). 
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Dieser  Wertli  wird  für  eine  stetige  Function  F(x),  deren  Ableitung 
f{x)  sein  soll,  kleiner  werden  als  jede  noch  so  kleine  Grösse,  wenn 
die  Tlieilintervalle  d  sämmtlich  unter  einen  gewissen  Betrag  herab- 
sinken. Soll  also  die  Gleichung  IL  zur  Berechnung  des  Werthes 
]:'\x)  dienen,  so  muss  erstlich  der  in  der  Klammer  stehende  Ausdruck 
der  rechten  Seite  bei  beliebiger  Vermehrung  der  Theilintervalle  nach 
einem  bestimmten  von  x  und  der  Constanten  a  abhängigen  Werthe 
convergiren ,  und  dieser  Werth  muss  zweitens  eine  stetige  Function 
von  X  mit  der  Ableitung  f(x)  sein. 

KKi.    Um  zu  zeigen ,  dass  die  erste  Forderung  in  der  That  erfüllt 
wird,  verfahren  wir  folgendermassen.     Die  Summe: 

S  =  dj{a)  +  d,f{X,)  +  d,f{x,)  +  .  .  .  dn^,f\Xn-2)  +  dnf\Xn-,) 

werde  dadurch  abgeändert,  dass  jedes  der  Intervalle  fZ, ,  d.^  .  .  .  d„  aufs 
neue  in  Unterabtheilungen  zerlegt  wird;  die  entsprechende  Summe, 
gebildet  ebenso  wie  S  aus  den  Producten  je  eines  der  neuen  Theil- 
intervalle mit  dem  Werthe  von  /"  an  der  Anfangsstelle  solch  eines 
Intervalles,  werde  mit  S'  bezeichnet;  die  Anzahl  der  neuen  Intervalle 
sei  n']  darauf  soll  wiederum  jedes  dieser  Intervalle  in  eine  beliebige 
Anzahl  von  Unterabtheilungen  zerlegt  werden,  der  darauf  bezügliche 
Werth  der  Productsumme  heisse  iS",  die  Anzahl  der  Intervalle  w"; 
auf  diese  Weise  fortfahrend  erhält  man  eine  Keihe  von  beliebig  wach- 
senden Zahlen: 

n,  n,  n"  .  .  .  w^*)  .  .  . 
und  eine  Keihe  von  zugehörigen  Summen: 

S,  S',  S"  .  .  .  S^'^  .... 

Diese  Reihe  soll  einen  bestimmten  Grenzwerth  repräsentiren ,  d.  h.  es 
muss  sich  zu  jeder  noch  so  kleinen  Zahl  d  ein  Werth  w^**  ünden  las- 
sen, so  dass  die  Beträge  der  Differenzen  zwischen  >S<*'  und  allen  fol- 
genden Werthen :  >S'^*+^)   kleiner  bleiben  als  d. 

Ich    bemerke   zunächst,   dass   eine  Summe   von   der  Form  ^S   stets 
durch  einen  Ausdruck  von  der  Form: 

III.  S  =  {x-  a)f{a-i-Q{x-'a))  0^0^  1, 

dargestellt  werden  kann;  denn  wird  der  grösste  Werth  unter  den  Coef- 
Hcienten  f{a)  .  .  .  f(Xn-i)  mit  (r,  der  kleinste  Werth  (beide  mit  Be- 
rücksichtigung ihrer  Vorzeichen)  mit  K  bezeichnet,  so  ist: 

K(ix  —  a)  <  S  <  G{x  —  a) 

oder  S  gleich  dem  Producte  von  x  —  a  mit  einem  zwischen  K  und  G 
gelegeneu  Werthe.  Weil  nun  f{x)  eine  stetige  Function  von  x  ist, 
nimmt  sie  jeden  zwischen  dem  kleinsten  Werthe  K  und  dem  grössteu 
G  gelegenen  Werth  mindestens  einmal  an,  sie  überspringt  keinen,  es 
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nuiss  daher  eine  Stelle  vorliaiideii  sein ,  an  welcher  /'  gerade  denWerth 
hat,  welclier  für  die  Oleichiiiig  JII.  erforderlich  ist. 

Wird  liiin  jedes  der  Intervalle  von  a  bis  x^ ,  von  .v^  bis  x.,  u.  s.  f. 
in  kleinere  Intervalle  getheilt,  so  treten  an  Stelle  der  Producte  (IJ'ia), 
d.,f{x^)  .  .  .  neue  ISuramen;  nämlich  wenn  die  Theilpunkte  im  /.;"""  Inter- 
valle: von  Xk-i  bis  Xk  mit  Xi^^\  .^2^*^  •  •  •  ^v-i^^^  bezeichnet  werden,  an 
Stelle  von  r/A/'(-'^yi— 0  (lie  Summe: 
■     (*) 

Die    rechts   stehende  Summe   kann   analog  der  Gleichung  IJI.   auf  die 
Form  gebracht  werden: 

^  =  (.'A  -  -  ^n'k-i)  f(Xk~i  +  Ok  (.n-  -  ^v-i))  =  d4'(Xk  i  +  Qk  (Xk  -  ^'A-i ) ) 

()<0,  ^  1. 

DieTheihing  der  Intervalle  von  >S'  in  neue  ün terabt hei- 
lungeu  liefert  also  einen  Werth  S\  der  von  dem  vorigen 
nur  dadurch  unterschieden  ist,  dass  in  jedem  Terme 
dkf'(oCk-i)  an  Stelle  von  f(Xk—i)  ein  anderer  Werth  von  /'tritt, 
der  zu  einer  im  Intervalle  d^  befindlichen  Stelle  gehört. 

Ebenso  geht  S'  aus  S'  dadurch  hervor,  dass  an  Stelle  des  Ter- 
mes  in  S\  r47(*''/fc-i);  ^i"  anderer  Werth  von  /"  tritt,  der  zu  einer  im 
Intervalle  d^  gelegenen  Stelle  gehört;  mit  d^'  ist  eines  der  ?i'  Theil- 
intervalle  bezeichnet,  dessen  Anfangspunkt  x'k-i  ist,  u.  s.  f. 

Da  nun  aber  die  Function  /'  stetig  ist,  so  kann  an  jeder  Stelle 
ein  endliches  Intervall  ausfindig  gemacht  werden,  in  welchem  die  ver- 
schiedenen Werthe  von  /"  um  weniger  als  eine  beliebig  kleine  endliche 
(frösse  £  differiren.  Durch  fortgesetzte  Theilung  werden  also  sicher- 
lich die  Intervalle  so  klein  gemacht  werden  können,  dass  in  jedem 
derselben  die  absoluten  Beträge  der  Differenzen  der  verschiedenen 
Werthe  von  /  kleiner  sind  als  t;  ist  die  Anzahl  dieser  Intervalle  n^''\ 
der  hierauf  bezüglicheji  Summe  S^^\  so  ist,  wenn  zu  irgend  einer  der 
weiteren  Theilungen  übergegangen  wird: 

abs  [S<^-)  -  .S'^H»)]  <  s[d^  +  d,-{^  .  .  .  d„ik)\; 

also,  da  die  Gesammtgrössc  der  Intervalle  immer  gleich  (x  —  a)  bleibt, 
kleiner  als  £(x  —  a). 

Ist  also  einmal  die  Theilung  so  weit  vorgeschritten,  dass  in  jedem 
Intervalle  die  Schwankungen  von  /'kleiner  sind  als  die  Grösse: 

—      ^' 
so   vermögen    alle   weiteren  TheilungeM  den   Betrag   von  S^^'^  nur  um 
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weuiger  als  ö  zu  äutleru;   die  Reihe  der  /S'  niiliert  sich  iiLso  einem  be- 
stimmten Orenzwerthe. 

Es  muss  aber  noch  untersucht  werden,  ob  dieser  Grenzwerth  von 
der  ursprünglichen  Theihmg  in  n  Intervalle  und  der  daraus  hervor- 
gehenden fortgesetzten  Theilung  jedes  Intervalles  in  kleinere  abhängig 
ist,  oder  ob  es  ganz  gleichgiltig  ist,  in  welcher  Weise  das  Gesammt- 
intervall  von  a  bis  x  in  Unterabtheilungen  zerlegt  wird,  deren  Grösse 
schliesslich  unter  jeden  Betrag  herabsinkt*).  Dass  letzteres  der  Fall 
ist,  erhellt  aus  folgender  Betrachtung. 

Es  sei  ursprünglich  eine  Theilung  in  ni  Theile  gewählt,  der  zu- 
gehörige Werth  heisse  >S',.  Durch  weitere  Theilung  dieser  Intervalle 
erhält  man  eben  so  wie  vorhin  eine  Reihe  vonWerthen  6V^\  >S',<^>  .  .  . 
>SY^)  .  .  .,  während  die  Anzahl  der  Intervalle  m\  m\  .  .  .  m^^^  ist.  Die 
Theilung  sei  so  weit  vorgeschritten,  dass  jede  neue  Untertheilung  den 
Werth  von  /S^*)  nur  um  weniger  als  d  zu  ändern  vermag. 

Denken  wir  uns  nun  die  beiden  Theilungen  in  m^*'  und  in  n<^' 
Intervalle  zu  einer  einzigen  vereinigt,  so  gehört  zu  dieser  eine  Summe 
2J,  welche  von  /S<*>  sowohl  als  auch  von  ^V/*^  um  eine  Grösse  kleiner 
als  d  verschiedeji  ist;  denn  es  ist  diese  dritte  aus  der  Vereinigung 
entstandene  Theilung  als  eine  Fortsetzung  jeder  der  beiden  früheren 
zu  betrachten.     Mithin  ist 

abs[.SW— >SV^>| 
kleiner  als  die  beliebig  kleine  Grösse  2ö ^   d.  h.  die  Reihe   der   /S,  hat 
den  nämlichen  Grenzwerth  wie  die  Reihe  S. 

Man  kann   sich   also   insbesondere   das  Intervall    von   a   bis   x   in 
lauter  gleiche  Theile  Ax  zerlegt  denken,  deren  Anzahl  n  immer  mehr 
wächst;  alsdann  stellt  sich  der  gesuchte  Werth  in  der  Form  dar: 
Lim  { A^[/(a)  +  f{a  +  Ax)  +  f{a  +  2  A./;)  +  . . .  /(a  +  {n—\)Ax)] } 

p--^*  =  A.r,      für  Ax-  =  0]. 

Mit  Bf'AiutsiuKj  des  DiffcrcnllalzeichcHs  d.i'-^  Lim  Ao;  bezciclind  )na)i 
die  Summe  nach  dem  Vorgange  von  Leilmit:.   darch  das  kurze  Symbol 

X 

IV.  //■(a;)(/j;-- Lim{A.6-[/'(a)  +  /\^i  +  Au;)  +  . ../(./;— A.c)] 

(i 

für  Ax  ===(),  (^-  ^- "  =^Ax) 

und  nennt  sie  das  bestimmte  Integral  der  Function  /\x)  genommen  von 
der  unteren  Grenze  a  bis  zu  einer  bestimmten  oberen  Grenze  x. 

Das  Integralzeichen  /  ist  ein  Summenzeichen ;  auf  der  linken  Seite 
der   Dcfinitionsgleichung   iV   steht  ein   Symbol,    auf  der   rechten    ein 


*)  AuBführlicher  noch  "ist  diese  Untersuchung  §.  142  geführt. 
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berecheübarer  Ausdruck.  Zu  beacliten  iat  bei  dieser  Formel,  dass  x 
als  obere  Grenze  einen  bestimmten  Werth  reprüsentirt,  unter  dem 
Integralzeichen  dagegen  eine  Veriinderliche  bedeutet,  da  /'  für  die 
Stellen  /'(a),  f\a  +  dx),  f{a  -\-  2dx)  ...  zu  bilden  ist. 

Der  Begriff  des  Integrales  als  einer  Summe  gab  Veranlassung  zu 
einer  irrthümlichen  Auffassung.  Wenn  mau  nämlich  auf  der  rechten 
Seite  der  Gleichung  IV.  zuerst  A.a;  gleich  Null  setzt,  so  erhält  man, 
da  alle  Glieder  den  Factor  A.^  haben,  lauter  Summanden,  deren  Werth 
JNull  ist,  und  welche  nothwendigerweise,  wie  viele  man  auch  addiren 
mag,  den  Summenwerth  Null  liefern.  Demnach  könnte  ein  Integral 
immer  nur  den  Werth  Null  haben,  oder  die  Gleichung  IV.  enthielte 
einen  Widerspruch.  Derselbe  wird  durch  den  andern  Widerspruch 
dx  .  f(x)  ist  nicht  Null,  sondern  eine  unendlich  kleine  Grösse,  nicht 
beseitigt,  sondern  nur  verdunkelt.  Euler  (siehe  Anmerk.  zu  §.  105) 
verwarf  daher  die  Definition  des  Integrales  als  einer  Summe  gänzlich, 
und  behielt  nur  die  Definition,  welche  aus  der  Umkehr  der  Differen- 
tiation folgt,  bei.  Indessen  führt  doch  diese  Definition,  wie  die  obige 
Entwickeking   zeigt,    unumgänglich  auf  den  Summenbegriff,    und  der- 

X 

selbe  enthält  keinen  Widerspruch,  wenn  man  beachtet,  dass   lf{x)dx 

a 

nicht  die  Summe  aus  den  Grenzwerthen  von  fix)Ax,  sondern  der 
Grenz  werth  der  Summe  aus  den  Gliedern  f{x)Ax  ist;  mit  andern 
Worten:  es  handelt  sich  darum,  zuerst  die  Summe  bei  endlicher 
Gliederzahl    als   Function    von   Aa;   zu   ermitteln,    und    alsdann    den 

Grenzwerth  für  Ax  =  0  zu  bestimmen.    Es  ist  z.  ß.  für  Ax  =  — ^- 

n 

h 

I  xdx  ==  LimAx[a-\-{a-{-Ax)-\-{a-\-2Ax)  +...(«  +  {n—l)Ax)]  == 
=  Lim  anAx  -\-  Lim  Ax'^  **i^_- — i  ■= 

=  {h  —  a)  a  -{-  Lim  —  {h  —  a)  (h  —  a  —  Ax)  =  ^   —  -—  • 

Li  der  Gleichung  IV.  gilt  bei  jedem  noch  so  kleinen  Werthe  von 
Ax  der  Satz,  dass  die  rechts  stehende  Summe  gleich  ist  dem  Producte 
von  X  —  a  multiplicirt  mit  einem  Werthe,  der  zwischen  dem  grössten 
und  kleinsten  der  Werthe  enthalten  ist,  den  /"  an  den  verschiedenen 
Theilpunkten  annimmt;  da  aber  /"  als  stetig  vorausgesetzt  ist,  so  muss 
es  auch  diesen  mittleren  Werth  jedenfalls  einmal  annehmen,  d.  h.  es 
ist  auch: 

X 

V.  jf{x)  dx  =^{x  —  a)  f[a  +  0  (:c  —  a)]  0  <  0  <  1 .     , 


Das  bestimmte  imd  unbestimmte  Integral,  189 

104.  Der  liestimmte  Greiizwerth  ist  aber  auch  zweitens  eine  stetige 
Function  seiner  oberen  Grenze  'x\  zu  jeder  noch  so  kleinen  Zahl  Ö 
kann  eine  Zahl  h  gefunden  werden,  so  dass: 

X±h  X 

abs  r  if{x)  dx  -  jf{x)  dx\  <  d, 

a  a 

vorausgesetzt,  dass  rr  +  /*  auch  noch  im  Intervalle  a  bis  h  liegt. 
Denn  aus  der  Summendefinition  geht  hervor: 

x  +  h  X 

jf{x)dx-ff(x}äx==UmAx[f{x)+f{x  +  Ax)  +  "-f{x  +  h~Ax)]  = 

a  a 

=j'ax)dx. 

X 

Es  ist  aber  nach  Gleichung  V.: 

x-\-h 

f(x)  dx  =  hf{x  +0/0  0  <  0  ^  1. 


/ 


Da  f(x)   durchweg   endlich   ist;   so   kann  dieser  Ausdruck  durch  Wahl 
von  h  beliebig  klein  gemacht  werden.     Ebenso  ist: 

X — h  X 

ff(x)  dx  ~  (fix)  dx  =  ~ Lim Ax  [f(x—h)+f{x-h+Ax)-{-  -  •  'f{x—Ax)] 

a  a 

X 

=  ~  lf{x)dx, 
und  nach  Gleichung  V.: 

X 

f{x)  dx  =  —  //  fix  -Qh)  0  <  0  <:  1. 


-f 


x  —  h 

Aus  diesen  Gleichungen  folgt  auch,  dass  das  Integral,  als  Function  der 
oberen  Grenze   betrachtet,    die  Ableitung  f(x)   besitzt.     Denn   es  wird 

X-\-h  X  X-\-h 

Lim   .  j  /  f{x)  dx  —  /  f{x)  f/./;j  =  Lim  .    \  f{x)  dx  ==  Lim  f{x  +  0A), 

u  a  X  liii   /i:=0 

X  —  h  X  X 

Lira  --  \  \jf{x)dx  -jf{x)  dx\  =  Lim  \  j f(x)  dx  =  Lim  f{x  —  Qh). 

a  u  X  -  ft  Mir  //rrO 

An  den  Stellen  wo  f{x)  stetig  ist,  geht  f\x-\-Qh)  sowohl  wie  f(x  —  Qh) 
stetig  in  deh  Werth  f(x)  über;  der  vor-  und  der  rückwärts  genom- 
mene Differentialquotient  sind  hier  identisch. 

Mithin  sind  die  Bedingungen  erfüllt,  welche  nothwendig  und  hin- 
rri(  bcufl  sind,   um  uns  der  Gleichung  II.  den  Satz  zu  gewinnen: 
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Die  gesuchte  sfcfifjc  Function  F{x),  welche  die  Eigenschaft  hahcn 
solly  dass  ihre  Ableitungen  im  Intervalle  von  q  bis  b  allenthalben  gleich 
sind  den   Werthen  der  stetigen  Function  fix)^  ist  gleich  dem  bestimmten 

X  ^ 

Integrale  j  f{x)  dx,  dasselbe  additiv  vermehrt  um  eine  beliebige  Constante  : 
it 

X 

F{x)  --^  l'f{x)  dx  +  Const 

a 

Die  Function  F{x)  lieisst  das  unbestimmte  Integral  von  f{x).  Die 
Constante  wird  festgelegt,  sobald  der  Werth,  den  F  an  der  Stelle  a 
haben  soll,  gegeben  ist.  Denn  setzt  man  in  der  Gleichung  x  =  a,  so  wird 


j 


fix)  d  X  =  0,  also 


F{a)  =  Const. 

Das  bestimmte  Integral  lässt  sich  sonach  umgekehrt  bezeichnen 
als  die  Differenz  der  Werthe  des  unbestimmten  Integrales  gebildet  für 
die  obere  und  untere  Grenze: 


F{x)  —  F{a)  ==  i)\x)  dx. 


105.    Das  bestimmte  Integral 


alJ/X^) 


dx    ist   einer    einfachen    geo- 


metrischen Deutung  fähig,  wenn  die  Werthe  fix)  als  die  Ordinaten 
einer  Curve,  oder  präciser  gesprochen  als  Ordinaten  der  Eckpunkte 
eines  Polygones  Init   beliebig   vielen  Ecken   dargestellt    werden,    denn 

die  Bedingung   der  Darstellbar- 
JT]  keit   durch  eine  Curve  oder  der 

I  Dilferentiirbarkeit   braucht   hier 

nicht  erfüllt  zu  sein.   Construirt 

man  zu  den  Punkten 
r/,     a  -\-  C^x, 

a  +  2A:r  .  .  .  (a  +  (w  — 1)  A^^),  x 

die  Ordinaten 

/•(a.+2Aa-) .../!«+(«-  l)A,r),/-(a;) 
und  verbindet  die  auf  einander 
folgenden  Endpunkte  dieser  Or- 
dinaten durch  Gerade,  so  ist  der 

vom  Polygon  und  den  Coordinaten  begrenzte  Flilchen räum  ^J^  6'/)  als 

Summe  von  Trapezen  gleich: 
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Ao;  r/'(«)  +  A'«  +  A.x-)     ,    f{a-\-Lx)-\-f{a-\-l£^x)  _^ 


2 


"] 


oder  gleich: 


s-'^i  {m 


m), 


unter  S  eine  Productsumme  der  früheren  Form  verstanden.    Lilsst  man 
nun  Ax'  nach  Null  convergiren,  d. 


h.  geometrisch :  construirt  man  die 


der   Function  f  entsprechenden  Polygone   mit  immer  molir  p]cken,  so 
geht  S  in  den  VVertli  des  bestimmten  Integrales: 


j 


f{x)  dx 


über,  während  das  zweite  Glied  der  Gleichung  nach  Null  convergirt. 
Das  bestimmte  Integral  ist  also  gleich  der  Maasszahl  eines  Flächen- 
inhaltes, wenn  dieWerthe  von  f  als  Ordinaten  von  Punkten  gedeutet 
werden;  insbesondere  des  Flächeninhaltes,  welcher  von  einem  Cur- 
ven stücke,  den  Ordinaten  seiner  Endpunkte  und  der  Abscissen- 
axe  begrenzt  wird,  falls  die  >Polygone  der  Function  /'  nach  einer  be- 
stimmten Curve  convergiren*).  Sind  die  Werthe  von  f  im  Intervall 
von  a  bis  x  von  verschiedenen  Vorzeichen,  so  misst  das  bestimmte 
,  Integral  die  Differenz  von  Flä- 

chen. Diese  geometrische  An- 
schauung vermittelt  auch  am 
einfachsten  die  Erkenntniss,  dass 

das  bestimmte  Integral  /  f{x)  dx 

a 

auch  dann  noch  einen  bestimm- 
ten endlichen  Werth  hat,  wenn 
die  Function  /'  an  beliebig  vie- 
len, aber  immer  noch  zählbaren 
Stellen : 

zwar  endlich  bleibt,  jedoch  dis- 
continuirlich  wird. 


*)  Aus  der  Lösung  dieses  geometrischen  Problemes,  den  Flächeuinlialt,  wel- 
cher von  einer  beliebigen  durch  eine  Function  gegebenen  Curve  umschlossen 
wird,  zu  messen,  ist  die  Integralrechnung  gleichzeitig  mit  der  Differentialrechnung 
(dem  Probleme  der  Tangenten)  hervorgegangen.  Die  ersten  Sätze  gaben  auch 
hierüber  Leib  nitz  und  Newton  in  den  §.23  genannten  Schriften ;  vorher  schon 
hatten  Fermat  (1608—1665)  und  Wallis  (1616-1708)  den  Grundgedanken  einer 
Summation  l'ür  die  Flächenmessung  bei  den  parabolisclien  Curven  entwickelt  und 
ausgeführt.  Die  weitere  Ausbildung  dieser  Uechnung  ist  aber  vornehmlich  das 
Verdienst  der  Brüder  Jacob  (1654—1705)  und  Johann  (1667—1748)  Bernoulli 
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Es  ist  dann : 

6  Cx— 0  c,  — 0  «m-ö  6 

jax)  clx  =fm  äx  +jm  dx  +  --  jaa^  dx  +ff(x)  dx 

eine  bestimmte  enilliclie  Grösse,  niimlich  die  Summe  der  Flüchen,  welche 
von  den  einzelnen  Curvenstücken  (Polygonen)  und  den  Ordinaten  ihrer 
Endpunkte  begrenzt  werden.     Das  unbestimmte  Integral 


X 

F{x)  =  Cf{x)dx+  Const. 


hat  an   einer  solchen   Unstetigkeitsstelle   von  f  den    vorwärts   genom- 
menen DifFerentialquotienten  f{c  +  0),  denn  es  ist : 

c  +  A  c 

Wl.A.l^       7//.^        ff{^)dx-ff\x)dx         ^      c+n 


ljf{^)dx  =  f(c  +  eh), 


h  h  h 

und  den  rückwärts  genommenen  Differentialquotienten  f(c  —  0),  denn 
es  ist: 

Vfr       h^         W(r^  ff{x)dx-ff{x)dx  « 

tic^::^^  =  ^ zr^ ==  +  |    mdx  =  f{c  -  0/0, 

wie  bei  der  Problemstellung  für  die  Function  F  verlangt  wurde. 
106.    Die  Formel 


F{x)  =:=ff{x)dx+Coust. 


ist  iij  dem  Sinne  bisher  abgeleitet  worden,  dass  das  unbestimmte  Inte- 
gral F{x)  aus  dem  bestimmten  dargestellt  werden  soll;  sie  erfordert 
also  die  Berechnung  des  Grenzwerthes  einer  Summe  mit  beliebig  vielen 
Summanden.  Sie  kann  jedoch  umgekehrt  dazu  dienen,  diesen  Summen- 
grenz werth  zu  berechnen,  falls  das  unbestimmte  Integral  F{a^  bekannt 
ist.  Da  nun  aber  in  der  Differentialrechnung  zu  ganzen  Olassen  von 
Functionen  F(x)  ihre  zugehörigen  Ableitungen:  l\x)  ==  F' (x)  berechnet 


in  Basel,  die  sich  in  der  Lösung  von  Aufgaben  vermittelst  derselben  gegenseitig 
zu  überbieten  suchten.  Job.  Bernoulli  verfasste  in  den  Jahren  1691  und  1692 
zu  Paris  seine  Lectiones  mathematicae,  das  erste  Lehrbuch  der  Integralrechnung, 
welches  1742  in  der  vollständigen  Sammlung  seiner  Schriften  im  Druck  erschien. 
Bei  der  üebersendung  derselben  an  Euler  schrieb  Joh.  Bernoulli:  ,,Exhibeo 
enim  mathesin  sublimem,  qualis  fuit  in  infantia,  Tu  vero  eam  nobis  sistis  in  virili 
aetate."  Kuler'a  systematische  Bearbeitung  der  Integralrechnung:  Institutiones 
Calculi  Integraliö  erschien  1768-70  in  Petersburg, 
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worden  sind,  so  ist  auch  umgekehrt  zu  jeder  dieser  Ableitungen  f{x) 
das  zugehörige  unbestimmte  Integral  F{x?)  bekannt.  Unter  der  Vor- 
aussetzung, dass  dieses  Integral  im  Intervalle  von  a  bis  h 
eindeutig  und  stetig  ist,  erhält  man  durch  die  Differenz  der 
Functionswerthe  das  bestimmte  Integral  von  a  bis  h.  Diese  Berech- 
nung ist  selbst  dann  noch  gültig,  wenn  in  dem  Intervalle  von  a  bis  h 
die  Function  f{x)  unendliche  Werthe  annimmt,  während  F{x)  endlich 
bleibt,  indem  an  einer  solchen  Stelle  c  gesetzt  werden  soll: 

c  c  —  ö 

Cf{x)dx  =  Lim  r  i*f{x)  dx\  =:Um[F{c  —  ö)  —  F{a)']  =  F{c)—F{a), 

a  '  '  a  für  d  =  0  für  J  =  0 

und  sie  gilt  auch  für  ein  unendliches  Intervall  von  a  bis  c»,  oder  von 
—  oo  bis  +  c»,  wenn  die  Function  F{x)  auch  an  diesen  Grenzen 
einen  endlichen  bestimmten  Werth  behält,  wenn  man  die  Definition 
einführt : 

lf{x)  dx  =  Lim  r  ff{x)  dx\  =  Lim  [F{tv)~F{a)']  =  F{oo)  —  F{a). 

Das  unbestimmte  Integral  von  f{x)  soll  mit  dem  '^ymhoX  ff  {x)dx  +const. 
bezeichnet  werden.     Es  ist  also  — -^ —  ==  f{x)\    f{x)   heisst   die   zu 
integrirende  Function,  F{x)  die  Integralfunction. 
107.    Fundamentalformeln: 

i)  tr+T = ^'"  '^^^  (^"  ^  -  ^  )•     ^^  ~  '^  '""^^  ^  ^  ^^ ' 

2)  d{lx)  =  —  •  8)     (/  aresin  x  =  p 

3)  '11 —  =  c'«-^  dx.  ^)     —  d  arccos  x  =  •j7=-=-.- 
^        m  Vi  —  X- 

..      rZ  ain  W-T  7  trw       i         l  dx 

4)  —     =  Qo^mx  dx.  10)     d  arctg  x  ==  -r-r_ — -- 

r.  d  COS  lux  .  7  it\  7  i.     ^  dx 

5)  —  =  sn\  mxdx.  11)     —  rtarccotga;  =  — -j — .  • 

G)     d  tang  x  = ^  • 

'  °  cos  .t' 

Daraus  folgt  umgekehrt 

1)  /  x"Ulx=  ^        +const.(m>— l).  4)   /  coswi.r  dx=  ®^"-^'*^  -j-  const. 

2)  I  '  ^  =  l{x)  +  const.  5)    /  ^\\\mxdx= —    ~- f-  const. 

.*>)   I  e"'-'"  dx  =  ^     +  const.  G)   /    '  '^  .,  =  tau((  x  +  const. 

Ilarnack,   Differential-  u.  Integralrechnung.  13 
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8)  / ^-3^-g  =  aresin a;  +  coiist.      U)  /— ^^  ==  —  arccotg:c  +  const. 

9)  1  =7^  ^rrr:  =  —  arccos  ic  +  const. 

Diese  Formeln  sagen  nur  in  anderer  Form  dasselbe  aus,  was  durch 
die  ersten  elf  Gleichungen  behauptet  ist. 

Hieraus  können  nun  aber  die  bestimmten  Integrale  gewonnen 
werden,  deren  Gültigkeitsbereich  bestimmt  durch  die  Forderung,  dass 
die  Integralfunction  reell,  stetig  und  endlich  bleibe,  in  den  beistehenden 
Klammern  angegeben  ist;  und  die  nun  folgenden  Gleichungen  ver- 
mitteln eine  neue  Erkenntniss,  indem  sie  die  Berechnung  der  Grenz- 
werthe  von  Summen  darstellen. 

1)     /  x^-dx  =     -^r+-i l>  ^  -  1,  0  <  a  <  oü,  0  <  Z>  <  cx)) 

a 

ist  m  +  1  >  0,  so  gilt  die  Formel  auch  für  a  oder  h  gleich  Null,   ist 
wj  -|-  1  <  0,  so  gilt  die  Formel  auch  für  a  oder  h  gleich  oo. 

b  -b 


fi  =  1(1)  iO<a<oo,0<l<^y,   J'^  =  +  lO. 


c'-^  dx  =    ^~1~-  (-  CO  <:  a  <  +  oü,    ~  oo<h  <  +  00 

wenn  tu  >  0). 

..       /*  ,  sin  (m6)  —  sin  (ma)  /  ^         ^     i    „^ 

4)  I  cos  mx  dx  =  '  ^^      ^      '  (-  oo  <  a  <  +  oo. 

—  oo  <  i  <  -f-  oo), 

6 

r^      r  ■  7  COS  (wi  ?))  — COS  (ma)  ,       .^   ^  „  ^    \    r^ 

5)  I  sm  mxdx  = ^^ — '— (—  oo  <  a  <  +  oo, 

—  oo  <  ?>  <  +  oo). 

ö 

Cj     I        '^  =  tg  h  —-  tg  a  (in  jedem  Intervall  von  a  bis  h,  welches 

a 

nicht  ungerade  Viel  lache  von    -    enthält). 

b 

7)      /  .        =  _  cotiT  h  4-  cotor  (I  (in  jedem  Intervalle  von  a  bis  &, 

'    ^7  sm  0,2  pj         «  o        \       j 

u 

welches  nicht  n  oder  Vielfache  von  tc  enthält). 
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b 
<^\  u^  9)   /  —^ —  =s  arcsin  h  —  aresin  a  ==  —  arccos  h  -{-  arccos  a 

10)  u.  1 1 )    /  ^  =  arctg  &  —  arctg  a=  —  arccotg  h  -\-  arccotg  a 

a 

( —  oo^a^  +  cx),     —  oo  <,h  ^-\-  od). 

108.  Die  Angabe  des  unbestimmten  Integrales  gelingt  auch  für 
Functionen,  die  aus  den  einfachen  zusammengesetzt  sind;  hierzu  dienen 
die  allgemeinen  Regeln,  die  sich  aus  den  Regeln  der  Differentiation 
(§.  26)  durch  Umkehr  ableiten  lassen. 

Ist 

a)  t\x)  =  /;  {X)  +  f,{x)  +  /'3(^)  .   .  .  +  fn{x) 

so  ist: 

jax)dx=Jf,{x)dx+Jf,{x)dx+jf,{x)dx+^   .   -Jfn{x)dx, 

d.  h.  das  Integral  einer  Summe  von  Functionen  ist  gleich  der  Summe 
aus    den   Integralen   der   einzelnen   Summanden.     Der   Beweis    ergiebt 
sich  durch  Differentiation. 
Ist 

b)  F{x)  =  (p{x)  t{x),  so  ist  F\x)  =  f{x)  =  (p{x)ilj'{x)  +  ij{x)(p'{x), 
also  umgekehrt 

'/  (p{x)ip'{x)dx  +  /  4)(x)(p'{x)dx  =  (p{x)ip{x). 
Schreibt  man  diese  Formel: 

/  (p{x)  i^' {x)  dx=  (p  {x)  ip(x)  '—  I  tp  {x)  q)\x)  dXj 


oder  auch 


j  (p{x)  d[xl^{x)]  =  cp{x)  t{x)  —J  il^{x)d[(p{x)\, 


so  lehrt  sie  das  Integral  einer  Function,  welche  aus  zwei  Factoren 
besteht,  von  denen  sich  das  Integral  des  einen  angeben  lässt,  auf  ein 
anderes  Integral  zurückführen.  Diese  Reduction,  das  Verfahren  der 
theil weisen  Integration  genannt,  gewährt  in  vielen  Fällen  eine 
Vereinfachung  des  Problemes. 
Specialsatz :     Ist 

F(x)  =  a(p{x)j  so  ist  F'{x)  =  f{x?)  =  a(p{x)y 
also : 

I  acp  {x)  dx  =  oq){x)  =  n  j  (p' (x)  dx. 

13* 
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c)     Fülirt  man  in  die  Formel 

F{x)=Jax)dx 

für  X  eine  neue  Variabele  ein  durch  die  Gleichung  x  =  q){u),  welche 
so  geartet  ist,  dass  den  stetig  auf  einander  folgenden  Werthen  von 
X  =  a  bis  X  =  h  eindeutig  stetig  auf  einander  folgende  Werthe  von 
«  entsprechen,  wobei  u  keinen  Wechsel  der  Zu-  und  Abnahme  erfährt, 

so  dass  ^—  nicht  Null  wird,  so  möge  F(x)  den  Werth  Y  (?i),  f(x)  den 

Werth  t(u)  erhalten.     Alsdann  besteht  die  Relation: 


also: 


TP'/  \         r/   \  ,  /   \        d^(u)    du 


d^'iu)  ,  f   .  dx  ,   .     ,,   . 


mithin  ist  Y(w)  =  /  '4}{ii)  (p'{u)  du. 

Die  Substitution  der  Variabelen  vermittelst  der  Glei- 
chung x  =  (p{iC)  führt  die  Bestimmung  des  Integrales  von/ 

auf  die  Ermittelung  des  Integrales  /  i^'(w)9^'C^0^^  zurück;  bei 
zweckmässiger  Wahl  der  Substitutionsformel  kann  dieses 
Integral  einfacher  zu  ermitteln  sein  als  das  ursprüngliche. 

Ist  das  ursprüngliche  zwischen  den  Grenzen  x  =^  a  und  x  =  h  zu 
nehmen ,  so  ist  das  neue  lutegral  mit  den  Grenzen  Ua  und  tii,  zu 
bilden,  für  welche  a=  (p(ua),  h==(p{iib)y  so  dass  die  Werthe  von 
X  =  a  bis  X  =  h  eindeutig   auf  die   Werthe  Ua   bis  u,j  bezogen   sind. 

Ist  dagegen  die  Beziehung  zwischen  x  und  2i  nicht  umkehrbar 
eindeutig,  so  muss  das  gesammte  Intervall  in  Theilintervalle  zerlegt 
werden ,  bei  denen  eine  gtigenseitig  eindeutige  Beziehung  sich  her- 
stellen lässt. 

Jst  z.  B,  I  f(ax  +    ^  J  dx  vorgelegt  (a  und  h  positiv),  und  setzt  man 

0 

ax  -\-    -  ==  t(,   so  gehört  zwar  zu  jedem  Werthe  von  x  eindeutig  ein 

Werth  Uj  aber  während  x  von  0  bis  cx)  läuft,  erleidet  ii  einen  Wechsel 
der  Ab-  und  Zunahme,  so  dass  es  anfänglich  eine  abnehmende,  dann 
aber  eine  wachsende  Function  ist;  zu  jedem  Werthe  von  u  gehören 
zwei  Werthe  von  x, 

was  man  sich  durcli  geometrisciH»  Zeichnung  der  Hyperbel  veranschau- 
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liehen  kann.     Ermittelt  mau  den  Minimalwerth  von  ti,  so  ist  derselbe 
aus  der  Gleichung  ^|  =  0,    also   a .2  =  0  zu   berechnen;    es   wird 

x  =  +  f/l,u  =  2}/^h. 

Läuft  X  von  Null  bis  y  --,  so  erhält  ii  die  abnehmenden  Werthe 
von  oo  bis  2j/ah  und  es  ist: 

/'- 

Jf{a X  +  1)  dx  ^  l^^jfiu)  (l  -  y=^^  du , 

0  00 

!         dagegen  wird  indem  Intervall  von  x'=l/—  bis  oo,  u  von  2 /ah  bis  -\-  c» 
■         wachsen,  und  also 

ff(ax  +  I)  dx  =  ,LJ^(«)  (l  +  ^^^-)  du. 

y  b  2\/ab 

a 

Demnach  folgt  durch  Summation: 

00  CO 

lf(ax  -[-  -\dx  =  —  l  fM  ,,  du. 

Die  allgemeinen  Sätze  sollen  im  Folgenden  auf  verschiedene  Func- 
tionen f{x)  angewandt  werden,    mit  der  Absicht  die  Bestimmung  von 

dx  vermittelst  der  Fundamentalformeln  zu  erreichen. 


Jm 
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Das  unbestimmte  Integral  der  rationalen  algebraischen  Functionen. 
Partialbruchzerlegung.  *) 

109.    Das  Integral  der  ganzen  rationalen  Function  n^'^''  Ordnung: 
t\x)  =  «0  -\-  a^  X  -{-  a.,  X?  +  •••««  ^"* 
wird  (nach  Satz  a)  und  b)  und  der  Fundamentalformel  I.  des  vorigen 
Paragraphen) : 

i<'(./;)  =  /  {(x)  dx  =-  a„  /  dx  +  (/,  I  xdx  -\-  (f.,  I  x'dx  +  •  •  •  a"  /  x"  dx 

*)  Leibnitz  und  Job.  Bernoulli.     Acta  crud.  1702—1703.     Euler:    Insti- 
tutiones  calculi  intcgraliö.     Vol.  l.     öect.  1.    Cap.  1. 
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110.     Eine  gebrochene  rationale  Function: 

in  welcher  tl^  von  der  m^'",  cp  von  der  w^*'"  Ordnung  ist,  lässt  sich,  falls 
m  >  w  ist,  stets  zerlegen  in  eine  ganze  Function  und  eine  echt  ge- 
brochene, d.  h.  in  eine  solche,  in  welcher  die  Ordnung  des  Zählers 
höchstens  gleich  n  —  1  ist.  Zu  dem  Zwecke  hat  man  die  Division 
mit  dem  Nenner  (p(^x)  auszuführen  und  dieselbe  so  lange  fortzusetzen, 
bis  die  Ordnung  des  Restes  kleiner  als  n  wird.  Da  die  Integration 
der  ganzen  Function  geleistet  ist,  so  handelt  es  sich  darum,  das  Inte- 
gral von  der  Form: 


J 


,  ,  dx 


ZU  bestimmen,  in  welcher  die  Ordnung  m  <^n  ist,  und  9  und  t^  keine 
gemeinsame  Wurzel  besitzen. 

Diese  echt  gebrochene  Function  kann  in  eine  Summe  von  Brüchen 
zerlegt  werden,  deren  Zähler  constant  und  deren  Nenner  lineare  Func- 
tionen oder  Potenzen  von  solchen  sind.     (Partialbrüche.) 

111.  Es  seien  die  n  Verschwindungspunkte  von 

q)(^x)  =  aQ  -\-  a^x  -{-'''  -\-  x"" 

bezüglich  x  =  a^,  a^^ ...  an  reell  oder  complex,  aber  zunächst  sämmt- 
lich  von  einander  verschieden.  (Der  Coefficient  der  höchsten  Potenz 
von  X  m  q)  ist  gleich  1  vorausgesetzt,  was  sich  durch  Vorsetzen  des 
ursprünglichen  Factors  vor  den  ganzen  Quotienten  und  also  auch  vor 
das  Integral  stets  erzielen  lässt.)  Die  n  Verschwindungspunkte  werden 
als  bekannt  angenommen  und  (p(x)  wird  aufgelöst  in  das  Product: 

(p{x)  =  (x  —  «j)  {x  —  a.,)  .  .  .  [x  —  «„). 

Das  Product  aller  Factoren  mit  Ausnahme  des  ersten  bezeichne 
ich  durch  (p,  [x),  so  dass 

^(x)  =  {x  —  «i)  9),  (ä;). 
Alsdann    erkennt  man:   Der   Bruch  r^Ji[   lägyt  sich    nur    auf  eine 
einzige  Weise  zerlegen  in  die  Form: 

in  welcher  A^  eine  Constante,  t/^,  (./■)  eine  ganze  Function  höchstens 
von  der  Ordnung  n  —  2  bedeuten  soll.     Denn  es  ist  identisch: 

^{x)  ==  Ä^  (p^{x)  +  (x  —  «1)  ^'1(0;), 
also: 

2)  ,^,(a;)  =  ^^^L^L^'i^^ 
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Damit  iinii  dieses  eine  ganze  Function  höchstens  von  der  Ordnung  n  —  2 
werde,  muss  der  Zähler  rechts  durch  x  —  a^  theilbar  sein,  d.  h.  für 
X  =:  a^  verschwinden;  daraus  folgt: 

3)  .     O^t  («,)  -A,g>,  («,).  oder  A,  =  ^jj,. 

Der  Werth  (p^  {a^)  =  {a^  —  cc.^)  (a,  —  cc^)  ...(«,  —  a„)  verschwindet 
nicht,  weil  alle  Wurzeln  «  von  einander  verschieden  sind;  derselbe 
kann  auch  vermittelst  der  Ableitung  von  (p{x)  unter  der  Form  (p'{c(i) 
geschrieben  werden;  denn  es  ist 

Lim  ~^^ —  =  fp'(a.)  für  x  =  cc. 

sonach : 

Iji  gleicher  Weise  fortfahrend  wird  man  den  Quotienten  -'^^^  zerlegen 
in  die  Form: 


ferner: 


SS = x-4'^ + ::g;  .P.W =(--«.)  ..3  w. 


In  dem  zweiten  Quotienten  der  rechten  Seite  ist  die  Ordnung  des 
Zählers  mindestens  um  eine  Einheit  kleiner  als  die  des  Nenners,  so 
dass  sich  schliesslich: 

ergiebt,  wobei  An-i  und  An  Constante  bedeuten;  demnach  ist  bewiesen: 
Die  echt  gebrochene  Function  lässt  sich  nur  auf  eine  einzige  Weise 
in  Partialbrüche  zerlegen  von  der  Form: 

^N  fix)  ^^     4«     4-     ^2     4. . . .  _ _-4^ 

Auch  für  die  CoefHcionten  Ä  kann  nunmehr  eine  einheitliche  Bestini- 
mungsweise  gegeben  werden,  ganz  abgesehen  von  der  Reihenfolge, 
nach  welcher  sie  berechnet  werden.  Multiplicirt  man  nämlich  »beide 
Seiten  der  Gleichung  5)  mit  (p{x),  so  wird: 

'^w = X- «,  -pw  +  x-„,  f^^^ +■■■  x-:,.  -pc^)- 

Wird  für  (p{x)  überall  der  Productwerth  substituirt,  so  heben  sich  die 
linearen  Factoren  des  Nenners  auf  der  rechten  Seite  fort;  und  setzt 
man    für  x  irgend    einen    der   Verschwindungswerthe    «^   von    9,    so 


V 
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fallen  alle  Glieder  mit  dem   Factor  x  —  «a..  ^ovi,   es   bleibt  das  Glied 
mit  dem  Coefficienten  Ak  nach;  d.  h.  es  wird 

iP  («i)  =  Äk  .  Lim  -  J_^^  =  J,  go'  («,), 

für  x=^aig 

also 

^^  ^'  =  V  KT  • 

cp'  (ak)   kann   nicht   Null   werden ,   weil   qp  (x)  =  0  lauter   verschiedene 
Wurzeln  hat.    Umgekehrt  erkennt  man:  Besitzt  die  Gleichung  q)(x)=-0 
zwei  gleiche  Wurzeln,  so  verschwindet  für  diesen  Wurzelwerth  auch  (pXx), 
Mithin  ist 

(Pix)         -V    '^^'^f^'^ 


Cfp  (x)   7.  ^^  ;V'(ai)    /*     dx        .    tpM    r  _dx_    .  '^(«J     /*    dx 

J    ^p{X)  *-  "^  ~"  qp'(«l)J     X-cc^'^  qp'fcU     a;  —  «2      '     ■   *   *  rp'ictjj   X~cc^' 

Das  Integral/ wird  durch  die  Substitution  x—cck=^0f  dx  =  dz 

J  ^-  '^k 

auf  das  Fundamentalintegral  /—=?  (^;)  gebracht,  so  dass  die  Schluss- 
formel lautet: 

i.      r^  dx = ^,^1-  z(x-  - «,) + ^,{^1 K^  -«.)  +  ••• 

J    q>{x)  (p  («,)      ^  1^     '      qp  (ofj)      ^  -^^     r 

h  ^^H^  —  «n)  +  Const. 

Beispiel: 

/} ^\7'  I  ^^    (i-^  =  I dx  4-  I  -r-     fx/"!  .s    dx  = 
(^-l)(«+l)^  J  ^  J  {x—\){x-\-\)x 

=.x  +  ^l{x  —  \)  +  \  l{x  +  1)  —  2l{x)  +  Const. 

Das  bestimmte  Integral  kann  aus  dieser  Formel  entnommen  werden 
für  jedes  endliche  Intervall,  zu  welchem  die  Verschwindungspunkte 
—  1,  0,  -f-  1  nicht  gehören. 


J 


Die  Logarithmen  complexer  Grössen  sind  vieldeutig,  unterscheiden 
sich  aber  nur  um  eine  additive  imaginäre  Constante,  so  dass  es  für 
das  unbestimmte  Integral  gleichgültig  ist,  welcher  Werth  den  einzelnen 
Logarithmen  beigelegt  wird.   Der  üebergang  zum  bestimniten  Integrale 
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durch  Bildung  der  Differenz  zweier  Functionswerthe  erfordert,  dass 
der  Werth  der  Function  an  der  einen  Stelle  durch  continuirlicheu 
Uebergang  aus  dem  Werthe  an  der  andern  Stelle  hervorgehe  (siehe 
den  Schluss  des  nächsten  Paragraphen). 

112.  Sind  die  Coefücienten  von  cp  reell,  so  kann  (p{x)  zwar  com- 
plexe  Wurzeln  enthalten,  doch  sind  dieselben  paarweise  conjugirt  (§.90). 
Man  kann  das  Auftreten  complexer  Werthe,  falls  auch  ^  reelle  Coef- 
ücienten hat,  in  der  Schlussformel  alsdann  vermeiden  ,  dadurch  dass 
man  die  auf  die  conjugirt  imaginären  Wurzeln  bezüglichen  Partial- 
brüche vereinigt. 

Seien  a  ~\-  iß  und  a  —  iß  die  beiden  conjugirteu  Wurzeln ;  so   ist 

Jts^Jj'JPj    eine  complexe  Grösse:  31 -{-iN. 

und  -^A^^%  der  couiugirte  Werth:  M  —  iN; 

also  wird: 

M-j-iN        . M—iN      __   t>3/(a;  — a)  — 2^^ 

'x^cc^iß)     '      x  —  (ä—iß)'~'         {x-af-\-ß^ 

ein  reeller  Quotient.  Es  lassen  sich  die  Constanten  des  Zählers  auch 
direct  bestimmen,  indem  mau  von  der  Identität  ausgeht: 

folglich : 

i>{x)  =  (Px  +  Q)<p,{x)  +  t,  ix}({x  -  «)•-  +  iP). 

Substituirt  man  für  x  die  beiden  Werthe  a  +  iß,  so  folgt: 
P(„  +  iß)  +  Q  =  J^4§  . 

Der  reelle   und   imaginäre  Theil  dieser   Gleichungen   liefern   zwei 
Gleichungen  zur  Bestimmung  von  P  und  Q, 
Das  Integral: 

/*    Px-\-Q       . 

ist  zerlegbar  in : 

^  J  (a;  -  a)2  +  ß^  "T  V^  f*^  "T  V;j  ^.c- «)2  -f  ß^  ' 

Das  erste  derselben  wird  durch  die  Substitution:  {x  —  «)-  -\-  ß"^  =  z, 
{x  —  a)dx  ==  -  dz  verwandelt  in: 

i'J  (^  _  „).  +  ,5.  =  2  j  T  =  T  '  (^)  =  T  ' ((■'  -  «)'  +  ^')- 

Das  zwxnte  lässt  sich  durch  die  Substitution  '-^"^  =  ^;  dx  =  ßdz  auf 
ein  Fundamentalintegral  reduciren; 
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-  ß'^  J (^—jY, ~ "  ti  J ^^+1 " ~ß' ""''^^^ ""  r  ^'"^^^ • 

Sonach  ist: 

Das  obige  Beispiel  liefert  bei  dieser  Behandlungsweise  den  Werth : 

/i^TT  '^'^  ==  2  '  (^'  +  ^)  +  "'■*^*8  *  +  ^- 
Hier  kann  auch  ohne   weiteres   das  bestimmte  Integral  für  jedes  end- 
liche reelle  Intervall  nach  der  Formel  berechnet  werden: 

Aus  den  beiden  verschiedenen  Formen,    welche  für  das  nämliche 
Integral  gefunden  wurden,  erkennt  man,   dass 

arctg  ^  =  -  I  Kifi)  +  C^"«^- 
sein  muss,  für  alle  Werthe  von  x.     In  der  That  ist  (§.  74): 

iX—i         ,x^  —  l  —  2xi  .        ,        2a;       ,    ^^  ^  •        i         i    r< 

'^+i  =  '  — ^+T-  =  - »  «'■'=*g  ^^  +  ^-  =  2t  arctgx  +  C. 

Beispiel: 

/' dx  _      >-__       ^'^  =  _-  1 arct<r  _^+A    i    Q 

J  a-{-2bx+cx^         "^J  {cx  +  b)'-\-{ac~b^)        ^^T^T^  »^/^-&«^     ' 

Dies   ist   eine   reelle   Darstellung,    falls   ac  — J>^  >  0,  d.   h.    wenn   die 
Wurzeln  complex  sind. 

00 

"^^  ''  (ac  —  &2  >  0,  im  andern  Falle 


/ 


a  +  2bx-\-cx^  Yac  —  b^  .,,     i-  r^  l       •   ^L^ 

'^  gilt  diese  Formel  nicht). 

113.    Enthält  die  Function  cp  vielfache  Wurzeln: 
(p{x)  =  (x  —  aY^{x  —  ß)^  +  .  .  .  {x  —  xYm^     A,  +A,  +  . .  .  A„,  =  n, 
so  ist  die  angewandte  Partialbruchzerlegung  nicht  mehr  möglich;    da- 
gegen  besteht   hier  der  Satz:    Der  Quotient   --|^    ist   immer    und   nur 
auf  eine  einzige  Weise  in  die  Form  zerlegbar: 

in  welcher  A^  eine  Constante,    tii^)   eine   ganze   Function   höchstens 
vom  Grade  n  —  2  bedeutet.     Dies  folgt  aus  der  Identität: 

2)   t  (x)  =  ^„  <p,  (a:)  +  0,  {X)  (X  -  «)     oder :     ^.,  {x)  =  f-^^rJ^i^  ■ 
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^)  A  —  ^.(^\  —    hr.y 


Damit  der  Quotient  eine  ganze  Function  Averde,  muss  sein  Zähler  für 
x  =  a  verschwinden;  also  ist 

'»/>(«)    ^^     t/>(a) 
9^1  («)  9^^«) 

unter  9^»(«)  denWerth  der  Ableitung  von  der  Ordnung  A,  verstanden; 
die  Constante  A^^  ist  weder  Null  noch  unendlich. 

Wendet  man  dasselbe  Verfahren   auf  den  zweiten  Quotienten  auf 
der  rechten  Seite  der  Gleichung  1)  an,  so  wird  man  erhalten: 

Der  Werth  von  A^  kann  aber  auch  verschwinden,  wenn  i/^,  (a)==0  ist. 
Sonach  erhält  man  bei  Fortsetzung  dieser  Methode  die  Gleichung: 

Der  Quotient   -^-^,  in  welchem  die  Ordnung  des  Zählers  kleiner 

ist,  als  die  des  Nenners,  lässt  sich  in  Bezug  auf  die  vielfachen  Facto- 
ren  von  q)^  nach  der  nämlichen  Regel  zerlegen,  so  dass  allgemein  und 
mir  auf  eine  einzige  Weise  die  Gleichung  besteht: 

^\  V>ix)  ^^   _A^ I  At L  .  .  .    ^^'-^ 

^  9  ix)  {x-a)^'  "^  {x-af^-^    ~^  '  "  Ix-cc) 

_1_         ^0  I  -g|  1  ^A2Zl 

i ^}^ 1        ^t        4-  •  •  •  -^"^' 

{x-  y,f "»         [x  —  x)^-" ~^  ^-^ 

Die  Constanten  J  „ ,  Bq  .  .  .  Kq  sind  von  Null  verschieden ;  die  übrigen 
können  auch  verschwinden. 

Die  Bestimmung  der  Coefficienten  Ä  in  der  Gleichung  4)  erfolgt 
am  besten,  indem  man  j-  —  a  ==  h  setzt  und  beachtet,  dass 

wird;  es  sind  also  Aq,  A^  .  .  / Ax,-\  die  A,  ersten  Coefficienten,  die 
sich  bei  Entwickelung  des  links  stehenden  Quotienten  nach  wachsen- 
den Potenzen  von  h  ergeben;   denkt  man  sich  die  Entwickelung  nach 

der  Taylor'schen   Reihe    aus^^eführt,    so   folgt,    wenn    man        ";     mit 

j  o  7  o    7  qp|  (a) 

0,  (a)  bezeichnet: 

A„  =  cD,(„),    ,1,  =*,'(«),    ,1,=--=  ,;,<(>,'■(«),  . . .  A.,=      •      0>/.  ■(«). 

Sonach  ist  im  allgemeinen  Falle; 
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l'^^dx^'^Aj  f—^,~   +y,Bj  f—^r~.  + 


Es  ist  aber 


"^ " '  S^\fj—%-^ 


dx  1  1  /  1  ^    1^ 

^  =  —  - — -  ' ^j— ,       (wenn  a  >  1) 


also: 
III. 


/  X — a  ^  ^ 


j=X,-2 


J  <pix)        ^        h-J-l     {x-af^~'-^^       '     ^             ^ 
+ 


Das  Integral  jeder  rationalen  algebraischen  Function  ^^y^  ist  selbst 

durch  rationale  algebraische  und  durch  logarithmische  Functionen  dar- 
stellbar;   die  explicite  Darstellung  erfordert  die  Bestimmung  der   Ver- 
schivindungswerthe  von  (p(x);    an  Stelle   der  logarithmischen  Function 
können  auch  die  cyclometrischen  eingeführt  werden. 
BeisDiel-  ^^"-'^  —  2^*-3a;3-a;4-21 

Setzt  man  x  =  —  1  +  /i,  so  wird 

y,(-l+Ä)"  9  — 6/i+Ä«  —  ^  -r -'^    -r  9_6Ä4-Ä«' 


114.  Auch  in  dem  zuletzt  behandelten  allgemeinen  Falle  ist  es 
möglich,  das  Auftreten  complexer  Grossen  in  dem  Schlussresultate  zu 
umgehen,  wenn  die  Coefficienteii  von  (p  und  i^  zwar  reell  sind,  jedoch 
die  Wurzeln  von  cp  complex  w^erden;  es  sind  wiederum  die  zu  conjugirt 
imaginären  Wurzeln  gehörigen  Partialbrüche  zu  vereinen.  Man  geht 
hierbei  direct  von  dem  Satze  aus:  Ist 

SO  läset  sich  nur  auf  eine  einzige  Weise  die  Zerlegung: 

^(a;)  ^       I'üX-^'Qq        _j ^j{x) 

fp{x)  ((a;_a)2_|.ß2/    "f"  ((,c-a)2 4-^2)^-1  qp,(a;) 

ausführen ,  in  welcher  P  und  (J  reelle  Constante  bedeuten. 
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Es  muss 

H=^)  =  {l\x  +  «„)(p,  (x)  +  Mx)  {{X  -  ay  +  ß^] 


werden,  d.  h. 


Demnach  wird; 


P.i'^±iß)  +  Q.-=Ü^ 


Ein  Integral  von  der  Form: 

r(Px+Q)dx  a->n 

besteht  aus  den  Theilen : 

Das  erste  derselben  hat  den  Werth: 

Das    zweite    Integral     verwandele    man    durch    die    Substitution 
{x  —  «)  =  ?/  in : 

r         dx  _    r     dy 

J  li^x-ay-\-ß^f      J{y'  +  ßV'  ' 
Da  nun: 

fj  r y ] "^y 2a  -  n  -^'"^^  - 

l(y'-\-ß'f'']'    iy'+ß'f-'  iy'+ß')^ 

(2/'  +  ß»/~'  (2/-  +  ^^/ 

so  gewinnt  man  die  Formel: 

IV  /'     ^.y i  y  ,       2^-3      C dy 

J  (?/'  +  ß'/  ß'  (2A-2)  (i/^  +  ß')^"'         ß\^^l-^)J  (2/2  +  ßf -» 

Die  successive  Andeutung  dieser  Recursionsformel  also: 

r       ^y        _    __    1 y .      2i-5      r__dy  ^  ^   ^ 

J  (?/'  +  ß'/~'         ^'(2^-4)  (i/+ß«)^-'  ^  |3«(2X-4)J  (j/«+ß'/"' 

führt    die   Entwickelung    des    vorgelegten  Integrals    auf    algebraische 

Functionen  und  auf  das  Integral: 


zurück. 


/Ä.=;-'«^'+<^- 


206  Drittes  Buch.    Zweites  Capitel:   §.  115. 

Beispiel: 

J'  cc-{-l     j     /"*  xdx       .      r    dx 

=  ""  T  *  (rr+1)«  +  T  •  (a?2+lj2  +  ¥  '  ^HhT  +  ¥  ^^^*^  ^  +  C. 
115.  Das    Integral: 

*) 


il 


i  =  }/~  1 ,         m  —  1  <  »i,         —  ^  ^  a  ^  +  JT. 

Die  w  Wurzeln  des   Nenners   sind   complex    und   sänimtlich    von  ein- 
ander verschieden. 

cc  =  y^^i  =  i  ^^"-^  =  cos  (^i^^^'^)  +  l  sin  (^+C^^^^+  ^)-) 

7^  =  0,  1,  2,  ...  M~  1. 
Demnach  wird  der  constante  Zähler  eines  Partialbruches: 

^      .,  a4.(2i4-i);r' 

1       f(//i-n)  1 

also : 


Cx'''-^dx 


(1 -jai  ir^i\ 

Trennt  man  den  Logarithmus   der  complexen  Grösse  in  seinen  reellen 
und  imaginären  Bestandtheil  {x  reell  gedacht),  so  folgt 

wobei  (§.  74): 

P,.  =.   1  ?(^.  _  2x  cos  «±(21+1).  ^  j) 


sm 


O^.  ==  arctff  ,,;,,, — 


cos    — :— ^ = X 

n 


(die  Vielfachen  von  7t  i  können  zur  Constante  gezogen  werden). 

Es  soll  das  bestimmte  Integral  zwischen  den  Grenzen  Null  und  c» 
ermittelt  werden,  Avenn  alle  Wurzeln  des  Nenners  complex  oder  nega- 
tiv sind,  also  —  ;r  <  «  <  +  jr.    Zu  dem  Zwecke  hat  man  die  Werthe 


*)  Elller:  Inst,  calciili  integr.  Vol.  I.  Cap.  I.  §.77-80.  Cap.VIlI.  §.  351-355. 
Dirichlet:  Vorlesungen  liber  die  Theorie  der  bestimmten  Integrale.  Bearbeitet 
von  Meyer,     Leipzig  1871.     9.  '27. 
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von  Fk  und  Qk  an  den  Grenzen  Null  und  oo  zu  bestimmen,  doch 
müssen  in  dem  ganzen  Verlaufe  von  x  =  0  bis  x  =  es:)  Fk  und  Qk 
stetig  bleiben. 

Der  Werth  jedes  F  an  der  Stelle  x  =  0  ist  Null ,   er  wächst  mit 
wachsenden   Werthen    von   x    continuirlich.      Zerlegt    man    aber,     da 

x^  >  2x  cos  --^ — -^— ^ 1: 


P,  =  l;(^2)+  Vz(i_ 


2X  008  — ' — ^ 1 

n 


2  ^     ^     '     2       \  x^  / 

und  vereinigt  alle  mit  —  J(a;-)  multiplicirten  Glieder  in  der  Summe,  so 
liefern  dieselben  den  Werth 

I. „1  _ .  ^    mrti 

^  —  ^JT  *  ,,   ,  ,^mni  2n mrtt 

diese  Formel  ist  nicht  mehr  giltig,  wenn  m  =  n  ist.  Alsdann  wird 
das  Integral  mit  unendlichen  Grenzen  nicht  mehr  endlich;  wir  führen 
also  die  Voraussetzung  ein,  dass  m  höchstens  gleich  n  —  l  ist. 

Es  kommen  nunmehr  die  zweiten  Theile  von  F^  bei  der  Summen- 
bildung allein  in  Betracht,  und  diese  convergiren  für  x  =  oo  nach  Null. 

Zur  Bestimmung  des  Werthes  Qk  bemerke  man,  dass 
a-h(2A:+l)7r 


n 


^        <27t 


für  alle  Werthe  von  /;  ==  0,  1  .  .  .  n  —  1,  weil  a  <C  tc  angenommen 
wurde.  Für  x  =  0  ist  Qk  =  arctg  (tang  ft);  es  möge  gleich  ft  gesetzt 
werden,  in  welchem  Quadranten  dieses  auch  liegen  mag. 

Jjiegt  ^  im  ersten  Quadranten  (cos  ft  >  0,  sin  ^  >  0),  so  wächst 
mit  wachsenden   WertJien  von  x  der  arctg,  wird  für  :r  ==  cos  ^  gleich 

+  \y ;    f"^   grössere  Werthe  von  x  wird   das  Argument  negativ,    für 

rr  =  oo  ist  Qk  ==  n. 

Liegt  [i  im  zweiten  Quadranten  (cos  ft  <  0,  sin  ^  >  0),  so  bleibt 
das  Argument  durchweg  negativ,  für  rr  =  oo  ist  Qk  =  Tt. 

Liegt  ft  im  dritten  Quadranten  (cos  ft  <  0,  sin  ft  <  0),  so  bleibt 
das  Argument  durchweg  positiv,  für  ic  =  oo  ist  Qk  =  ^r. 

Liegt  /i  im  vierten  Quadranten  (cos  ft  >  0,  sin  fi  <  0),  so  nimmt 
mit  wachsenden  Werthen   von  x  die  Function   arctang  ab,    wird   für 

a;=cos/i   gleich    ^^ ,  für  grössere  Werthe  von  x  kleiner  als  \^- y    für 

a;  =  oo  gleich  tc.     Demnach  ist: 


a-K2<  +  ');r 
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Die    Siimmatioii    wird    folgendermassen    ausgeführt:    es   ist   für   jedes 
X  <2ii 

Die  zweite  Formel  ergiebt  sich  durch  Differeutiation  der  ersten  nach  l. 
Für 

folgt:  *" 


A  =  n-1  i=:n— 1 

"\T  2km rti  9.m rri       .  "X.7        2kmni 


.  r=e^-=o,  2..--=    "      - 


—0  2mni  '      ;t_y  2»/*7r»  ,    .     j/ijr 

e    n      _i  e   «     _i  2^  sm  -^ 

Demnach  wird: 

►Substituirt  man  in  dieser  Formel  z  statt  a;"  und  bezeichnet  mau  den 
echten  rationalen  Bruch—  mit  a,  so  erhält  man  die  für  die  Theorie 
der  bestimmten  Integrale  wichtige  Fundamentalformel: 


j 


oo 
^-Lg«'         sm  air  ^  ' 


116.    Auf  die  Form  eines  rationalen  Integrals  wird  ein  Ausdruck 
von  der  Form: 


S' 


fipC'y  x^f  ...  x^)dx, 

in  welchem  a,  h  ...  l  rationale  Brüche,  das  Functionszeichen  f  eine 
rationale  algebraische  Verbindung  der  angegel)enen  Grössen  bezeichnen 
durch  eine  einfache  Substitution  gebracht**).  Nennt  man  m  das  kleinste 
gemeinschaftliche  Vielfache  der  Nenner  von  «,  ?>  ...  /  und  setzt 

x  =  z'"^^        dx  =  mz''^-^äZy 
so  wird: 

if{x^,  aJ%  .  .  .  oc^)dx  =  m  I  f{z""',  z^'",  .  .  .  z'"')  ,:'"   ^dz 
das  Integral  einer  rationalen  Function. 


*)  Weitere  Folgerungen  ans  dieser  Formel  sind  in  §.  159  gegeben. 
*^)  Euler:  Inst.  calr.  integ.  Cap.  1.  §.  27. 
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Beispiel: 

=  C,J'{-  ,■+  z'^  +  z'-g*+,^-'i+  ^)rf« 


1.  ^t  ,    e  g-  ^.  ^ci  _  A  ^r,  _|.  2«»  _  G«  +  C  arctgs  +  C. 

4  7  o 


und  durch  Substitution  für  0: 


^       l  +  Vx 

+  2}/x  —  Gp^x  +  G  arctg  f/x  +  C. 
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117.  Die  zu  integrirende  Function  heisst  eine  explicite  irrationale, 
wenn  sie  ausser  ranzen  oder  jjebrocheneu  Potenzen  der  Variabelen  x 
(siehe  den  vorigen  Paragraph)  Polynome  in  x  enthält,  welche  selbst 
mit  gebrochenen  Exponenten  behaftet  sind.  Als  einfachster  Fall  dieser 
Art  stellt  sich  das  zweigliedrige  lineare  Polynom  dar: 


/- 


f(x,  {a  +  hxY)dXj 

>vobei  p  und  q  ganze  relativ  prime  Zahlen   bezeichnen  sollen.     Dieses 
Integral  wird  in  ein  rationales  verwandelt  durch  die  Substitution: 

a -{- h X  ^=  z'i j  hdx  =  qFß-^dz  f 

also 

Jßx,  (a  +  hx)'')dx^l-Jf(^^-^,  z^)^'-UU. 

Als   allgemeines   binomisches   Integral    bezeichnet  man   ein   Inte- 
gral von  der  Form: 


/" 


{a  +  hx'^ydXy 


unter  m,  w,  i)  beliebige  rationale  Brüche  verstanden*).  Die  Zahlen 
m  und  n  können  aber  ohne  Einschränkung  der  Allgemeinheit  stets  als 
ganze  Zahlen  vorausgesetzt  werden;  denn  sind  sie  Brüche,  so  setze 
man  statt  x,  z^' ,  unter  v  das  kleinste  gemeinschaftliche  Vielfache  ihrer 
Nenner  verstanden.  Auch  kann  man  n  stets  positiv  annehmen,  anderen 
Falles  schreibe  man: 


*)  Euler,  a.  a.  U.  Cap.  II.  §.  103-124. 

Haniack,    Uilierenliul-  u.  lutcgialrculiiiung.  14 
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/c»*-i(a  +  hx'^ydx  =  a;"»+"^-i(aÄr-«  +  l)Pdx. 
Ist  nun   auch  p  eine  ganze  Zahl,    so  ist  die  Function   ohne  weiteres 
rational ;  ist  aber  p  gebrochen ,  so  kann  die  Function  in  gewissen  Fäl- 
len auf  die  Form  einer  rationalen  gebracht  werden.    Man  substituire: 

1  1-1 


so  folgt 


1/f--«]""  .,.,    oder  auch:  ^J^-^^^^Y'^^^^^  ^ ä.. 


Ist  eine  o'anze  Zahl,  so  verwandelt  sich  der  erste  Ausdruck  durch 
die  Substitution  ;^  =  ^  in  einen  rationalen,  wobei  q  den  Nenner  des 
Bruches  p  bedeutet. 


Ist|)+  ^   eine  ganze   Zahl,    so   verwandelt  sich    der  zweite 


m 
n 
Ausdruck  in  einen  rationalen  durch  die  Substitution: 

b       — ^  • 

118.  Lüsst  sich  nun  auch  das  binomische  Integral  nur  unter  die- 
sen bestimmten  Bedingungen  durch  explicite  irrationale  algebraische 
Functionen  und  durch  logarithmische  darstellen*),  so  kann  doch  in 
allen  Fällen  seine  Integration  auf  die  Integration  gewisser  einfacher 
Formen  reducirt  werden. 

Man  betrachte  das  Differential  rz;'"— ^(a  +  hx'^ydx  als  Product  von: 

•^m  .  („  +  6^»).    oder  auch :   ^«4*^'  ■  «"'-», 
so  wird  nach  dem  Verfahren  der  theilweisen  Integration: 
I.  jx^^-'^a  -f  &^^)?'f7r/;  =  '^'"^-"t-''^  —  ^-^  j x'^+^-^{a  +  hx:^y-^dx, 

J  \     \  i  nh{p-\-\)  nb{2)-\-l)J  ^     '  ^ 

Diese  Formeln  kann  man  so  abändern,  dass  in  den  Integralen  der 
rechten  Seite  immer  nur  der  eine  der  Exponenten  geändert  erscheint. 
In  der  Gleichung  I.  schreibe  man: 

/  x"^  "-\a  + 1) x'^y-^  dx  ==  I  /  x"'-^  {a  +  h x'^ydx  —  ^1  .'r"*-*  (a-\-h ic") p-^  dx, 

in  der  Gleichung  IL: 

*)  Tschebychef,  Siir  Tintegratioii  de  diflerontielles  irrationnolles.  Liouville 
Journal  T.  XVllI.  1853. 
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und   vereinige  jedesmal   das  Integral   der  rechten   Seite  mit  dem    ihm 
gleichen  der  linken;  es  wird: 

III.  ( c(^^^-'{a+hx-)Pdx=''"'-^''4^^^-  +  -^l''  -  fx^^-Hn-i-hx-y-'dx, 
J  ^     '  ^  m-{-pn         '    m-\-pnJ  \     i  j  f 

IV.  J  x"^~^  (a  +  hxnydx  =  — ^^-^^^ 

{np-\-m)bJ  ^      '  ^ 

Die  Formeln  TU.  und  IV.  vermindern  also  die  Exponenten  n  und 
m  um  die  Grössen  1  und  n.  Die  Formeln  lassen  sich  auch  so  be- 
trachten, dass  sie  die  rechts  stehenden  Integrale  auf  die  links  stehen- 
den zurückführen.  Um  eine  einheitliche  Formulirung  zu  gewinnen, 
löse  man  die  Gleichung  nach  den  rechts  stehenden  Integralen  auf, 
nachdem  man  zuvor  in  III.  statt  2^  —  1  tlen  Werth  jp,  und  in  IV. 
statt  m — n  den  Werth  m  geschrieben,  so  ergiebt  sich: 

V.  fx^"~Ua  +  hx^)Pdx  =  -  ^1^+-^^^!^  + 
J  ^     '       V  an{p-{-l)         • 

VI.-  /;-■  (a + hx-y  dx  =  -^±^!)Ü'  _ 

cita         -/ 

Die  vorstehenden  Reductionsformeln  werden  unbrauchbar,  wenn 
die  in  den  Nennern  stehenden  Grössen  verschwinden;  in  allen  diesen 
Fällen  wird  aber  das  Integral  durch  die  früher  angegebeneu  Substitu- 
tionen rational;  bemerkenswert!!  sind  hierbei  nur  die  Fälle  vi  =  0  und 
np)  -\-  m  =  0;  es  wird: 

J  X  nj  z  —  a  ^       '  ^ 

\a  +  hx""  ) 

Die  Formeln  IV.  und  VI.  lehren,  dass  das  binomische  Integral 
durch  algebraische  Functionen  ausgedrückt  werden  kann  und  durch  ein 
Integral,  in  welchem  der  Exponent  m  von  x  zwischen  Null  und  n  ge- 
legen ist,   das  Verhältniss    "    also  zwischen  Null  und  1. 

Die  Formen  III.  inid  V.  zeigen,  dass  das  biuomi.^clio  Integral 
durch  algebraische  Fiiiutionen  ausgedrückt  wird,  und  durch  <in  IntegraK 

11* 
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in  -welchem  der  Exponent  p  ebenfalls  ein  positiver  Bruch  zwischen 
Null  und  1  ist. 

Wird  schliesslich  ~  nicht  gleich  Null  oder  ergänzen  sich  beide  Brüche 
—  und  p  nicht  zu  eins,  so  wird  der  Werth  des  Integrals  nur  durch  eine  un- 
endliche Reihe  ausgedrückt^  indem  man  das  Binom  der  zu  integriren- 
den  Function  in  eine  Potenzreihe  entwickelt,  und  alsdann  das  Integral 
dieser  mit  x'""'^  multiplicirten  Reihe  bildet  (Cap.  4). 

119.  Die  nächstfolgende  Gruppe  irrationaler  Functionen  bilden 
diejenigen,  in  welchen  die  Quadratwurzel  aus  einem  Polynom  zweiten 
Grades  auftritt*): 

(f^x,  j/R)dx,        R  =  a  +  2bx  +  cx\ 

unter  F  eine  rationale  Verbindung  der  Grössen  x  und  Jl  verstanden. 
Das  Vorzeichen  von  j/B,  ist,  wenn  nicht  das  —  Zeichen  vorgesetzt 
wird,  positiv  zu  nehmen.  Geordnet  nach  seinem  rationalen  und  irratio- 
nalen Theile  wird 

Gf  H,  (r,5  H^  bedeuten  ganze  rationale  Functionen.  Macht  man  den 
Nenner  dieses  Quotienten  durch  Multiplication  mit  Gj  {x)  —  H^  (x)  j/Ii 
rational,  so  wird: 

F{x,  yu)  =  (p{x)  +  t{x)yK 

(p  und  !/>  bezeichnen  rationale  Functionen.  Wir  haben  uns  im  folgen- 
den nur  mit  dem  irrationalen  Theile  zu  beschäftigen,  dem  mau  die 
Form  geben  kann : 

denn  die  rationale  Function  f{x)  zerfällt  in  eine  ganze  Function  und 
in  eine  echt  gebrochene,   die  in  Partialbrüche  zerlegt  werden  kann. 

Das  Inteofral    i^^-  wird  durch   eine  Recursionsformel   auf  alge- 


'ö' 


Cx^'d. 


gebracht.     Es  ist: 

d[x^-'  ]/a  +  2hx  +  cx''^l^  = 

=  [{n  -  l)a;«- Va  +  2hx  +  cc^+  -^Jj^^d:^-]  dx 
{}  )         V      -T-  -r         n    ya-\-Ux-\cx^  ] 

I   (n-l)a;"-2(a  +  2[;a?-f ca;2)     .      x"-\h±cx)'\  .  . 
_  L  -y^  +  y^         J  ^(^ ; 


•)  Euler  a.  a.  O.   Cap.  II.  §.  88—93. 
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also  durch  Integration: 


1.  .»-.  .  yli  =  («-l)aJ>-;;'-  +  (2«-  y}\f'^i'  +  ncß 


x^  dx 

Yr" 

Setzt  man  in  dieser  Formel  für  n  nach  einander  dieWerthe  1,  2,  3  ..., 


so  folgt: 


\x^ 


/xdx  1     /^         h    f'dx 

rx^dx X  /ü -^  r  ^d^ f*  r^^ 

—  i/V  (^         '^^\  _L  Z"^^'         a\   rd^ 

/'oc^dx  ^S/7?  _  ^  Px^dx 2a    'rdx 

=  i/T}  (^  _  '^^^    I     \bh^~^ac\  _  (h¥  __  ^ah\    Pdx 

~  *^         \^C  6C2     "T"  6C3  /  V2C^  '^C'^J    Vit' 

Allgemein : 

Die  Coefficienten  a^  und  /3  werden  aus  Recursionsformeln  bestimmt, 
die  man  aufs  neue  durch  Differentiation  dieser  Gleichung  herleiten 
kann : 

oder  nach  Multiplication  beider  Seiten  mit  yii,  geordnet  nach  a,  h,  c: 

x^  =  c  ^  drin  —  V  +  1)  o.^^-'+i  +  Z'  2^  cc,{2n  -  2z/  +  l)a;"-^  + 


v:=n 


+  a  ^  ccr{n  —  i/).t"»-'-i  +  ß. 


Hieraus  entnimmt  man  durch  Coefficienten vergleichung  die  Relationen: 

1  =  ca^'"',       0  =  ca.,{n  —  1)  +  hc(^{2n  —  1), 
0  =  ccc.^{n  —  2)  +  hc(.y{2n  —  3)  +  aa^  (n  —  1), 
allgemein : 

TU     ^^  =  ^ «r  (?i  —  V  -\-  1)  -\-  h c(r-i (2 n  —  2 V -f- 3)  +  (( «,_2 {n~v-\-2), 
ß  =  —  Icin  —  aan-i. 

Bemerkung:  Ist  6  =  0,  also  R  =  a  -\-  cx'y  so  verschwindet  in 
der  Recursionsformel  für  «»,  das  mittlere  Glied;  dem  zufolge  wird 
rc.,)  «4  .  .  .  überhaupt  jedes  «  mit  geradem  Index  gleich  Null.  Ferner 
wird: 
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0  =  cc<->,u+i  {tl  —  2m)  +  ac(2m-i  0*  ■—  2w  +  1) 

also: 

__  _1_  _     a{n—l)  a^{n  —  l){n  —  '6) 

^1  ~  cn  '  "^  ~~        c'2 n(n - 2) '  "^  ~~  c'n{n-2Y{n~l)  > 

(       ^\m     a'"(n-l)(n-3)  ...  (»i-2m+l) 
c"'"*"^n(n  — 2)(n— 4)  ...  (w  — 2?m) 
Ist  Ji  ungerade,  so  wird  /3  gleich  Null;    ist  aber  *^  gerade,    so  wird, 
indem  uian  die  gerade  Zahl  n  mit  ^'p  bezeichnet: 

/3  =  -  a«,,_:  =.  (~  1)- «'^^^^-^^^^^^-  ^^  •■•  ^•^. 
'  ^        c^2p(2^  — 2)(223-4)...4.2 

Im  ersten  Falle  reducirt  sich  das  Integral 


•.-\-c. 

auf  algebraische  Functionen  allein ;  im  zweiten  auf  algebraische  Func- 
tionen und  auf  den  Theil 


J    Va  +  cx^ 

120.    Dem  Integral       A--    ^^  -^ 

J  ya  +  2hx-\-cx^ 


kann  stets  die  Form  eines  rationalen  Integrales  gegeben  werden.  Bei 
reellen  Werthen  der  Coefficienten  a ,  h,  c  unterscheidet  man  die  Fälle, 
ob  c  >  oder  <  0,  und  sucht  jedesmal  die  Integralfunction  wo  möglich 
vermittelst  reeller  Grössen  allein  darzustellen. 


1)     Ist  c  >  0,  so  substituire  man:  j/a  -\-  2hx  -\-  cx'^  =  z  ~  xj/c 


X 


z'^  —  a  __  /^  ^  (z^  +  a)yc ±^^ 


2{zVc-{-b)  2{zVc-\-h) 

und  es  sind  x  sowohl  wie  y^R  rational   und  eindeutig  durch  2  ausge- 
drückt.    Aus  der  Gleichung:  a  +  2bx  =  0-—  2zxj/c  folgt: 

hdx  =  0ä2  —  dzxy^c  —  zdxYcj     dx{b  +  ^Vo)  =  dz{z  —  xy^c) 

j  dx  dz 

oder  ,,_  == ,>_  • 

yR       b+zVc 

Es  ist  also: 

=  -j.  l  (h  +  j/lic  +  xc)  +  C. 

yc 

2)  Ist  c  <  0,  aber  a  >  0,  so  substituire  man: 

]/a  -{-  2bx  +  cx^  =  j/a  -{-  zx 
2{zya  —  h)  /  Tj  _  yä{c-\-z-^)  —  2hz      dx  __   2dz_ 

•^="0-««    '    y^—      c-z^      '  yii^c-z^' 
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Also: 


rdx  _    .^    rdz    __  2   /•      dz  „  __  _L    arctff   - 


c 


2       .  yB-Va   .  ., 

Ist  a  <  0  und  sind  die  Wurzeln  derGleichung  a-\-2hx-\-cx' =^i) 
complex,  also  ac  —  6'^  >  0,  so  ist  li  bei  allen  reellen  VVertben  von  x 
negativ,  ^B  also  imaginär;  in  diesem  Falle  kann  auch  die  Einführung 
imaginärer  Constanten  bei  der  Darstellung  der  Integralfunction  nicht 
vermieden  werden. 

Sind  dagegen  die  beiden  Wurzeln  der  Gleichung  reell,  a  und  /3, 
so  ist  für  die  Werthe  von  Xj  die  zwischen  a  und  ß  gelegen  sind,  ]/ li 
reell  5  in  diesem  Falle  kann  man  der  Integralfunction  eine  reelle  Form 
jreben  vermittelst  der  Substitutionen: 

3)     B  =  a+hx-\-cx''  =  c(x  —  a){x  —  ß),     j/li  =  (x  —  a):; ,      folglich 

X  = 


cß  -az"^  /ji  c{ß  —  ci)z  dx 2dz 


c  —  z^    '      '^  c—z"^      '  }/]{        c  —  z^ 

Es  wird: 
iTi  rdx         ,,    /*  fZ^  2    /*        dz  2  1^1     n 

T  — C^ 

2         ,          yu        ,   ., 
=  —  ,7—  arctg -,_^  +  C. 

Die  angegebenen  Substitutionen  dienen  auch  dazu,  das  Integral 

JF{x,yU)dx 

vgn  vornherein  in  das  Integral  einer  rationalen  Function  zu  verwandeln. 
Bemerkung.     Der   Fall   c  ==  0  führt  zurück   auf  das   einfachste 
binomische  Integral : .  es  wird 


/ 


dx  1 


y_a-\-2bx  ^ 

dx 


=  j  ya  +  2hx  +  C. 


121.    Um   das  Integral  j  ^^-y-yj^    '^''    bestimmen,     untersuche 
man  zunächst    /  ^^^jf '    *^^^'  dasselbe   gewinnt   man  eine  Recursions- 


m 


(«—  1)VR    j      i^  ib+cx)dx 


(n— l)(a4-26a;-j-c^')  ^    _i_  ib-\-cx)dx 
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,  r  KK  1  ^  __  (n—l)ad.v  __  (271-3)  hdx  __  {n  — 1)0(1 
also: 


dx 

(wenn  a  ^  0). 

Setzt  man  für  n  nach  einander  die  Werthe  2,  3,  4  . .  .,  so  reducirt  sich 

das  Intci^ral  schliesslich  auf  die  Form  /— r^. 
""  J  xVR 

Die  Formel  wird  verallgemeinert  durch  die  Substitution  x  ==  ^  —  (> ; 
es  wird: 

11  =  A  +  2JU  +  Cz'  =.{a-2-bQ  +  cq"-)  +  2(6  -  cq)z  +  c^^ 

also:        c=C,        h==B  +  GQ,        a  =  A  +  2Bq -\-  CqK 

Man  schreibe  dann  auf  beiden  Seiten  statt  der  Zahlzeichen  Ay  I>,  C 
die  Zahlzeichen  a,  ?>,  Cj  statt  ^  ^',  und  der  Kürze  halber: 

a  +  2hQ  +  cq"-  =  /•(()),         b-\-  CQ-=^  l  f"(Q),         c  =  -}/"'((>), 

so  ergiebt  sich,  unter  der  Voraussetzung,  dass  /'(^)  von  Null  verschie- 
den ist: 

I  r       ^^        =:,  _  1 KJK       __  (2n-3)r(g)    r        ^i5^ 

_    (n-2)f"(Q)    r        dx 

2{n-l)f{Q)J  (x-Qr-''VE' 

Daraus  erkennt  man,  dass 


V  r=  w  —  1 

wird.     Die  Grössen   «»,  und  |3   lassen   sich   aus   Recursionsformeln  hje- 
rechnen,  die  man  durch  Differentiation  dieser  Gleichung  erhält: 

I'  =.n  —  1  r  :=  n  —  1 

(.c  -  gf  Vii        VE   iQ,  (^  -  ^-^      ^  '  ^,  (x  -  9)  '^-^'+'  ~^  ^  (^ ~  9)Kie 

also : 

r=«  —  1  v=::n  ~  1 

1  =  (6-|-ca;)^f^,(a;-(>)"-(a  +  2Z>x^+6'^-'0^(n-i^)«,Gr  — ^)'-^  + 
oder,  wenn  a;  —  p  =  ^  gesetzt  wird : 

r  -  71— 1  '  v=n—-l 

1=  1  (/■•(e)+.;/"(9))^«,«"-(/(p)+^/'((')+|^V"(9))2(«~'')«.-"-' 
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Geordnet  nach  den  Coefficieiiten  erhält  die  Gleichung  die  Form 


r=n-l 


Hieraus  folgt: 

/•((>)  {n  -  1)  «,  +  1  =  0,        f{Q)  (n  -  2)  «,  +  /•'((>)  (^^  -  I)  «,  =  0. 

Allgemein : 

III.  f{^)(n~v)a,  +  f'{Q)(n~v+l)(,._t  +  l  fig)  {n-v+})a,.,=() 

/5  =  Y  f{Q)  ««-1  +  l  /■"((>)  ««-2. 

Bemerkung.  Die  in  diesem  §.  entwickelten  Formeln  erleiden 
eine  Abänderung,  wenn  /'((>)  =  0  wird,  also  q  zugleich  eine  Wurzel 
von  a  -\-  2hx  -\-  ex-  =  0  ist. 

Multiplicirt  man  die  Identität  I  mit  /'((>),  und  setzt  dann  f{Q)  =  0, 
so  folgt; 

0  =  _       1  Vit        _  (2»-3)r(p)  r         dx 

(n-l)*(^_^)n-i  2(n-l)   J  {x-Q)n-iy^ 

in-2)r(g)    r  dx 

oder,  wenn  für  n  der  VVerth  n  -{-  1  gesetzt  wird: 

T.      r       dx^ ^ l Vb     _  (n-1)      f"{g)  r          dx 

Demnach : 

r  =  «  —  1 

jl'  r dü^      ^  sri    ""vVb 

J  {x-grVu         Zi    {x-gf-^' 

iir.  r((.)«„(«- ^)+i=o, 

/•■(9)r<„  («  _  X,  _  ±)  +  -V  ^'(p)  („  _  ^)  „,_,  =  0, 
ß.  =  (-  1)'- 


oder ; 

rrCe)?  (n-l)n-2)...(n-v) 


[/(p)]»'+i       (•2n-l)(2w-3)...(2n  — 2v-l) 

In   diesem  Falle   ist  also   das  Integral   durch   algebraische  Functionen 
allein  darstellbar. 
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122.  Zur  Berechnung  der  Integrale: 

/*  (Ix  I      /*       dx 

xVB    "^^'  J  {x-Q)y'M 

dienen  die  in  §.  120  angegebenen  Substitutionen.   Für  die  Darstellung 
des  ersten  Integrales  ist  von  Wichtigkeit,  ob  a  >  oder  <  0. 

Im  ersten  Falle  {a  >  0)  benutze  man  die  Substitution  IL ;  es  wird 

T      l*  dx  /*     dz  1    w   ,/-        7s    ,    /,         1    T(VaB—a  —  'bx\    ,    .^ 

Setzt  man  in  dieser  Formel  für  x  den  VVerth  z  —  Qy  so  wird  wie 
vorhin : 
J2  =  ^  +  2Bz  +  6V  =  {a  -  2hQ  +  cq')  +  2{h  -  cq)  s  +  cz\ 
c  =  C,    })==B  +  CQy    a  =  A  +  2BQ  +  CQ\ 

Schreibt  man  dann  wieder  auf  beiden  Seiten  der  Gleichung  I.  statt  Aj 
lij  C  die  Zahlen  a,  h,  c,  statt  z  x  und  setzt: 

a  +  2hQ  +  cQ^^t\Q),    ^  +  CQ==\f{Q),    c  =  \f"{Q)y 
so  folgt,  die  unter  der  Voraussetzung  /'(())  >  0  reelle  Formel 
j'  r d^  _^  _  _l^  i  (VWiQ)  -  fJQ)  -hfiQ)  iot^-Q)\    ,    ^ 

J(x-g)VB         Vfiö)      \  ^-^  / 

Im  Falle,  dass  a  <  0  benutze  man  die  Substitution  1);  es  wird 

11./    :^^^  =  2  I  -^ —  =  — =r:  arctg  — =^^_  +  C  =  r-=—  arctg  —rr-^^ — h  0. 

J  ^yji    j^-"     y-d     ^y-a^      y-a     ^    y-a 

Daraus  ergiebt  sich  nach  dem  vorigen  Verfahren: 

J{x-,)yB    y^^m     ^     y-m     ^ 

Endlich  hat  man  noch,  wenn  a  <  0,  c  <  0,  die  Wurzeln  der 
Gleichung  a  +  2hx-\-  cx^  =  0  aber  reell,  und  folglich  von  gleichem 
Zeichen  sind,  vermittelst  der  Substitution  o): 


111. 


oder 


r^x    ^  2  r     dz  2     /* dz 

J  xyiR  ""    J  cß-az^  =    cßj  «  /_^_Y 

ß  \y^^c) 


,     zya    ,  . < 
arctg  -' +  0, 


y^y-c      °  K=^ 


/•  da;  2  .      ■,/  a  yit  ,    p 

Auch   diese  Gleichung  lässt  sich  nach  dem  bisherigen  Verfahren  ver- 
allgemeinern: es  wird 
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Q  Vit 


unter  a  iiiicl  /3  die  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung  JR  =  0  ver- 
standen. 

Anmerkung.  Das  Integral:  /  F{xy  yii)  dx  kann  mit  Zu- 
hülf'enahme  geometrischer  Vorstellungen  erörtert  werden.  Bezeichnet 
man  den  Werth:  ]/ li  =  Ya  +  2i»:r  -f-  cx'^  mit  ?/,  so  stellt  die  Glei- 
chung: iß  =  a -\- 2hx -\- cx"^,  bezogen  auf  ein  rechtwinkliges  Coor- 
dinatensystem,  eine  Curve  2^^'"  Ordnung  dar;  dieselbe  ist  eine  Hyperbel, 
wenn  c  >  0,  eine  Ellipse  wenn  c  <  0,  (eine  völlig  imaginäre  Curve, 
wenn  zugleich  ac  —  &^  >  0),  eine  Parabel  wenn  c  =  0.  Die  Abscissen- 
linie  ist  eine  Hauptaxe,  zu  jedem  Werthe  von  x  gehören  zwei  ent- 
gegengesetzt gleiche  Werthe  von  y,  oder  +  ]/!{. 

Das  Integral:    1  F{x,  y)  dx  ist  eindeutig  auf  die  Curve  bezogen, 

d.  li.  zu  jedem  Punkte  derselben  (reell  oder  complex)  gehört  ein  Werth 
der  zu  integrirenden  Function,  denn  durch  den  Punkt  der  Curve  ist  auch 
das  Vorzeichen  der  Wurzel  bestimmt.  Die  Untersuchungen  haben  gelehrt, 
dass  ein  solches  längs  eines  Kegelschnittes  erstrecktes  Integral  in  ein 
rationales  verwandelt  werden  kann,  dass  also  die  Coordinaten  x,  y  der  auf 
dem  Kegelschnitte  gelegenen  Punkte  sich  als  rationale  Functionen  einer 
Variabelen  z  ausdrücken  lassen.  Setzt  man  umgekehrt  diesen  Satz, 
der  sich  aus  der  projectiven  Geometrie  der  Kegelschnitte  als  Funda- 
mentalsatz ergiebt,  voraus,  so  werden  die  Methoden  zur  Behandlung 
des  irrationalen  Integrales  einfache  Folgerungen  und  verlieren  den 
Anschein  einer  künstlichen  Substitution.  So  wird  z.  B.  für  die  Hy- 
perbel y-  ==  a  -\-  2hx  -\-  cx^  (t^  >  0)  die  Richtung  der  Asymptoten 
lixirt  durch  y-  —  cx"^  =  0.  Construirt  man  nun  ein  System  von  Ge- 
raden, welches  der  einen  Asymptote  parallel  ist,  so  hat  man  für  dieses 
System  die  Gleichung  y  -\-  x  j/c  =  0j  unter  0  eine  Variabele  verstanden. 
Jede  dieser  Geraden  schneidet  die  Hyperbel  nur  noch  in  einem  Punkte, 
der  sich  im  Endlichen  befindet  (der  andere  Schnittpunkt  ist  stets  der- 
selbe im  Unendlichen  gelegene)  und  die  Coordinaten  dieses  einen 
Schnittpunktes  sind  als  Functionen  von  z  ausgedrückt: 

Dies  sind  aber  die  Formeln  der  ersten  Substitution  im  §.  12U.  üie 
beiden  anderen  Substitutionen  daselbst  werden  durch  analoge  Betrach* 
tungen  motivirt.  Indem  man  das  Strahlbüschel  in  einem  beliebigen 
Punkte  des  Kegelschnittes  betrachtet,  erhält  man  alle  möglichen  Sub- 
stitutionen, durch  welche  das  Integral  rational  wird.     Das  Studium  der 


220  Drittes  Buch.     Duttes  Capitel:  §.   12-2—124. 

alij^cbraisclien  Integrale  überhaupt  gewinnt  erst  Zusammenhang  und 
klare  Anschaulichkeit  durch  die  Geometrie  der  algebraischen  Curven, 
was  in  den  grundlegenden  Arbeiten  von  Arouhold  und  Clebsch 
(Journal  f.  Math.  Bd.  Gl.  (jo.  64)  zuerst  ausgeführt  wurde. 

In  Bezug  auf  das  erledigte  Problem  ist  noch  zu  bemerken:  die 
beiden  Fundamentalintegrale,  auf  welche  jedes  andere  zurückgeführt 
wurde,  waren: 

ff """'  It^     (2/^  = « +  ''^  +  ^^''- 

Betrachtet  mau  eine  der  zur  Lösung  derselben  aufgestellten  Formehi, 
z.  B.: 

/f  ^^^(^  +  ^^  +  ^^)  +  ^' 

J   {x-Q)y         y"f(^^')     V  x-Q  /  "T"     ' 

so  erkennt  man,  dass  die  Integral function  nicht  unendlich  wird  an  den 
Stellen  y  =  0.  Diese  Durchschnittspunkte  mit  der  Abscissenaxe,  (in 
denen  die  Tangenten  des  Kegelschnittes  parallel  der  Ordinatenaxe  sind), 
Verzweigungspunkte  der  Function  y,  sind  für  die  Integralfunction  nicht 
Unendlichkeitspunkte.  Dagegen  wird  in  der  ersten  das  Argument  des 
Logarithmus  unendlich,  wenn  x  unendlich  gross  wird.  (Für  die  Hy- 
perbel sind  dies  zwei  reelle,  für  die  Ellipse  zwei  complexe  Punkte.) 

In  der  zweiten  Formel  tritt  für  x  =  q  ein  Verschwinden  des  Ar- 
gumentes unter  dem  Logarithmus  ein;  dieser  selbst  wird  also  ebenfalls 
unendlich.     Denn  es  ist: 


'VMnQ)-fiQ)-l-f'(Q)(x-Q) 


-o-[        yB  ofWj-^' 


X==Q  X=  Q 

Das  eine  Fundamentalintegral  ist  logarithmisch  unendlich  an  den  beiden 
Punkten  des  Kegelschnittes,  die  auf  der  unendlich  fernen  Geraden  ge- 
legen sind,  das  andere  an  den  beiden  Stellen  auf  der  Geraden  x  =  q. 
Dieser  Zusammenhang  zwischen  den  beiden  Integralen  wird  evident, 
wenn  man  die  Gleichung  der  unendlich  fernen  Geraden  ebenso  be- 
handeln kann,  wie  die  jeder  anderen  Geraden,  was  am  einfachsten 
vermittelst  homogener  Coordinaten  geschieht. 

Setzt  man  a;=  -^',    y  = -^  y    so  ist  x.^  =  0  die   unendlich   ferne 
x^  x^ 

Gerade. 

Es  wird 

dxi  —  Xi  dx^ 


/dx I x^dx^—x,  dx3        r      dx       Cx. 
Y  ~J           '^2          '    J  {x-Q)y  ~~J  ' 


iXi  —  QX3)X2 
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Die  Gleichung  des  Kegelschnittes  ist  x,^  =  ax.^-  +  2hXi  x.^  -j-  ca?,^. 
Hieraus  erkennt  man,  was  bei  der  nicht  homogenen  Form  verdeckt  ist, 
dass  das  erste  Integral  nur  eine  specielle  Form  des  zweiten  ist,  in- 
dem an  Stelle  der  Schnittpunkte  des  Kegelschnittes  mit  der  Geraden 
x^  —  Q  X.]  =  Oy  die  Schnittpunkte  mit  der  Geraden  x.^  =  0  treten. 
(Aronhold  a.  a.  ü.) 

Ist  f{Q)  =  0,  so  sagt  das  aus,  die  Gerade  x  =  q  tangirt  die  Curve, 
denn  es  erhalten  ihre  beiden  Schnittpunkte  dieselben  Coordinateu  x  =  q, 
^/  ==  0:  dann  wird  aber  « 


i; 


dx  2         VB         ,    r^ 


{x-Q)Vli              f'iQ)  (x-q) 
und  an  der  Stelle  x  =  q  wird  dieser  algebraische  Ausdruck: 
r_     2  VR    '\\_     2_      fe  +  ca;]        [ 1^1^ 

L   t\q)'  'x-Q \    L   riQ}'   vii  J^L    v'fi^)]    '^' 

Dasselbe  tritt  bei  der  Parabel  ein  in  ihrem  Schnitt  mit  der  unendlich 
fernen  Geraden. 

128.  Aus  dem  unbestimmten  Integrale  lässt  sich  das  bestimmte 
zwischen  zwei  Grenzen  bilden,  in  deren  Intervalle  die  Integralfunction 
stetig  bleibt  und  nicht  unendlich  wird;  so  ist  z.  ß.  wenn  (>"- >  1,  nach 
Formel  III'  in  §.  122: 

f—^^-  =  r  -  -^=^-  arctg  t/TEJL  .  y^f''' 
J{x--q)Vi-x^      L       Vq'-^  r     Q  +  i      x-\  \ 

—  1  «  xz=—l. 

Für  x  =  —  1  verschwindet  das  Argument  von  arctg;  wächst  Xj  so 
bekommt  dasselbe  continuirliche  negative  Werthe,  für  x  = -\-  \  wird 
der  Werth  —  oo;  denn  es  ist 

x-i        _  ytzT^  ,  yr^       L-  vr^l  ~~      ^ ' 

der  Factor  j/^,      ist  positiv,   also  wird: 


/i 


4-1 

dx 


(x-q)Vi  —  x^  Vq^^I 

Diese  Schlussweise  wäre  nicht  möglich ,  wenn  q'^  <i  1 ;  alsdann  wird 
arctg  im  Intervalle  unstetig;  das  Argument  bekommt  an  der  Stelle 
X  ==  Q  den  Werth  —  i. 

124.    Die  nächstfolgende   Classe   expliciter  irrationaler    Integrale 

ist  durch  /  i^(.r,  j/R)  dx  gegeben,  wobei  II  ein  Polynom  dritten  oder 
vierten  Grades  in  x,  R  =  a  -{-  bx  -{-  cx^  +  dx^  +  cx^  (c  kann  auch 
gleich  Null  sein),   1'  eine   rationale  Verbindung  von   x  und  YSi    be- 
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.  deutet.  Denn  ebenso  wie  es  bei  den  bisherigen  Betrachtungen  im 
Grunde  gleicbgiltig  war,  ob  unter  der  Quadratwurzel  ein  Polynom  ersten 
oder  zweiten  Grades  stand  —  in  beiden  Fällen  konnte  das  Integral 
auf  eine  rationale  Form  gebracht  werden  — ,  so  sind  auch  hier  die 
Fälle  dritten  und  vierten  Grades  gleichgeltend:  die  Integrale  können 
in  einander  übergeführt  werden,  werden  aber  im  allgemeinen  keines- 
wegs   mehr    rational.     Diese   üeberführung    wird   durch   die    folgende 

Substitution  geleistet:  Setzt  man  x  ==lz-\ — ^—  =  Ic  -\-  h,  so  geht: 

Il  =  a  +  hc  +  caf'  +  dx^  +  ex'  =  f(x) 
über  in 

/•(/,■  +  7,) = A7,-)  +  h  ni.)  +  i^,  r(h)  +  ^;  rw  +  ti  /■"('••). 

oder 

Bestimmt  man  nun  Iz  so,  dass  f{li)  ==  0,  d.  h.  dass  Je  eine  Wurzel  der 
Gleichung  11  =  0  wird,  so  ist: 

A  =  IfQc),      B  =  Zmini^)  +  j  Vf'Xlc), 
C  =  SmWgc)  +  mPfm  +  ~  ("■{!■), 

D  =  mHf'ik)  +  1  mHTil-)  +  1  ,«iY"'(/0  +  i;,  l'f"{l')- 

Die  Grössen  /  und  m  bleiben  willkürlich. 

Unter    der   Quadratwurzel    steht    nur    noch    ein   Polynom    dritten 
Grades,  und  da  x  rational  durch  s  ausgedrückt  ist,  so  geht 

fF(x,  yii)  (Ix  über  in  /ct)(^,  yZ)(h, 

was  behauptet  wurde.  Bezeichnet  man  die  Wurzeln  von  II  =  0  mit 
«,  ß,  yj  ö  und  lässt  man  h  mit  a  zusammenfallen,  so  sind  die  zugehörigen 

Werthe  von  z:  oo,    ,        —  m,    m.     ,,         —  m.     Dem   einen 

'    ^  —  a  ^     y  —  cc  '     o  —  ci 

Verschwindungswerthe  von  li  entspricht  also  ein  unendlich  werdendes 
Z]  den  übrigen  Verschwindungswerthen  entsprechen  die  Wurzeln  von 
Z  =  Q. 

Die  ErmH(i:hn}(j  d<s  cüijiHschoi  Ji/hyralcs:^) 

■■•' )    AmI'  liiicr^ralo   dioscr  Form   wurde  man  diircli  da'?  goonietrisclio   l'roldcni 
gcliilirt  .    die   l,;iim-t'  des   IIh^m-^iis  ciiicr   l'^llipsf  odor  einer  IIy[)erl»el  /wiritdien  will- 
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Cf^x,  yU)  dx        Ii  =  a  +  hx  +  cx'^  +  dx'        {e  =  0) 

lässt  sich  znrüclvfüliren   auf  alyehraisclie  und  logarithmische  Functionen 
und  auf  drei  Fundamentalinteijrale : 

J'dx  rxdx  /•       dx 

Vit'       Jvfi'       J  (x-^jVm' 
Geordnet  nach  seinem  rationalen  und  irrationalen  Theile  wird  (vergl. 
§.   119): 

(p  und  \l)  bezeichnen   rationale  Functionen;   das   Integral   von  (p  führt 
auf  algebraische  und  logarithmische  Ausdrücke;  der  zweite  Theil  liefert: 

Kr        *^^Yh      Zi   Vn  ~^  Zj  {x-qfYB 

n  =  o 

C x""  dx 
Das  Integral  1  ist  vermittelst   einer  Recursionsformel  reducirbar : 


.«—3 


ü\^^2f^  =  {n-%^^'ZlSa^r^^^:^rä^  ^^  ^  ^'-'(t+2cx+3jgl)  ^^^ 


also  durch  Integration: 


I        /  1  ^     r^"""^  dx    ,      ,  f  \\    fx^  dx 

Setzt  man  für  n  nach  einander  die  Werthe:  2,  3,  4  ...  so  wird: 
i*x^dx ^  Wp L   r d^_ ^    rxdx 

J    VB  ~^^  '^dj  fi  -  adj  YB  ' 

/x^dx 2  /  n  ^a    rdx  __  36    rxd  x  4jC    fi 

vu  ~  5^^  ^  ^       öjj  p:s    5dj  ^i^     idj 


x^dx 

W 


kührliich  gegebenen  Endpunkten  zu  bestimmen.  Der  italienische  Mathematiker 
Fagnano  (1682— 17G6)  (Produzioni  matematiche,  t.  II.  1750)  ermittelte  zuerst  mit 
Hülfe  des  Integrales  geometrische  Beziehungen  zwischen  den  Bogen  dieser  Curve, 
Beziehungen,  für  welche  Euler  (1761)  („par  une  combinaison  qu'on  peut  regarder 
comme  fort  heureuse,  quoique  ces  hasards  n'arrivent  qu'a  ceux  qui  saveut  les  faire 
naitre"  Legendre)  in  dem  Additionstheoreme  den  allgemeinen  Grund  aufdeckte 
(Inst.  calc.  integral.  T.  II.  Cap.  VI  §.606—649).  Kuler  erkannte,  dass  durch  diese 
Integrale  neue  Functionen  in  die  Analysis  eingeführt  werden,  so  dass  sich  die 
Gruppe  der  transscendenten  Functionen  (der  Logarithmus  und  die  cy ciometrischen, 
und  deren  inverse:  Exponentialfunction  und  die  goniometrischen)  in  gesetzmässiger 
Weise  erweitern  lilsst.  Eine  Theorie  dieser  neuen  Transscendenten  begründete 
Legendre  (1752—1833)  durch  sein  Hauptwerk:  Traite  des  fonciions  elliptiques 
et  dos  integrales  Euleriennes  1825—26. 
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Allgemeiu  wird: 

V  z=  n  —  1 

r^r^fJ'T  /       "V^  f*dx  f*xdx 

so   dass   die  Zurückfüll rung   auf  die  zwei   ersten  Fundamentalintegrale 
geleistet  ist. 

Setzt  man  in    derselben  Recursionsformel  für  n  die  Werthe  1,  0, 

—  1,    —  2,  .  .  .   so   lehrt  sie  die    Intef?rale    von    der  Form    / — ^,- 
durch   die  beiden  ersten  Fundamentalintegrale  und  durch  das  Integral 

/-^  darstellen.    Um  dieses  in  Evidenz  zu  setzen  schreibe  man  statt 
xYR 

rij  ' —  >^  +  3 ;  es  folgt : 

TT  VR  f  ..  r    dx  ,  /  ^\    r     dx 

Für  w  =  2,  3  .  .  .  ergiebt  sich,  falls  nicht  gerade  a  =  0  ist : 

J*  dx     _  _  }    VR l^    r  dx      .     d^    rxdx 

/dx 1     VB  _^    r   äx     _    c      r_dx d     rdx 
x'VB  ~         2a    x^         4a  J  ^'>yji         2a  J  ccfB        '^^^  J  Vb' 

Allgemein  ist: 

Für  den  Fall,   dass  a  =  ()  ist,  wird,  wie  aus  der  Recursionsformel  II. 

-  —  durch  die  beiden  ersten  Fundamentalintegrale  dar- 
X  y  si 
gestellt. 

Die  Formel  11.  gestattet  nach  der  bereits  früher  (§.  121)  ange- 
wandten Methode  eine  Verallgemeinerung,  indem  man  für  x  x  —  q, 
für  a  -{-  bx  -{-  cx"^  -{-  dx^  A  -\-  Bx  +  Cx^  +  Dx^  schreibt,  wobei 

c  =  6'  +  3J;9  =  |r(e), 

wird.    Denkt  man  sich  dann  für  Aj  2>,  C,  1)  die  Zeichen  n^  />,  c,  d  ge- 
schrieben, so  folgt: 
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Nach  dieser  Formel  wird: 

J  (x-^rvE  ='''^^^  (x-J)— ;+^/ (x3"Jfä^+ V  yi  + 

+  'f'^        '(»*;>  2), 

d.  h.  es  ist  durch  die  drei  Fundamentialintegrale  ausgedrückt 

was  behauptet  wurde;  man  nennt  dieselben  die  elliptischen  Inte- 
grale erster,  zweiter  und  dritter  Gattung. 

Benutzt  man  die  Substitution,  welche  dazu  diente,  Polynome  vierten 
Grades  unter  der  Quadratw^urzel  in  ein  Polynom  dritten  Grades  zu 
verwandeln,  so  kann  man,  indem  man  diese  drei  Integrale  wieder  um- 
gekehrt transformirt,  das  erhaltene  Resultat  auch  so  aussprechen  : 

Jedes  elliptische  Integral    i   Fix,  j/Ii)  dXj  in  welchem 

1{  ==  ya  +  ix  -j-  cx^  +  dx^  +  ex* 
ist,  lässt  sich  darstellen  durch  drei  Fundamentalintegrale 

yi'  J  {x-a)yM'  J  {x-Q)yM 

und  durch  algebraische  und  logarithmische  Functionen. 

In  dem  Integrale  zweiter  Gattung  bedeutet  a  eine  Wurzel  von 
i^==0.   Statt  der  letzten  beiden  Integrale  kann  man  auch  die  Integrale 

/'xdx         ,     i*x^dx 

einführen,  wie  die  Entwickelung  einer  der  Formel  III.  analogen  Re- 
ductiousformel  lehrt. 

125.  Es  sollen  nun  noch  auf  Grund  dieser  Reductionen  die  drei 
Normalintegrale  aufgestellt  werden,  auf  deren  Berechnung  Legeudre 
das  allgemeine  elliptische  Integral  zurückgeführt  hat. 

Es  seien  in  dem  Polynome  11  =  a  -{-  hx  -f  ex'  +  dx^  -\-  ex*  die 
Coefficienten  reell,  so  kann  man,  mögen  die  vier  Wurzeln  von  22=0, 
reell  oder  complex  sein,  stets  vermittelst  einer  reellen  linearen  Sub- 
stitution in  dem  Polynome  die  ungeraden  Potenzen  zum  Verschwinden 
bringen. 

Harnack,  Differential-  u.  Integralrechnung.  15 
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Die  vier  Wurzeln  a,  ß,  y^  d  seien,  falls  sie  reell  sind,  so  benannt, 
dass  a  >  /3  >  j'  >  (J5  sind  sie  complex,  so  seien  a  und  /3,  y  und  ö 
eonjugirt.     Man  setze 

B  =  e{x-~a){x—ß){x—y){x-~8)=e[x'^^2Xx  +  ii'][x'''  —  2QX  +  6'\, 
so  ist: 


«+/3  =  2A,     «^  = 

^,     y-\-ö  =  2(j,    yd  =  a. 

Aus  der  Substitution: 

T  ■ 

_p-\-qS 

folgt: 

wobei : 

Ä==q'-2Xq  +  ii, 

^'  =  5'-2p3  +  (r, 

B  =  2{pq-X{p  +  q)  +  ^), 

B^2ipq-Q(p  +  q)  +  a), 

C  =  p^-2Xp  +  ^, 

C=p''-2Qii  +  a, 

p  und  q  können  stets  so  bestimmt  werden,  dass  B  und  jB'  verschwinden. 
Denn  aus  den  Gleichungen: 

pq  —  X(p  +  q)-\-  ^  =  0,        pq—Q(p  +  q)  +  (3  =  0 

folgt  (falls  A  —  Q  nicht  gleich  0  ist): 

,  u  —  a  Ott — Xa 

und  weiter 

Da  die  VVerthe  p  -\-  q,  pq  reell  sind,  so  werden  auch  die  Werthe  p 
und  q  einzeln  reell  sein,  wenn  (p  —  qY  grösser  als  Null  ist. 

Sind  von  den  vier  Wurzeln  zwei  reell,  zwei  imaginär,  so  sind 
P  —  fi  und  Q'  —  6  von  verschiedenem  Zeichen,  demnach  ist  der  Zähler 
l^ositiv. 

Sind  die  vier  Wurzeln  reell,  so  entwickele  man  den  Zähler: 

=  («^  +  rs-  ^^+m+J^f  -  i-  (,  _  sr-  («  -  ßT-. 

Dieser  Ausdruck  ist  in  a  und  ß,  y  und  d  symmetrisch,  und  ver- 
schwindet für  a  =  y;  er  enthält  also  den  Factor  (a  —  y)  und  folglich 
auch  die  Factoren  («  —  d),  (ß  —  y),  {ß  —  d).  Da  er  vom  vierten 
Grade  ist,  so  besteht  er  aus  diesen  Factoren  multiplicirt  mit  einem 
Zahlenfactor;  und  da  das  Glied  a'  ß"^  auf  beiden  Seiten  mit  dem  Fac- 
tor 1  vorkommt,  so  ist  dieser  Zahlenfactor  1,  also 
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Dieses  Product  ist  positiv,  weil  «  >  /3  >  y  >  d\ 
Sind  die  vier  Wurzeln  complex,  so  sei: 
a  =  l  -\-  la  j       ß  =  X  —  ^f/,       y  =  q  -^  iy  ^       ö  =  q  —  ?'/, 
so  wird:  ' 

a  —  y  =  {X  —  Q)  +  i  (a  —y),       a  —  d  ==  (X  ~  q)  +  i  («'  +  /), 

^  _  ;.  =  (A  -   (>)  -  U«    +  /),  ß-.d={A~   Q)-i  («'  -  /). 

Das  Product  ist  also:    |(A  —  qY  -\-  («'  —  y'y]  [(A  —  qY  +  («'  +  /yi 
d.  h.  ebenfalls  positiv. 

Ist  l  =  Qj   also:   B  ==  e  [x-  —  2Xx  -{-  /it]  [x'^  —  2A.r  +  <?W   ^iü(1 
setzt  man :  x  =  0  -\-  X,  so  wird : 

i^  =  e  [;^^  +  (ft  -  r)]  [«■-'  +  ((?  -  Z'O]. 

Durch    die   angenommene    Substitution  wird    das    reducirte    elliptische 
Integral: 

wobei: 

Alle  diese  Grössen  sind  reell,  wenn  die  Coefficienten  in  R  reell  sind. 

Entwickelt  man  die  rationale  Function  -^(  ^5:^" )  >  ^^  lassen  sicii 

die  Glieder  gerader  und  ungerader  Ordnung  im  Zähler  sowie  im  Nenner 
vereinigen: 

Multiplicirt  man  Zähler  und  Nenner  dieses  Ausdrucks   mit   G^—zH^j 
so  erhält  man  im  Nenner  nur  gerade  Potenzen  und  es  wird: 

Vz        VZ  '^    Vz    ' 

Das  Integral  des  zweiten  Gliedes  verwandelt  sich  durch  die  Sul)stiintion 
z'^  ==  t  in  ein  Integral  der  Form: 

JL  r  '»  W  ^^ 

2  J  WäT^  CHA't  4-  C) ' 

es   wird   also   durch    logarithmische   und   algebraische    Functionen  aus- 
gewerthet. 

Im  Integrale  des  ersten  Termes  kann  das  Polynom  Z  auf  die  Form 

gebracht  werden : 

15* 
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in  welcher  0  <  Z;^  <  1.     Um  dieses  einzusehen,  schreibe  man: 

Z  =  CC'{\  +  4  ^2^  (i  +  ^^  ^' )  =  ±  ^'^  (1  ±  «-^')  (1  ±  ^'^'). 

Es  sei  «2  ^  ^2^  (Diese  Bezeichnungen  a^y  sind  nicht  mit  der  frühe- 
ren Bezeichnung  der  Wurzeln  von  Ji  zu  verwechseln.)  Je  nach  dem 
Vorzeichen  ergeben  sich  nun  8  Fälle,  indem  man  dabei  solche  Werthe 
von  z  und  entsprechende  für  y  betrachtet,  bei  welchen  Z  positiv  bleibt, 
so  dass  die  zu  integrirende  Function  und  die  Integralfunction  bei  reellen 
Werthen  der  Variabelen  reell  sind. 

V)  Z=-^y'^  {\-\-  ar^z"-)  (1  +  |3'^^'')   bleibt  bei  allen  reellen  Wer- 
then von  z  positiv.     Man  setze: 

az  =  -jzMrz=^     adz  = 


Wächst  z  von  —  oo  bis  0,  so  wächst  y  von  —  1  bis  0,  wächst  z  von 
0  ])is  +  cx),  so  wächst  y  von  0  bis  +1;  es  wird: 

dz dy ,2  ^  ^—Jl . 


VZ        ayy'{i^y^){V-By^ 


Die  Quadratwurzeln  haben  in  dieser  Gleichung  sowie  in  allen  analogen 
Resultaten  sub  2)  bis  8)  auf  beiden  Seiten  dasselbe  Vorzeichen. 

2)  Z=-\-y'^(\-\-a}z^){l  —  ß'^z'^)  bleibt  positiv,  so  lange  ;^  zwischen 

—  -^  und  +  -^  liegt.     Man  setze: 

Wächst  z  von  —  ^  bis  0,  so  lasse  man  y  von  0  bis  +  1  wachsen 
(die  Quadratwurzel  in  der  Substitutionsformel  hat  das  negative  Zeichen), 
geht  z  von  0  bis  -f-  -^,  so  lasse  man  y  von  —  1  bis  0  wachsen  (die 
Quadratwurzel  hat  das  positive  Zeichen);  es  wird: 

dz  dy  1,2 cc^ 


VZ       yyä^ß^y(l-y^){l-k^y*)^  a^-\-ß' 

3)  Z  =  -{-y'^  (l  —  a'^z'^)  (l  +  /5^^^)  bleibt  positiv,  so  lange  z  zwischen 


—  und  -| liegt.     Man  setze 


y^y 


az  =  j/l — ?/2,     adz  =       ,,.- 

Wächst  z  von bis  0,  so  wächst  y  von  0  bis  +  1  (die  Quadratwurzel 

hat  das  negative  Zeichen),   geht  z  von  0  bis  -| ,   so  wächst  y  von 

—  1  bis  0  (die  Quadratwurzel  ist  positiv);  es  wird 

dz  __ dy 7.2  __      ß"^ 

v^"  y  K«M^  ^(n=^*y  (i"=^27') '      '     «'  +  ii^  * 
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4)  Z=-\-y'''  (1  —  a}s'){l — ßi^z^)  bleibt  positiv,  so  lange  z  entweder 
zwischen  -  und  -j oder  zwischen  +cx)  und  4--,,  — oo  und  — ^ 

Ci  ^       U  '  ^  ß 

liegt.  Mau  setze:  a^=  y,  ad::  =  dy  im  ersten  Falle,  ^  =y,  1  \  =dy 
im  zweiten  Falle,  so  wird  : 

dz  ^ dy  j^.^  ^  ß^^ 

5)  Z  =  -  7^2  (1  _|_  «2^2)  (^1  _j_  ^2^2).  in  diesem  Falle  ist  Z  für  alle 
reellen  Werthe  von  z  negativ;  die  Integralfunction  vermittelst  reeller 
Constanten  nicht  darstellbar.  Setzt  man  den  Factor  j/ —  1  vor  das 
Integral,  so  ist  der  Fall  im  übrigen  auf  den  ersten  gebracht. 

6)  Z  =  —  y-  (1  +  a'-Z')  (1  —  ß'-z^)  bleibt  positiv,  für  ;5  von  —  oo 

bis  —  s  .  und  von  +  ^^    bis  +  co.     Man  setze: 
P  P 

Wächst  z  von  —  oo  bis  —  ^  ,  so  wächst  y  von  —  1  bis  0  (die  Qua- 
dratwurzel ist  negativ  zu  nehmen);  wächst  z  von  -\-  ^  bis  +  ^^9  «o 
wächst  y  von  0  bis  +  1  (die  Quadratwurzel  ist  positiv).    Es  wird: 

dz  ^  __  1 dy ^2  ^     Jl_ 

Vz      y  F^M-1'  *  F(i  -y'){i—k^y^] '  «'  +  F  * 

1)  Z=  —  /'  (1  —  «'^^''■')  (1  +  Pz'')  bleibt  positiv,  für  z  von  —  00 
bis  — , —   und  von  +         bis  +  oo.     Man  setze: 

az  ==  -.^:^   : ,     adz  =  -  ^— L 
Vi-y^'  (1-1/')^' 

dz  ^ 1 dy ^2  ^  __J** 

F^       y  K«H^lt^  *  K(T— V)  (1  -  ^"F)'  "'  +  '^^ 

8)  Z=  —  r  (1  —  «■'^'^')  (1  -  /^'^-^'O  ist  positiv,  für    z  von  —  -j 

bis und  von  -1 bis  -| — ^.     Man  setze: 

a  '     «  '     p 

Wächst  s  von -^  bis ,  so  wächst  y  von  0  bis  +  1  (die  Qua- 
dratwurzel ist  negativ),    wächst  z   von  +    ^    bis   -\ ,    so   wächst  y 

von  —  1  bis  0  (die  Quadratwurzel  ist  positiv).     Es  wird: 

dz^  ^  __äfy ^.-2  =  «'  -  ^' . 

Vz        ßyK(T-2/«)(l-l«y«)' 
Damit  ist  das  Behauptete  für  alle  Fälle  bewiesen.    Allen  Werthen  von 
z,  bei  denen  Y Z  reell  bleibt,  entsprechen  die  Werthe  ^/^  5:  !• 
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Beachtet  man  aber,   dass   alle  angewandten  l^^ubstitutionen  in  der 
Form  enthalten  sind: 

SO  hat  man  das  Resultat:  Das  qjliptische  Integral  l^^^-dz  kann  (bis 
auf  constante  Factoren)  stets  auf  die  Form  gebracht  werden: 

in  welcher,  falls  Z  reelle  Coefficienten  hat,  h  —  der  Modul  des 
elliptischen  Integrales  —  einen  reellen  positiven  echten  Bruch 
bedeutet. 

Setzt  man,   um  die   Reduction  dieses  Integrales   auf  die  Legeu- 
dre 'sehen  Normalformen  zu  vollenden, 

so  wird: 

Von  diesem  Integrale,   in  welchem  das  Polynom  nur  vom  dritten 
Grade  ist,  wurde  bewiesen  (§.  124),  dass  es  auf  die  Fundamentalformen 


rät        rtdt       r     dt 

JVT'      JVt'     J[t-9)VT 


gebracht  werden  kann;    mithin  lauten  in  y  die  Legendre'schen  Nor- 


malintegrale : 


r      _  dy  r tAv^  - r jy  _ 

J  ViV-y^Y^^^if)  V  K(i  -  y')  (1  -  h'y') '  J  {y'-'Q)V{i  -y')  (t-^'y*) ' 

oder  Avie  Legendre,  indem  er  sich  auf  die   Untersuchung  reeller  Inte- 
gralwerthe  zunächst  beschränkte,  nach  Substitution  von 

2/  ==  sin  9,     dy  =  cos  cpd(p 
schrieb : 


Acp  =  j/1  —  ]c^  sin  9)^. 

Der  Coefiicient  n  == im   dritten    Inte^jfrale   heisst  der   Para- 

raeter  des  dritten  Normalintegrales*). 

*)  I'iiie  von  Wcierstrass  j^egebcne  compcudiöscre  Darstellung  der  Trans- 
formation iiui  die  Normallbrm,  wobei  die  Coefficienten  einer  gebrochenen  linearen 
Substitution  durch  die  Forderung  bestimmt  werden,  dass  den  4  Wurzeln  von  R  =  0 

die  Wcrtho  2/ =  +  1 ,  + -77  entsprechen  sollen,  ist  mitgetheilt  von  Schellbach: 

Die  Lehre  von  den  elliptischen  Integralen  und  den  Theta-Functionen,  und  Königs- 
berger: Vorlcöungea  über  die  Theorie  der  elliptischen  Integrale. 
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Aiimerkuug.     Aus  der  Mittelpuiiktsgleichuug  der  Ellipse 

1^  +  ^  =  1-     «•'>^-^ 

folgt,    wenn  x  =  a  sin  qp   gesetzt   wird    {cp    bedeutet   die   Anomalie   ex 
centro  gerechnet  von  der  kleinen  Axe),  )j  =  h  cos  (p , 

I  j/dx^+Jf  =  rd(p  j/^'Vos(p'^  +  ¥  sin^*^  =  a  fdcp  /T  —  k"^  sin^^ 

Die  Länge  des  Ellipsenbogens ,  der  zu  den  Werthen  0  und  (p  gehört, 
hängt  also  von  der  Berechnung  des  Integrals 

ab. 

Aus  der  Mittelpunktsgleichung  der  Hyperbel  —  — ^g  =1;  i^i 
welcher  a  die  Länge  der   reellen   Halbaxe  bedeutet,  folgt,   wenn  man 

Um  jedoch  Integrale  der  früheren  Form  zu  erhalten,  führe  mau 
die  Entfernung  des  Brennpunktes  vom  Mittelpunkte  ein,  c^  =  a'  -\-  6-, 
und  setze: 

7/  =  --—        tg  op,  so  wird     x  = l/l —  Ti^  sinop*.      W^  =  -^%—r,, 

^  Yai  _[.  2,2      °     '^  ^  €03    qp    '^  ^     ^  «2  _j_  5?  > 

also 

ü 
Das  Integral,  durch  welches  die  Länge  des  Hyperbelbogens  von 
g>  =  0  an  gemessen  wird,  Y(9),  ist  also  direct  gleich  dem  dritten 
Normalintegral  TT  (9),  in  welchem  der  Parameter  w  ==  —  L  Da  aber 
hier  n  =  —  1  ist,  so  kann  dieses  dritte  Integral  auf  das  zweite  und 
erste  gebracht  werden  (es  ist  dies  ein  Fall,  wo  der  Verschwindungs- 
werth  Q  der  linearen  Function  mit  einer  Wurzel  von  Y  =  0  zusammen- 
fällt).    Aus  der  Identität: 

,  ,  L          ,             X         Awdw         k^  sinqp*  d  op 
ä  {Aq>  ■  taug  y)  =  -£^-^- ^-? 

=  (1  _  jt^)        ^"P     +  i-^  ^  _  k^  '""^'<'f. 

^  '  COsqp'Aqp     '  Aqp  Aqp 

folgt 

Y(qp)  =  V^-^P  (Acptangcjp)-^^^--  l\^>)  +  ~~  Z(<p). 
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oder  auch 

Y(sp)  =  j/^iT+ly'  (A,)  tang  g,)+  ^^Jl^^^  F(cf,)  -   Ja'  +  //■■  E{<r). 

Der  erste  Teriu  hat  eine  einfache  geumetrische  Bedeutung.  Er 
ist  gleich  der  Länge  auf  der  Tangente  in  dem  zu  cp  gehörigen  Cuiveii- 
punkte,  diese  Länge  gemessen  vom  Curvenpunkte  bis  zum  Fusspunkte 
des  vom  Centrum  gefällten  Lothes*). 

120.  Die  elliptischen  Integrale  der  drei  Gattungen  oder  auch 
die  drei  L  egendre 'sehen  Normalintegrale  werden  durch  lleihenent- 
wickelungen  ausgeführt,  indem  man  die  zu  intogrirende  Function  in 
eine  Potenzreihe  verwandelt  und  das  Integral  dieser  unendlichen  Reihe 
bildet.  Diese  Methode  erfordert  aber  zunächst  einige  allgemeine  Unter- 
suchungen. 

Viertes   CapiteL 

Ueber  gleichmässige  Convergenz,  Differentiation  und  Integration 
einer  -unendliclien  Reihe. 

127.  Bei  den  allgemeinen  Sätzen  über  Potenzreihen  (§.  44.  IV) 
wurde  bereits  darauf  hingewiesen,  dass  sich  der  Nachweis  der  Stetig- 
keit einer  durch  eine  Potenzreihe  dargestellten  Function  sowie  die 
Regel  für  die  Differentiation  derselben  auf  eine  bestimmte  Eigenschaft 
dieser  Reihen  stützt,   nämlich  auf  ihre  gleichmässige  Convergenz. 

Dieser  Begriff  soll  nun  im  folgenden  bei  einer  beliebigen  unend- 
lichen Reihe,  welche  für  ein  reelles  Intervall  convergirt,  näher  er- 
örtert werden. 

Es  sei  die  unendliche  Reihe 

ft  (X)  +  f,  («)  +  /;,  {x)  +  ...fn  (X)  +  fn+1  (X)  +  ... 

convergent  im  Intervalle  von  a  bis  &;  ihre  Summe  werde  mit  F  (x) 
bezeichnet.  Die  Functionen  fn{x)j  welche  nach  irgend  einem  Gesetze 
unbeschränkt  fortgesetzt  werden  können,  seien  alle,  wie  viele  man 
auch  bilden  mag,  stetige  Functionen  in  diesem  Intervalle.  Diese 
Voraussetzung  kt  bei  allen  folgenden  Sätzen  festzuhalten. 

Die  Convergenz  der  unendlichen  Reihe  erfordert,  dass  zu  jeder 
noch  so  kleinen  Zahl  ö  eine  Stelle  n  gefunden  werden  kann,  von  der 
ab  sämmtliche  Reste: 

Bn  =  fn{x)   +  /;+i  (X)  +   .   .   .  ,  lin^i  =  fn+l  (x)  +  fn+2  +  •   •   •  , 

Bn^,  =^  fn+k{x)  +   .   .   . 

ihrem  Betrage  nach  kleiner  bleiben  als  ö  (§.  39). 

Die  unendliche  BciJie  heisst  in  dem  yanzen  Intervalle  ansudhnislos 
fjhichniäsüig  convcr(jent,  wenn  dieses  Kriterium  der  Convergenz  für  jedes 

*)  Legendve:  Traite  dei?  fonctions  clliptiques  pag.  16. 
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ö,  tvährend  x  alle  WertJic  von  a  hish  durchläuft ,  durch  dasselbe  n  er- 
fällt  tvird;  für  n  hat  man  erst  dann  einen  ander eri  Werth  zu  nehmen, 
ivenn  ein  anderes  d  (jegehen  ist*). 

Ein  ausreichendes  (nicht  noth wendiges)  Kriterium  gleichmäs- 
siger  Convergenz  liefert  der  Satz:  Couvergirt  die  Reihe  aus  den  nume- 
risch grössten  Werthen,  welche  die  Glieder  der  unendlichen  Reihe  in 
dem  Intervalle  von  a  bis  h  erhalten,  so  ist  die  Reihe  für  alle  Werthe 
von  X  gleichmässig  convergent. 

Denn  alsdann  giebt  die  Zahl  n  von  der  ab  die  Reste  P«,  Pn-{.i  .  .  . 
der  neu  gebildeten  Reihe  kleiner  als  d^  bleiben,  auch  für  jedes  x  die 
erforderliche  Stelle  an. 

Beispiel: 

sin  X        sin  3a;    1^  sin  5a;        sin  7 x    , 

ist  für  alle  Werthe  von  x  gleichmässig  convergent,  weil 

12  n-  32  -r  52  -r  72  T  •  •  • 

convergirt  (§.  47,  Anmerk.). 

Für  eine  Reihe,  deren  Glieder  in  einem  Intervalle  alterniren,  d.  h. 
abwechselnde  Zeichen  haben,  genügt  auch  das  Kriterium:  Die  Reihe 
convergirt  gleichmässig,  wenn  sich  zu  jeder  Zahl  d  eine  Stelle  n  aus- 
findig machen  lässt,  von  der  ab  für  jeden  Werth  von  x  die  nume- 
rischen Werthe  der  Glieder  fn  (.r)  abnehmen  und  kleiner  bleiben  als  d. 
Denn  set^t  man: 

-ß»  W  =/«(^)  -^  fn+l{x)  +  fn+2{x)  —  fn^i{x)  +    .   .   .  , 

wobei  die  Grössen  /  sämmtlich  positiv  sind,  so  ist  Rn(x)  grösser  als  0, 
aber  kleiner  als  fn{x),  weil 

ILix)  =  [fnix)  —  fn+l{x)']  +  [fn+2{x)  —  fn+six)]   +  .  .   .  , 

lln{x)  ==  fn{x)  —  [fn+l{x)  -  fn-^^i^x)]  —  [fa^-^^X)  —  fn+.i^x)']   -   ... 

128.  Ist  eine  unendliche  Reihe  in  der  Umyehunij  einer  Stelle  ihres 
Convergenzintervalles  gleichmässig  convergent,  so  stellt  die  unendliche  Reihe 
eine  an  dieser  Stelle  stetige  Function  dar. 

Bezeichnet  man  die  Summe  der  n  —  1  ersten  Glieder  der  Reihe 
mit  2;(./;),  so  ist  F(x)  =  2:{x)  +  Rn{x). 

Da  die  Reihe  in  der  Umgebung  von  x  gleichmässig  convergiren 
soll,    so  kann   ein  n  gefunden  werden,   so  dass  für  jeden  Werth  von 

X  bis   x^h  Sihs  Rn(x)   kleiner  bleibt  als  -^^    unter   ö  eine  beliebig 

kleine  gegebene  Zahl  verstanden.     Demnach  wird,  da 

*i  Heine,  Ueber  trigonometrische  Reihen.    Crelle'a  Journal  Bd.  71. 
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abs  \F{x±h)  -  F{x)\  ==  2Lh^[E{x±li)-E{x)  +  En{x±h)  -  Rn{x)] 
ist, 

abs  [F{x  ±  h)  -  F{x)-]  ^  abs  \2:{x  ±  h)  —  Zix)]  +  *^  • 

Da  die  Functionen/'  stetig  sind  und  2J  eine  Summe  von  endlicher 
Gliederzahl  bedeutet,  so  kann  man  h  stets  so  klein  aber  noch  endlich 
wählen,  dass 

ahs[2J{x±h)~  Z{x)]<  j 

wird;  mithin  lässt  sich  zu  jedem  d  ein  h  ausfindig  machen,  für  welches 

abs  [F(x  ±  h)  —  Fix)-]  <  d 

bleibt.     Das  Kriterium  der  Stetigkeit  ist  sonach  erfüllt. 

Der  bewiesene  Satz  kann  auch  so  ausgesprochen  werden:  Ist  die 
durch  die  Reihe  dargestellte  Function  an  einer  Stelle  discontinuirlich, 
so  muss  die  Reihe  in  der  Umgebung  dieser  Stelle  ungleichmässig  con- 
vergiren. 

Aus  dem  Satze  folgt:  Convergirt  die  Reihe  in  ihrem  Convergenz- 
intervalle  ausnahmslos  gleichmässig,  so  stellt  sie  eine  in  demselben 
Intervalle  durchweg  stetige  Function  dar. 

Die  vorstehenden  Sätze  lassen  sich  nur  unter  einer  gewissen  Vor- 
aussetzung umkehren. 

Stellt  die  unendliche  Reihe  an  einer  Stelle  eine  stetige  Function 
dar,   so  gehört    zu  jeder  Stelle  x  ein  endlicher  Werth  w,   so  dass  Ji« 

und  alle   folgenden   Reste  kleiner  sind    als    *  ;    ferner    lässt  sich   ein 

/fc -Werth  angeben,  für  welchen 

abs  [F(x±  h)  —  F{x)]  <  ~  und  ebenso  abs  1 2:{x  ±  h)  —  2:(,v)]  <  ^  • 

Demnach  folgt  aus  der  Gleichung: 

F{x  ±  h)  -  F{x)  =  E{x  ±  h)  -  Z{x)  +  Rn{x±  h)  —  Rn{x) 

dass  auch 

abs  [Rn(x±h)]  <  d. 

Hieraus  folgt  aber  nicht,  dass  alle  folgenden  Reste  im  Intervalle  4:  ^^ 
kleiner  bleiben  als  ö.  Nur  dann  wird  dieses  sicher  der  Fall  sein,  wenn 
alle  Glieder  im  Intervalle  x  bis  x  -^h  dasselbe  Zeichen  haben ,  weil 
alsdann  die  Beträge  der  Reste  eine  abnehmende  Reihe  bilden.  Sonach 
lautet  der  Satz: 

Lässt  sich  in  der  Umgebung  einer  Stelle  ein  endlicher  Werth  n 
angeben,  von  dem  ab  sämmtliche  Glieder  der  Reihe  im  Intervalle  das- 
selbe Zeichen  behalten,  so  folgt  aus  der  Stetigkeit  der  Reihe  an  dieser 
Stelle  auch  ihre  gleiclimässige  Convergenz;  oder  auch:  Convergirt  eine 

(^JL^j-ji.    i^llfc.^     ^-^>-*..^Ai:A-w^^    cCciA./iX^iXtA^.  Kiv^w^^AjuSA--  .  ^ 
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unendliche  Reihe  in  der  Umgebung  einer  Stelle  unbedingt,  so  folgt  aus 
der  Stetigkeit  an  dieser  Stelle  auch  die  gleichmässige  Convergenz*). 

129.  Es  ist  nun  zweitens  zu  untersuchen,  unter  welcher  Bedin- 
gung der  Diö'erentialquotient  einer  unendlichen  Reihe  durch  die  aus 
den  Ableitungen  der  einzelnen  Glieder  gebildete  Reihe  dargestellt  wird. 
Ich  nehme  dabei  an,  dass  sämmtliche  Functionen  f\x)  differenzirbar  und 
dass  ihre  Ableitungen  selbst  stetig  sind.     Damit  die  unendliche  Reihe 

/",'  ix)  +  f'{X)  +  U{X)  +  ...  fn'ix)  +  ... 

Überhaupt  convergire,  muss  nothwendig 

Lim  fn  {x)  =  0    für    n  =  oo 
werden**). 

Diese  Voraussetzung  muss  für  das  folgende  festgehalten  werden. 
Beispiel.      Die  unendliche  Reihe: 

sin  2a;    ,    sin  3x        sin  ix    , 

stellt,  wie  in  der  Theorie  der  trigonometrischen  Reihen  gelehrt  wird, 
für  —  3t  <i  X  <  -j-  ;r  den  Werth  —  a;  dar;    also   eine   Function,   deren 


*)  Dass  in  der  That  die  Stetigkeit  einer  convergenteu  Reihe  für  sich  allein 
noch  keine  hinreichende  Bedingung  gleichmässiger  Convergenz  ist,  lässt  sich 
durch  Bcisi)iele  von  stetigen  aber  ungleichniässigen  convergenteu  Reihen,  wie  sie 
neuerdings  von  Du-Bois  Reymond,  Darboux  und  Cantor  gebildet  worden  sind, 
darthun.  Ein  von  Cantor  gegebenes  Beispiel  lautet:  Die  unendliche  Reihe,  deren 
allgemeines  Glied  ist: 

f  (r\  -        '^^  {n-\-\)x 

ist  die  stetige  Function: 


fix 
convergirt,  denn  es  ist  J^„  =  -v— »   r— ;  1"^  n==  (X)  Null,  und  die  hjuuime  der  Reihe 
^  "      w*  a;*  -f  1 


Fix)  = 


a;«+  1 


In  der  Umgebung  der  Stelle  x  =  0  convergirt  diese  Reihe  ungleichmässig;  denn 

die  Function  B^  (x)  besitzt  für  o;  =  +  —  einen   Maximal  werth   gleich  i  -7-  •    Es 

lässt  sich  also  kein  noch  so  kleines  Intervall  bei  Null  angeben ,  in  welchem  die  Be- 
träge aller  Reste  von  einer  Stelle  ab  kleiner  als  eine  beliebig  kleine  Zahl  l)leiben. 
**)  Lim  f^{x)  bedeutet,  dass  zuerst  t\l[x)  gebildet  und  dann  n  =  00  gesetzt 
wird.    Es  ist  dies  wohl  zu  unterscheiden  von 

dlAmf^ix) 
dx'       ' 
wobei  zuerst  n  =  00,  sodann  die  Ableitung  genommen  wird. 

Ist  f^  [x]  = ,  80  wird  Lim  f^  («)=»  Lim  cob  nx  völlig  unbestimmt,  während 

,  T  •     sin  nx 
d  Lmi  — 

=  0  ist. 


dx 
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Ableitung    -    ist.     Aber  dieser  Wertli  wird  nicht  durch  die  Reihe  ge- 
liefert, welche  durch  Ditferentiatiou  der  einzelnen  Glieder  erhalten  wird: 
cus  X  —  cos  2x  +  cos  ox  —  cos  4:r  -|-  .  .  .  , 

da  diese  Reihe  überhaupt  nicht  convergirt,  sondern  völlig  unbestimmt 
ist,  weil  Lim  fn{x)  =  +  Lim  cos  nx  für  n  =  oo  alle  möglichen  Werthe 
zwischen  —  1  und  +  1  annimmt. 

Um  den  Üifferentialquotienten  der  Function  F{x)  zu  bestimmen 
an  einer  Stelle,  wo  F(^x)  stetig  ist,  bilde  man  zunächst  den  Differenzen- 
quotienten : 

1)  -^Xa?4-A^-)  -F{x)  ^  S{x -{- Lx)  -  Z{x)    ,    B^{x -\- Ax)  —  B^{x)  ^ 

Ax  Ax  ''  Ax 

Bei  einem  noch  so  kleinen  aber  endlichen  Werthe  A.^  hat  dieser  in 
Ax  stetige  Ausdruck  einen  endlichen  bestimmten  Werth;  man  kann 
demselben  die  Form  geben: 

2)  l^^±-^^:^^-^=f,Xx  +  eAx)  +  f;{x  +  QAx)  +  ..rnM^^ 

B,^{x-{-  Ax)-BJx) 
"■  Ax 

Lässt  man  nun  Ax  nach  Null  convergiren  und  bezeichnet  Iin{x)  den 
Differentialquotienten  der  Restfunction  Rn(x)y  so  folgt: 

3)  F'(x)  =  f;(x)  +  f,'{x)  +  ...  r,_i  {X)  +  B„'{x). 

Ist  nun  der  Rest  der  ursprünglichen  Reihe  so  beschaffen ,  dass  sich  zu 
jeder  noch  so  kleinen  Zahl  ö  eine  Stelle  n  angeben  lässt,  von  der  ab 
nicht  nur  Rn{x),  sondern  auch  Iln{x)  kleiner  bleibt  als  ^,  wie  gross 
auch  n  wird,  so  geht  diese  Gleichung  in  die  unendliche  Reihe  über: 

4)  F'{X)  =  f{{x)  +  /■/  {X)+...   fn-l  {X)  +  fn'ix)  +  ... 

Das  Ergebniss  lautet :  Besitzt  das  Restfjlied  einer  unendlichen  Heike 
die  Eigenschaft j  dass  hei  gegebenem  Werthe  von  Xj  Bn{x)  durch  Wahl 
einer  unteren  Grenze  für  n  beliebig  Mein  tvirdy  so  convcrgirt  die  aus 
den  Ableitungen  der  einzelnen  Glieder  gebildete  Reihe  und  stellt  an  dieser 
Stelle  den   Werth  der  Ableitung  dar. 

Da  diese  Eigenschaft  des  Restgliedes  bei  einer  beliebigen  Reihe 
nicht  ohne  weiteres  erkannt  werden  kann,  so  ist  es  von  Nutzen,  ein 
anderes  Kriterium  aufzustellen  (nicht  nothwendig,  aber  hinreichend), 
durch  welches  in  vielen  Fällen  die  Frage  entschieden  wird: 

Convergirt  die  aus  den  Ableitungen  gebildete  Reihe  in  einem  Inter- 
valle gleichmässig ,  so  stellt  sie  überall  in  diesem  Intervalle  die  Ableitung 
der  gegebenen  Reihe  dar. 

Um  dieses  einzusehen,  bezeichne  man  den  Wertli  der  als  gleich- 
massig  convergent  vorausgesetzten  Reihe  fi(oc)-\-fj^{x)-\-...fn'{x)-\-... 
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mit  ^{x)j  das  liestglied  derselben  von  der  w"^"  Stelle  ab  mit  P«(a;'), 
so  geht  die  Gleichung  2)  in  die  Form  über: 

Man  lasse  hier  zunächst  n  unendlich  werden,  sodann  setze  man  Aa:  =  0. 
Wird  n  unendlich,  so  ändert  sich  auch  der  Werth  von  0.  Da  aber 
die  abgeleitete  lieihe  gleichmässig  convergirt,  so  lässt  sich,  welchen 
Werth  auch  0  haben  mag,  ein  n  angeben,  von  dem  ab  P„(^;  + 0Aic)  <d 
wird  bei  allen  Werthen  von  0.  Desgleichen  kann  man  n  so  gross 
wählen,  dass  auch  der  Betrag  des  letzten  Ausdrucks  kleiner  als  d  wird. 
Es  lässt  sich  also  eine  Stelle  im  Intervalle  von  x  bis  x  -{-  Ax  aus- 
findig machen,  an  welcher  sich  die  stetige  Function  O  beliebig  wenig 
von  dem  Differenzenquotienten  unterscheidet;  mithin  muss  es  auch  eine 
Stelle  geben,  an  welcher 

wird;  und  da  0  als  gleichmässig  convergente  Reihe  eine  stetige  Function 
bedeutet,  so  wird  für  Ax  =  0: 

F'{x)  =  (t>{x). 

Reihen,  bei  welchen  diese  Kriterien  nicht  zutreffen,  können  nicht 
anders  differentiirt  werden,  als  dass  man  den  Werth  der  unendlichen 
Reihe  für  den  Differenzenquotienten 

F{x-{-Ax)  —  F{x) 
Ax 

durch  directe  Summation  zu  ermitteln  sucht,   und  alsdann  die  Grenz- 
bestimmuug  für  Ax  vollzieht, 
Beispiele. 

1)  Die  unendliche  Reihe  x—-^-\-— ...  hat  für  —  1  < .^'  < -4-  1 

A  o  4- 

den  Werth  1(1  -\-  x)  (§.  47).  i^Diese  Reihe  convergirt  gleichmässig.  Die 
aus  den  Ableitungen  gebildete  Reihe: 

1  —  rr  +  a;2  —  x^  +  .  .  . 
convergirt  für  —  1  <  .^  <  -f-  1  gleichmässig,   ist  also   eine  stetige 
Function.     Sie  stellt  die  Ableitung  r-f-—,  dar;   aber  für  x  =  1  besteht 

1  —j~  X 

dieser  Zusammenhang  nicht,  wiewohl  der  Differentialquotient  des  Loga- 
rithmus den  bestimmten  Werth  -^  hat. 

2)  Die  unendliche  Reihe: 

bedeutet,  wie  in  der  Theorie  der  trigonometrischen  Reihen  gelehrt  wird: 


7-7/    ,  4    jsin  X        sin  3a;  j^  sin  6x 


238  Drittes  Buch.    Viertes  Capitel:    §.  129.  130. 

für0^a;^-|     F(x)  =  x,    My-^x^tc    F{x)  ==  tc  -  x-, 

sie  ist  gleichmässig  convergent.     Es  wird  auch 

Tp,.  s         4  jcosa:        cos  3x    ,    cos  5aj    ,  \ 

mit   Ausnahme   der    Stelle  x  =  —,   an   welcher  die  abgeleitete  Reihe 

unstetig  ist,  und  den  Werth  Null  darstellt,  während  der  vor-  und  rück- 
wärts genommene  Differentialquotient  von  F  bezüglich  —  1  und  +  1  ist. 

3)  Die  unendliche  Reihe,  deren  allgemeines  Glied  lautet: 

/»(^)  =  L  ^("'*'  +  ^>  -  2W+1)  ^((«  + 1)'^' + 1)' 

convergirt  gleichmässig  für  alle  endlichen  Werthe  von  x,  da 

Denn  man  erkennt,  dass  Bn{x)  eine  Function  ist,  welche  bei  gegebenem 
X  mit  wachsenden  Werthen  von  n  abnimmt,  und  bei  festgehaltenem 
Werthe  von  n  mit  wachsenden  Werthen  von  x  zunimmt.  Für  x  =  0 
ist  B„{x)  bei  allen  Werthen  von  n  gleich  0.  Auch  an  der  Stelle  Null 
lässt  sich,  für  ein  Intervall  von  0  bis  h,  n  so  bestimmen,  dass  11» (oc) 
kleiner  wird  als  eine  beliebige  Zahl  d;  man  braucht  nur  n  so  zu  wäh- 
len, dass  ^  UnVi"^  +  1)  <  ^.    Die  Reihe  stellt  den  Werth 

F(x)  =  1  i  (x^  +  1) 
dar.    Es  wird  auch: 

F'fr^  =       ^      ==^      ^^ (n-f  1)a; 

K^J        a;2  +  i      ^n^x^-{-i'      (n+l)«a;2+l' 

71=1 

wiewohl  diese  Reihe  in  der  Umgebung  der  Stelle  x  =  0  nicht  gleichmässig 
convergirt;   aber  das  Restglied  der  ursprünglichen  Reihe  hat  hier  die 

Eigenschaft,  dass   Lim  Bn  (x)  =  Lim  -g  2  x  i  ==  ^• 

4)  Der  Differentialquotient  der  unendlichen  Reihe: 


F{x)  =^^"  cos  {cexn)j 


welche  gleichmässig  convergirt  wenn  0  <  7>  <  1 ,  kann,  falls  das  Pro- 
(hict  a7>  >  1  ist,  nicht  aus  der  abgeleiteten  Reihe 

71  — Xi 

—  7C  ^  (a  ly  sin  {a"  x  n) 

berechnet  werden,  denn  diese  Reihe  convergirt  nicht,  weil 

Lim  {ahy  sin  (a'^xn) 


Gleichmässige  Convergenz,  Differentiation  u.  Integration  einer  unendl.  Reihe.     239 

für  w  ==  oo  nicht  Null  ist.  Es  besitzt  die  F{x)  überhaupt  keinen  be- 
stimmten Werth  des  Differentialquotienten.  (Mittheilung  von  Weier- 
strass  in  dem  Aufsatze  von  Du  Bois-Rey mond:  Journal  f.  Math. 
Bd.  79.  Eine  weitere  Classe  von  Beispielen  dieser  Art  ist  von  Dar- 
boux  gegeben  w^orden:  Annal.  de  Tecole  normale  T.  VIII  pag.  195.) 
130.  Die  Regeln  für  die  Integration  einer  unendlichen  Reihe  er- 
geben sich  ohne  weitere  Untersuchung  aus  den  für  die  Differentiation 
aufgestellten  Sätzen.  Unseren  bisherigen  Untersuchungen  im  §.  127 
entsprechend  nehmen  wir  an,  dass  die  unendliche  Reihe  eine  im  Inter- 
valle von  a  bis  h  durchweg  stetige  Function  darstellt.  Das  bestimmte 
Integral  genommen  zwischen  zwei  dem  Intervalle  angehörigen  Werthen 
a^Q  und  x^  werde  mit 


/• 


F{x)dx  =  (\>{x^)  =  (^1  -  x^)  F(Xq  +  e(x^—  X,)) 


bezeichnet,  und  ebenso  seien  die  stetigen  Functionen  fn{x)  integrirt: 

lfn{x)dx  =  9?„(rri). 

Damit  die  Reihe  aus   diesen   Integralfunctionen    überhaupt  convergire, 
muss  vor  allem 

Xi 

Lim  g)n  (x)  =  Lim  lfn{x)  dXy        für  w  =  oo 

gleich  Null  werden.   Man  darf  nicht  etwa  schliessen,  dass  diese  Bedin- 
gung ohne  weiteres  erfüllt  sei,  weil 


ß 


/;  {x)  dx  =  (x^  —  x^,)  fn  (a;,,  +  Q  {x^  —  Xq)) 
und  Lim  /*„  =  0  ist.     Denn  es  ist  zum  Beispiel  : 

X, 

Lim  lnxe-''^\lx  =  -  Lim  (l  —  c^"^')  =  — 

und  nicht  gleich  rc,  Lim  {nQx^c-^®'^''')  =  0. 

Die  aus  den  Integralfunctionen  der  einzelnen  Glieder  gebildete  Reihe 
stellt  das  Integral  der  ursprünglichen  Reihe  dar,  wenn  sie  eine  stetige 
Function  von  x  ist,  und  ihre  Ableitung  für  jeden  Werth  im  Intervall 
Xq  bis  Xi  gleich  der  Reihe  F(x)  ist. 

Dazu  muss  nach  dem  ersten  Satze  des  vorigen  §.  die  lieihc  der 
Integralfunctionen  die  Eigenschaft  liahaiy  dass  zu  jeder  noch  so  Ikinen 
Zahl  d  eine  Stelle  n  ausfindig  gemacht  werdeti  hann,  von  der  ah  die 
Ableitung  des  llestgliedes  Iln{x)  kleiner  bleibt  als  d. 
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'  \  Nach  dem  zweiten  Satze  aber  ist  es  eine  hinreichende  Bedingung, 
dass  die  gegebene  Reihe  gleiclimässig  convergiri. 

Man  kann  diesen  zweiten  Satz  direct  folgendermassen  einsehen:  Ist 
fix-)  =  f,(x)  +  f,(x)  +  ...  f„^,{x)  +  P„{x), 

und  lässt  sich  für  das  ganze  Intervall  von  x^^  bis  rr,  ein  n  ausfindig 
machen,  so  dass  für  diesen  sowie  für  alle  grösseren  Werthe  von  w  die 
stetige  Function  Pn{x)  ihrem  Betrage  nach  kleiner  als  d  bleibt,  so  wird: 


z 

ß 


Pn(x)dx  ==  (rr,  —  x^;)  Pn  (x^,  +  0  (a;,  —  .'r^)),  also 


j 


F{x)  dx=  g)j  {x^)  +  cp.^ (x^). . .  (pn-i  {oSn-i)  +  (^i— ä:„)  P„ (^o+0(^i"^u))- 
Lässt  man  nun  n  beliebig  wachsen,  so  wird 


ß 


F{x)dx  =  (p^{x^)-\-(p^(x;)  ...  +  9)„_i(^,) 

und  diese  Reihe  convergirt  im  ganzen  Intervalle  von  Xq  bis  x^  eben- 
falls gleichmässig. 

Nach  den  über  das  bestimmte  Integral  bewiesenen  Sätzen  können 
diese  Untersuchungen  auch  ausgedehnt  werden  auf  Reihen,  durch  welche 
Functionen  dargestellt  sind,  die  in  einzelnen  Punkten  discontinuir- 
licli  oder  unendlich  w^erden,  oder  auch  auf  das  bestimmte  Integral  mit 
unendlicher  Grenze,  vorausgesetzt  immer,  dass  die  Reihe  der  Integral- 
functionen  convergent  bleibt. 

Die  in  der  vorigen  Nr.  angeführten  Beispiele  können  umgekehrt 
auch  betrachtet  werden  als  Beispiele  für  die  Integration  der  unend- 
lichen Reihe. 

Als  ein  Beispiel,  in  welchem  die  Integration  nicht  geleistet  ist, 
wiewohl  die  Reihe  der  Integralfunctionen  convergirt ,  führe  ich  das  fol- 
gende von  Darboux  gegebene  an: 

71=00 

F{x)  =  xe-'^"  =^  (wice-«^'  —  (w  +  1)  ^r-^^+i)-^') 

71=1 

ist  eine  für  alle  Werthe  von  x  convergente  Reihe  und  eine  stetige 
Function,  wiewohl  die  Reihe  ungleichmässig  convergirt  in  der  Um- 
gebung der  Stelle  x  =  0.     Denn  es  ist  lln(x)  =  nxe-""^'  und   für 

X  =  - 1_    ^^^^    ^«  =  y/^  ^~  ^  ' 

Durch  Integration  der  einzelnen  Glieder  zwischen  Null  und  x  erhält  man 

X  X 

Inxcr-'"''  dx  ~  l\n  +  \)xc-^^'^^'>^\lx  =  —  ]^  ^-"^^  +  Ac-(«  +  i)^\ 
u  u 
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Dio  ans  diesen  Intef{ralfnnctionen  f^ebiltlete  nnendlicbe  Reihe 

convergirt,  sie  stellt  für  jeden  endlichen  Werth  von  a;  die  Function 
— ,,  e~^'  dar,  für  x  =0  aber  deji  Werth  0,  sie  ist  also  eine  un- 
stetige Function  an  dieser  Stelle  und  überhaupt  im  allgemeinen  nicht 
erleich  dem  Werthe: 

r 

F{x)  dx  ==   Cxe-'^''  dx  =  |  (1  —  e— 0- 


X  X 


f 


0 

It^l.  Wendet  man  die  vorstehenden  Sätze  auf  eine  Reihe  an,  welche 
nach  Potenzen  irgend  einer  stetigen  Function  f{x)  fortschreitet: 

«„  +  «,  fix)  +  a,  [f{o:)V  +  «3  \.mf  +•••«»  /■[(«)!"  +  •  •  •  , 
SO  erkennt  man  : 

Erstens:  Solch  eine  Reihe  ist  innerhalb  des  Intervalles,  in  welchem 
sie  convergirt,  eine  stetige  Function  von  ic;  denn  setzt  man  /l(rr)==5f, 
so  ist  die  unbedingt  convergirende  Poteuzreihe: 

«0  +  a^^  +  «2^^  +  •  •  .  öf«^"  +  •  •  • 
eine  gleichmässig  convergente  Reihe.    Auch  an  den  Grenzen  des  Con- 
vergenzintervalles  bleibt   die   Potenzreihe  eine   stetige  Function,  wenn 
sie   nur   bedingt   convergirt  (§.  44.   IV.) ;    sie   convergirt   dann   immer 
gleichmässig. 

Zweitens:  Die  durch  Differentiation  nach  x  abgeleitete  Reihe: 
r{x)\a,  +  2a,  fix)  +  3a,  [f{x)f  +  .  . .  na„  [Aa;)]'-'  +  .  .  .] 

ist,  so  lange  sie  convergirt,  stetig  und  stellt  die  Ableitung  der  ge- 
gebenen Reihe  dar;  sie  convergirt  aber  sicher  innerhalb  des  Inter- 
valles der  ursprünglichen  Reihe. 

Drittens:  Das  Integral  der  gegebenen  Reihe,  genommen  zwischen 
zwei  VVerthen  rr,,  und  a',  des  Convergenzintervalles ,  wird  durch  die 
gleichmässig  convergente  Reihe 

X|  Xx  Xi 

%  +  «I  j'f\  W  d^'  +  «2  (\f{^)Y  dx  +  ...(Inj  r/'(^)]"  dx  +  .  ., 

gebildet.  Convergirt  die  Reihe  auch  an  den  Grenzen  des  Convergenz- 
intervalles und  bleibt  sie  dabei  stetig,  so  stellt  sie  das  Integral  ein- 
schliesslich der  Grenzen  dar. 

132.     Darstellung  der  Function  aresin  durch  eine  Reihe. 

X 

/*    dx 
.    •    Ist  ^;- <  1 ,  so  entsteht  die  EntwicKluno-: 

0 
Ilarnack,    Difforential-  u.  Integralreohiiung-.  16 
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1      .,    ,    1.3     ,   ,    1.3.5    (5  ,         1.3.5. ..(2w  —  i; 


2.4.6.. .21 


X' 


2n 


'f 


folglich  ist 

aresin  rc  — ^4-   ^  ^'    i   l-3a:^^    ,    1.3.5;r^    ,    ^       1.3.5. .  .(2n-l)  a;^"+^ 

Diese   Reihe    convergirt   auch   noch    für    x'^=  1  ^     wiewohl    die    voran- 
stehende  Binominalreihe  nicht  mehr  convergent  ist. 
Denn  die  Glieder  der  Reihe: 

1    "•      2   '   3     >     2.4  *   5  2.4.6  *    7   7"  2.476.8  *   9      '     '  '  ' 

Sind  kleiner  als  die  entsprechenden  Glieder  der  Reihe: 

1  J_  1-  J - L  -^ '1^-^  4-    ^-^-^    -4-  .  .  . 

^  ^  2     '     2.4     '     2.4.6    '     2.4.6.8     ' 

Diese  Reihe  convergirt  aber  und  hat  den  Werth  2.     Denn  es  ist 
/-. .         X  1     x^        1.3    aj3     , 

convergent  auch  für  den  Werth  x  =  1. 
Es  ist  also 

.      ,..  TT  1     ,      1       1     ,     1.3      1      ,    1.3.5      1      , 

arcsin  (1)  =  y  =  y  +  2  '  ¥  +  274  *  ^  +  2X6  '  Y  +  *  '  ' 
1 

Das  bestimmte  Integral  /  -  -Jl hat  (wie  schon  §.107  angegeben  wurde) 

J  Vi  —  x^- 
0 

den  endlichen  Werth    -  ,  obgleich  die  zu  integrirende  Function  an  der 

oberen  Grenze  unendlich  wird. 

13t^.    Das  elliptische  Integral: 

X  f 

J  "K(l  -  ^^)  (1  -k^x^)        J  Vi  -k^  si.i(p2  ^ 

0  0 

lässt  sich  nach  Potenzen  von  A;  entwickeln: 

(l-7.-^  sin(p'0~^=  1  +Y^'smg^'+\i^^'^n^9^*+  sTO^^' «"^  + ' ' • 
also  wird: 

/^  r^  n^ 

0  0'  0 


+  ^6  ^^'J^'^'^^'^W   '  •  '>  (^'''  S"l  "P'  <  !)• 


Die  Integrale,  welche  hierbei  aus/uf'ührcn  sind,  geliüren,  wie  man 
aus   d«'r  Substitution:    sin  9)  =  o;    erkennt^    zu   den    in    §.   108    unter- 
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suchten    binomischen   Integralen,    und   werden    vermittelst   der   „theil- 
weisen"  Integration  bestimmt;  es  ist: 

/   sm(p^"'d(p  =  —   /   singp^'"-!  cl{cos  cp)  =  —  sin^-'""^  cos  g)  + 

folglich,   wenn   in   der   letzten   Form   cos^'^   durch    1   —  sinqo'^    ersetzt 
wird : 

Jo     ^  sinro^'""^  cos  qp       ,    2m— l  /*  •      „,„    „  7 


und 

0 


Für  die  Grenzen  Null   und  ^    wird: 

n  n 

2  2' 

J   smqj     acp—     2,^,    J    sing)         arp  —     (2m){2m-2)(2m-4) ...  2       2 
Es  ist  also  das  „vollständige  Integral^':  ^ 

n 

Desgleichen  erhält  man  für  das  Integral 

E(^)  =  I  /^cpdcp^  F((p)  -  l-'Zicp) 

u 
die  Entwickelung: 

(1     -  li^suKp"^)^  =  1  —  ^^  /•-  sing)'^  —  -  .  A*  sing)*  —  ^    "    k^s\\iq)^-\- .   . 

m  w  U) 

1  /  1  /^  13  /* 

E((p)^(p  —  --Jc''  jsiu(phl(p-  ^^  Jv'     sm(phl(p—:^~^-k^ lsm(p''d(p+..., 

0  0  u 

{k'^  üiiKp'  <  1), 

Die  vorstehenden  Reihen  convergiren  langsam,  wenn  der  Werth 
von  /.-  nahezu  1  ist;  für  diesen  Fall  hat  Lege udre  (Functions  ellipt. 
vS.  65)  rascher  convergente  Reihen  aufgestellt,  welche  nach  Potenzen 
des  complenuMililrcu   Modul  Ä' =  j/l  — A"^  fortschreiten. 

16* 
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134.  Um  das  Gesetz  für  die  explicite  Darstellung  von  F{(p)  und 
E((p)  zuerkenneil,  ist  es  zweckmässig,  die  Formen  einzuführen ,  durch 
welche  die  Potenzen  von  sin  qp  durch  Sinus  oder  Cosinus  des  Vielfachen 
von  95  ausgedrückt  werden*).     Zufolge  der  Gleichungen  (§.67): 

e'>  =  cos  qj  -f-  *  sin  cp,         e~^v>  =  cos  ip  —  i  sin  9 
setze  niaii : 

A  =  — -1 —  ,  c  = -,  <  1. 

Nun  sind 

^       '  ''  2  '2.4  2.4.0  ' 

^  '  2  Z.4  2.4.0 

unbedingt  convergente  Reihen  (c  <  1),  also  wird  der  Werth 

nach  der  Multiplicationsregel  (§.  78)  ausgeführt,  eine  ebenfalls  unbe- 
dingt convergente  Reihe  ergeben,  welche  sich  nach  Cosinus  der  Viel- 
fachen von  cp  ordnen  lässt,  wenn  wiederum 


cos  (m  cp)  = 


ofesetzt  wird. 


o 


Es  ergiebt  sich: 


3)        — =  A  ~2A^  cos  2cp  +  4y1.,  cos  4  9)  —  O.^.j  cosGqp  +  .  .  . 

.  l+cfl        ,     1      1.3  «    ,     1.8     1.3.5    r    ,    1.3.5     1.3.5.7    -     , 

-1.  =--T-  [2  ^+    2    •  2T4^    +  2.4  •  2.4.0^    +2X-G  •  2X^  ^''  +  •  •   • 

A    ==l±ir^-V^-l-   '    ,  ^•■'^•♦y»    I    1.3     1.3.5.7    ,    ■    1.3.5     1.3.5.7.9     , 
■^  2      [2.4        "^  2      2.4.(>       ^2.4     2.4.G.8         '    2.l.(;     2.4.6.8.10       '**• 

__lH-crK3^.,,J[^     1.3.5.7    ,,    1.3     1.^^^9      7  -1 

•J~      3"  [2.4.0^   ^   2      2.4.67h '^    ^2.4     2.4.6.8.10^     ^ J       - 

Die  Reihe  der  Zahlen  A,  ^,,  2^1.2,  »iv!.,,  4^^  nimmt  fortwährend 
ab  und  hat  die  Null  zur  Grenze,  denn  es  ist 


*)  Tjo^endre:  a.  :i.  0.  S.  273. 
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Ai  <  cÄ,      2A.^  <  cÄ^,      3A^  <  2c A.,,      4J,  <  3cA.  .  .  . 

folglich 

A,<cA,      2A^<c'A,       3A:,<c^A,      4A,  <  c'A 

Es  convergirt  also,  da  c  <  1,  die  Reihe  3)  auch  wenn  man  allen  Glie- 
dern die  absolut  grössten  Werthe  beilegt,  welche  sie  überhaupt  anneh- 
men können,    folglich   convergirt  sie  gleichmässig  (§.  127)   und  stellt 

eine   im  Intervalle   von  Null   bis  -    stetige  Function   dar.      Demnach 

wird  durch  Integration  erhalten: 

i'dcp 

4)  F{q))  =  /  ^  =  A(p  —  A^  sin  2(p  +  A^  sin  4^)  —  A^  sin  69)  +  .  .  . 


Es  ist  insbesondere  für  qp  ==  — 

n 

0 

Aber  auch  die  übrigen  Coefficienteh  dieser  Reihe  lassen  sich  als 
bestimmte  Integrale  darstellen.  Denn  multiplicirt  man  die  Reihe  3) 
successive  mit  cos  29,    cos4qp,    cos  6qp  .  .  .   und   integrirt  diese  Pro- 

ducte  zwischen  den  Grenzen  Null  und    ^^  ,  so  wird,  da: 

für  m  ^  n 


I  cos  2m (p  cos  2n(pdq)  =  ^  I  [cos  2  {m -)- n) cp  -f-  cos  2(m  —  n) 9]  d<p  =  0, 

U  0 

71 

/  (cos2mg))2  ä(p 


2" 

für  m  =  w  Cr      c^       NO  7         1    Tt 

¥  "2 


n  n 

Y  2 


TT 


^,     /cos2qpdqp  j   tc       i  cob  4:  (pdq)         '.)  a    "^        /cosGqpdqp  .,   | 

•^V^   A^-      =  -^'2  -J  -    Av  -     =  ^-^^  :i-  'J—Ä^  =  -^^ 

0  0  ü 

Die  Berechnung  von  A^   führt  auf  die  Werthe  i^^(v)  ii'i<^'  -^'^(v/j 
denn  es  ist: 

n 

Auch  kann  man  für  die  übrigen  Coefficienten  durch  Differentiation 
der  Reihe  3)  Recursionsformeln  angeben: 
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^sinjp^cos  g,  _  ^^^^  ^.^^  ^9)  -  16  A  sin  4 9)  +  36  J3  sin  69)  —   .  .  . 

ist  eine  gleichmässig  convergente  Reihe  und  folglich  war  die  Differen- 
tiation gestattet  (§.  129).  Multiplicirt  man  die  linke  Seite  mit  -p-, 
die  rechte  mit  dem  gleichen  Werthe: 

-p (-  cos  2  9  =  A  +  COS  2  9 

und  ordnet  dieselbe  nach  Sinus  der  Vielfachen  von  g?,  da 

sin  2mcp  cos  2g)  =       [sin  {2m  +  2)qp  +  sin  (2m  —  2)(p\, 
so  wird: 

8in2(p  ^g-^^2y[4yl,A  -  8^,]  -  sin  4^)1 16^2^  — 2^,  —  18^43] 
+  sin69[36^3A  —  8^.^  —  32^,]  —  sinSg?  [64.4, A  —  18.4,  -  50 .4J 

(_l)-sin(2m--2)g)r(2;>r  -2)^4,,,_iA-^'^i^'.4„,^^ 

Andererseits  erhält  man  durch  Multiplication  der  Gleichung  3)  mit 
sin  2  g) : 

^^^==  sin  29(^-2^2)  —  sin  4g)  [^,—3^3]  +  ain6q)[2Ä^~- 4Ä^] 

.  .  .  (—1)"*  sm(2m  —  2)g)[{m  —  2)Ärn-2—mA,„]  .  .  . 

Diese  Reihe  muss  mit  der  obigen  identisch  sein;  und  diese  Identität 
kann,  da  beide  Reihen  gleichmässig  convergiren,  nur  so  bestehen, 
dass  die  Coefticienten  der  entsprechenden  Sinusglieder  in  beiden  Reihen 
übereinstimmen.  Man  erkennt  dies,  indem  man,  wie  bei  der  Ableitung 
der  Gleichungen  6)  jeden  Coefticienten  durch  ein  bestimmtes  Integral 
darstellt.     Mithin  ist 

Ä  —  2Ä.,  =  4J.,A  -  8^2,     ^,—3^3=  16Ä.^X  —  2^,  —  18^3, 

{m~2)Ä,,_2  —  ntA,,  =  (2m-2jM,,,   lA--^ — ^— ^- A.-2  — '-g^^m, 

oder 

8)    2m(2m  —  1).4,,  =  2(2m  — 2)M,,,._iA  —  (2m  —  3)(2m  — 4)^,„_2. 

Sonach  sind  die  Coefficienten  der  Reihe  4)  durch  die  Gleichungen  be- 
stimmt: 

A            IßvlöA  —  3-4.1 
A==  "fö "•^*'''- 

In  gleicher  Weise  erhält  man   eine  explicite  Darstellung  für  das 
Integral  E{(p), 
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Das  dritte  Normalintegral  TT(qp)  erfordert  besondere  Untersuchun- 
gen, auf  welche  hier  nicht  eingegangen  werden  soll,  da  überhaupt 
diese  Reihen  durch  rascher  convergente  Entwicklungen  ersetzt  werden 
können,  Untersuchungen,  die  eine  ausführliche  Theorie  der  ellipti- 
schen Integrale  erfordern. 


Fünftes    Capitel. 
Die  Integrale  transscendenter  Functionen*). 

135.    Bedeutet  f{e^)   eine  rationale  Function   von  e^,   so  wird  das 

/dz 
f{e'^')dx    durch    die   Substitution  z  =^  <f  j    ~=  dx  in  ein 

rationales  verwandelt. 

Das  Integral  einer  rationalen  Function  von  sin  x  und  cos  x  kann 
durch  die  Substitutionen 

cos  X  = 4i ?     sm  X  =. —. 

in   ein  Integral  der   obigen   Form    und    folglich   auch    in   das  Integral 

einer  rationalen  Function  verwandelt  werden. 

Da  hierbei   imaginäre  Grössen  eingeführt   werden ,    so   ist  in   der 

Uegel  die  Substitution  vorzuziehen 

,1  .2z  i  —  z^         j  '2dz 

tang  ^^,  .r  =  ^,       sin  x  =  -^j, ,      cos  ;r  =  --^-^ ,      dx  ==  ^j^^ ' 


Da   I  xdf  =  xf —    Ifdx,   so  lässt  sich  auch     j  xdf   nach    der   Kegel 

der  rationalen  Functionen  ausführen,    wenn  /"  eine   beliebige  rationale 
Function  von  sin  x  und  cos  x  ist. 

136.  /• 

1  e^x'^dx 

I  e'^x'^dx  =  x"'e''  ~  m   1  x"'-^e^dx 

f^  dx  =  -  '"  4-  -  -—  f'-^  . 

J  x'-  "-^  (m-  1)0:--^  ^  (»«-  1)  J  a;"'-^ 

Ist  m  eine  positive  ganze  Zahl,  so  erhält  man  durch  die  erste  Formel: 


*)  Ohne  auf  eine  allgemeine  Untersuchung  einzugehen,  unter  welchen  Be- 
dingungen die  Integrale  transscendenter  Functionen  sich  in  geschlossener  Form 
auswerthen  lassen,  stelle  ich  in  diesem  Capitel  nur  diejenigen  Formeln  zusammen, 
auf  welche  man  bei  den  einfachsten  Anwendungen  der  Analysis  geführt  wird. 
Euler:  Cap.  IV  und  V.  Allgemeine  Untersuchungen  dieser  Integrale  sind  von 
II  er  mite  ausgeführt  worden:  Cours  d'analyse  S,  320. 
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/" 


e'jirdx 


ml  e* 


2^ 


1)V 


f^o     »»-»'' 


Die  zweite  Formel  fuhrt  für  ein  ganzzahliges  m  auf  die  Gleichung: 

Neue  Formen  desselben  Integrales  ergeben   sieh  durch  Substitutionen: 

Jar^'dx  =^J{1  yy-  y^i  dy      ix  =  l  (y)). 
j'-^=^jtk        t^  =  ^(yW     (Integral-Logarithmus). 


13' 

£s  ist 
also 


=  ^+^  +  h^  +  h^  + 


\x--^  + 


1) 


r^  dx = i(x) +x-\-^,+^,-\ —  4^+- 


Das  bestimmte  Integral  kann  zwischen  zwei  Grenzen  genommen 
werden,  welche  die  Null  nicht  einschliessen ,  also  entweder  zugleich 
positiv  oder  zugleich  negativ  sind: 

b 

a 

Ebenso  ist 

(:r  =  -Z(y)). 
Es  tritt  hier  aber  noch  ein  besonderer  Fall  ein.    Da  die  Function 

f-r\  in  einem  endlichen  Intervalle,   welches  die  Einheit  nicht  enthält, 

^  (y)  '  ' 

also  z.  B.  von  y  =  0  bis  zu  irgend  einem  echten  Bruche  y'  sich  erstreckt, 
endlich  und  stetig  ist,  so  muss  das  Integral 


also  auch  das  I 


j* 
ntegral    / 


{x=-l{y')) 


unter  x  irgend  eine  positive  Zahl  verstanden ,  einen  bestimmten  Werth 
haben  (§.  106).  Für  die  Grenze  x  =  -{-  oo  convergirt  aber  die  vor- 
stehende Reihe  2)  nicht  mehr.     Man  erkennt  also,  dass: 
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sein  muss,  doch  ist  der  Werth  der  Constante  C  noch  zu  bestimmen. 
Bezeichnet  man  die  convergente  Reihe: 

mit  F{x)f  so  muss,  da  das  Integral  für  x  =  oo  Null  wird, 

sein.  Setzt  man  nun  C=  —  F(a),  unter  a  eine  grosse  Zahl  verstan- 
den, so  erhält  man  einen  angenäherten  Werth  für  C,  dessen  Fehler 
man  beurtheilen  kann. 

Bildet  man  nämlich  die  Function   (p(x)  =    -  {er"^  —  e~'),    so   ist 

—  X  —  X 

die  Ableitung  derselben   cp' (x)  =  ~ Da  nun  F'(x)  =  -^,  so  wird 

(p'(pc)  >  F'{x)  falls  x>a.  Folglich  wachsen  die  Functionen  F{x)  —  F(a) 
und  (p{x)  für  x'>  a  beide  stetig  von  Mull  an,  so  dass  die  zweite 
Function  immer  grösser  ist  als  die  erste;   mithin  wird 

^{<^)  =  '''^^->F{^)-F{a\ 

also  F{po)  <  F(a)  +  ^-  • 

Der    Fehler,     welcher    begangen    wird,     indem    man    C  =  F{a) 

setzt,  ist  also  kleiner  als  •*)     Auf  diese  Weise  kann  man,  indem 

z.  B.  a  =  10  angenommen  wird,  den  Werth  von  C  aus  der  Gleichung 

F{\Q)  bestimmen,  mit  einer  Abweichung  kleiner  als   -ttt- <  0,00001. 

Der  Werth  von  C,  die  Euler'sche  Constante,  für  welche  §.165  rascher 
couvergente  Reihen  gegeben  werden,  beträgt:  0,577  215  664  9  .  .  . 

1158.  1  ;/;'"  cos  ./;  dx,  j  x^  sin  ;/;  dx . 

I  x"^  cos  X  dx  =  X'"  sin  x  —  m  f  x"'~'^  sin  xdx  = 

=  x'"  cos  {x  —  ^  )  —  m  I  X"*   ^  cos(a:  —  ^,jdx , 
I  x"^  sin  X  dx  =  —  x""  cos  x  +  j  x'"  - '  cos  a;  dx  = 

«=  +  a;^  sin(ar  —  ^)  —  *'»  /  -^'""^  »io  (-^  —  ^)^^-^- 


Minding,  Handbuch  der  Differential-  und  Integralrechnung,  S.  191. 
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Für  ein  positives  ganzes  m  wird  also: 


ß 


V  x"  /      iw_„_/.        m      v^\ 


X'"  COS  X  äx  =  m\  ^^     ,-(— 1 )'"-'' cos (^c/;  -         ^^    n)  , 


V  =  ni 


x^  sin  X  dx  =  m\  ^  ^ ,  ( — l)'"-»sm(a;  —  -* — V^"'  ^)  • 


'V  ^^  /      1  N,«-v „:^  /^        m~  v-\-\ 

.0 

Ebenso  wird: 

J*co&xdx cosa;  1        reinxdx 

x"'       ~  ~  {m-l)x"'-''  ~  '^-^J  ~^"-^  ' 
/Wnxdx sina;  .        1        f'cosxdx 

"   x"^'^  ~~  ~  (m-l)x'''-^  "^  ^^-^J      .x'""^     * 
In  diesem  Falle  wird  man  bei  einem  ganzen  positiven  Werthe  von 
ni  auf  die  Integrale 


J'cos  xdx  /^sin  x    j 


geführt,    die    nur    durch    Ueihenentwickelung    gelöst    werden    können. 
Es  ist: 


/^''^•  =  ^W-.i^;+,4-l-e46  •  •  ■  +(-')"  •  £t. 


S 


'"""dx = 05  -  ,f-+ ^_ ,?;  ■..  +  (- 1)» 


3!3    ^   5!5         7!7  \    \         J         'Jw  +  l  !  2w+l 


Das  erste  Integral  gilt  für  jedes  Intervall,  welches  die  Zahl  Null 
nicht  einschliesst,  das  zweite  unbeschränkt.  Auch  für  unendlich  wer- 
dende Grenzen  müssen  sich  bestimmte  Werthe  ergeben  (s.  §.  155). 


139.    Das  Integral    j  sin  x'"  cos  x'' d x 


führt  durch  die  Substitution 

sin  X  =  2-  ^       cos  ^'  =  (1  —  zy  ,      dx  =    ,    "^    "    , 
auf  das  binomische  Internal : 


{j^'-\y-,y'  dz. 


Nach  den  iu  §.  117  angegebenen  Sätzen  erkennt  man,  dass  dieses 
Integral  sich  auf  ein  rationales  bringen  lässt,  wenn  einer  der  Werthe 


m—\         n  —  1         m-\-n 


eine  ganze  Zahl  ist;  eine  dieser  Gleichungen  ist  sicherlich  erfüllt,  wenn 
m  und  n  beide  ganze  Zahlen  sind.  Im  übrigen  finden  die  im  §  118  auf- 
gestellten Recursionsformelu  auf  das  vorliegende  Integral  Anwendung. 


III 


iV, 
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Man  kaun  diese  sechs  Recursionsformeln  unmittelbar  mit  Beibehaltiinjr 
der  trigonumetrischeu  Torrn  anschreiben,  so  dass  sie  lauten: 

I.  /  sin  X'"  cos  X«  dx  = ,— \-       ,  .  /  sin  x'"^-^  cos  ^«-^  dx, 

II.  /sin  a;"'  cos  ^'^  ^a;  =  —  si^^^Zl^^f  +  ^  7  J   /sin  :r"'-2  cos  :z;»+2  ^;^^ 

Schreibt  man  in  der  ersten  Gleichung  auf  der  rechten  Seite:  sina;"*+^  = 
sin  x"*{\  —  coso;-),  in  der  zweiten  Gleichung:  cos  ä;"+''^  =  cos :«;"( l  — sina;^), 
so  folgt: 

(  '      n.  n    1  8ina;"'+^co8a;"-*    .     n~\    C  -      „  «97 

/  sin^"*  cos^z;"  dx  == , ,—  /  sm:r"'  co^x'^-^dx, 

J  m~\-n  '    m-\-}iJ  ^ 

l  •       „L  nj  sin o;"*"^  COS. r""*"^    .    m  -  \    i*  .      ,     „  „    , 

/sina;"'cosx'»rta;== ,  +      ,      /  j^ina;'" -^cos./;«  (?j?. 

J  m-\-n  '    m-\-nJ 

Löst  man  die  Gleichungen  nach  den  rechts  stehenden  Integralen  auf, 
indem  man  in  der  Gleichung  III.  statt  n  —  2  wieder  n,  in  der  Glei- 
chung IV.  statt  m  —  2  ni  schreibt,  so  erhält  man: 

\T       r  •       m  nj  sina;'"+^C08a;"'^^    ,    in-\-n4-2  /*  .       ,„  „,o    7 

V.  I  Hmx"'cosx''dx  = ,  .  -- — h        .        /  sm  x'"  cos.-i;«+2  dx^ 

Ml     r         ,n  „    1  8ina;'"+*cos;K"+^    ,    wt+'«+2  C  .  ,.,  „   , 

VI.  /  siiij;'"  cos:z;'*  dx  = ,- ,  !     /  ^wix'"-^^  to^  x""  dx. 

J  m+i  '      wt-f-i  J 

Die  Gleichungen  III.  und  IV.  dürfen  nicht  aut  den  Fall  ange- 
wandt werden,  dass  m~\-n  =  0  ist.   Hier  hat  man  für  n=  -  m  =  — - 

Desgleichen  sind  die  übrigen  Gleichungen  unbrauchbar,  je  nach- 
dem m  oder  n  gleich  —  1  ist.  Aber  auch  in  diesem  Falle  ist  die  Be- 
dingung der  Integrirbarkeit  vermittelst  eines  rationalen  Integrales  erfüllt. 

Die  Recursionsformeln  lehren,  dass  in  allen  anderen  Fällen  die 
Exponenten  m  und  n  auf  Zahlen  gebracht  werden  können,  die  zwischen 
—  1  uiiil  -|-  1  oder  Null  und  2  gelegen  sind.  Sind  m  und  n  ganze 
Zahlen,  so  wird  man  stets  durch  eine  wiederholte  Anwendung  der 
Recursionsformeln  auf  eines  der  acht  Integrale  geführt: 

I  sin  X  dx  =  —  cos  x  -{-  C^  j  cos  x  dx  =  sin  x  -}-  C. 

j;.f^-./;-,^-'(t-«(f '■ + t)) + ^'  C" = -• + t) 

/    sin  .r  J./;  \      i      t^  I    COS  X  (l  X  ,,     -  \      ,      |^ 

I  -=  —  /(cos:f)  +  C.  f  — .- =  liamx)  4-  t. 
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r  •                     1             1     /*  •     rt      7                  cos2a;     ,    /-i 
1  sin  X  cos  X  dx  =       I  sm  zx  dx  = ^ 1-  0.     . 

T-.-^^     =2  r  .^4    =  l  (tang  ^)  +  C. 
^   sina;cosic  ^  sm  2  a;  ^       o     /     i 

140.  /  e*^  sina;"  dx. 

Setzt  man  e^'^ dx^dy-^jj  so  folgt: 

1.     /e*^  sina;"  dx  =   ^^"^  ^''''^'"  —  |  M^  sina;"-i  cos  x  dx. 
Ebenso  findet  man  für  dieses  neue  Integral: 

gAx  sijj  ,^.n-i  cosictZit;  = --. y,      I  e*^sina;"-2cos.i;2f?a;  + 


oder,  da  cos  x-  ==  1  —  sin  x'^y 

„kx- n — 1 


2.  1  e*^sinx«-^cos.^^a;= ^ --^—  /  c^^sina;"~2^/a;  + 

+  y  /  6**  sin  ^^  <^.^. 
Vereinigt  man  die  Gleichungen  1  und  2,  so  folgt: 

o        r  i^r    •        „  j  e^"  Bin x^~l(k sin X  — neos x)     , 

3.  1  e^^  sin  a;'»  dfa;  = ^l^hr^iä + 

,    n(n  -  1)  /   x.^    •        „   9   -f 


Für  n  =  l  ist 

,  ^    .          7           e^'^  (k  sin  a;  —  cos  x) 
e**  sin  X  dx  = ^ — ,  ^  , 

Für  n  =  0  hat  man  von  vornherein : 


/  c*-«  f?a;  = 


e 


Auf  eines  dieser  beiden  Integrale  wird  jedes  Integral,   bei  welchem  n 
eine  ganze  positive  Zahl  ist,  durch  die  Formel  3  zurückgeführt. 

Ist  h  eine  negative  Zahl,  so  kann  das  Integral  auch  für  eine  posi- 
tiv unendliche  Grenze  genommen  werden,  denn  wiewohl  sin  x  und 
cos  ic  völlig  unbestimmt  (zwischen  —  1  und  +  1)  werden,  so  wird 
doch  in  der  Integralfunction  e*^  stetig  in  Null  übergehen.    Es  ist  also 


/  c*^  sin  ;/;  dx  =  ~-^  {k  <  0). 
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Desgleichen  findet  man: 


/' 


e^^  cos  x^  (Ix  = ~~ir^,^r^-- — -  + 


e**  cos  iC"-2  d^^ 


Es  ist 


und 


c 

J 


r.kX 


j  7  e      (k  cos  X  4-  sin  x) 

f^  COS  xdor  =     -     ,  g  ,    ' 


k 

e*"^  cos  X  dx  = ,g  ,  (Z;  <  0). 

141.  Treten  in  der  zu  integrirenden  Function  die  cyclometrisclien 
Functionen  auf,  so  führt  ebenfalls  das  Verfahren  theilweiser  Integration 
in  vielen  Fällen  zu  einer  Lösung  oder  Vereinfachung  des  Problemes. 
Ist  im  Integral 


s- 


X  aresin  x  dx 
die  Function  X  integrirbar,  so  wird: 

I  X  aresin  x  dx  =  aresin  x  j  Xdx  —   j  \  -~=^-  1  X  dxl- 
Z.  ß. 

r  n  '  T  X^+'  .  1        fx^  +  Ux 

I  x^^  arcsm  x  dx  =      ,  ,  arcsin  x r-r  I  -i • 

Dies  neue  binomische  Integral  lässt  sich  in  geschlossener  Form  aus- 
drücken, wenn  n  eine  ganze  Zahl  ist.  Man  kann  auch  die  cyclo- 
metrischen  Functionen  beseitigen  durch  Einführung  algebraischer  und 
goniometrischer,  indem  mau  setzt 

arcsin  x  =  0y     x  =  sin  ,^,     dx  =  cos  ^  dz. 
8o  ist  z.   B. 


/  (arcsin  xY  dx  =  1  ^"  .  cos  12  dz. 


Seclistes  Capitol. 

Allgemeine  Sätze  über  das  bestimmte  Integral  als  Grenzwerth  einer 

Summe. 

142.  Das  Grundproblem  der  Integralrechnung  in  seiner  einfachsten 
Fassung  (§.  101)  führt  auf  die  Ermittelung  des  Grenzwerthes  einer 
Summe  mit  beliebig  vielen  Summanden.  Demnach  erweitert  sich  das 
Problem    der  Integralrechnung  unabhängig  vom  DifiFerentialbegriffe  zu 
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der  Frage:    Wie  beschaffen  nmss  eine  Function  f{x)  im  Intervall   von 
X  =  a  bis  X  =  b  sein,  damit  die  Summe 

s= rf,  f{a + 0,  d,)+d,f(x,+e,  <?,,) +cy(,x,+e,  d,) +■■■  d„  /•(a-,._,+e„  d,,) 

einen  bestimmten  endlichen  Grenzwerth  erhält j  wenn  die  Theihing  des 
Intervalles  a  bis  b  durch  die  Funkte: 

a?,  =  a  +  (?i ,  x^  =  x^-\-  d^y  x^  =  x^  -{-  d^  ,  .  ,  ^  b  =  Xn-i  +  dn 
beliebig  fortgesetzt  wird,  tvährend  die  Strecken  d  nach  Null  convergiren? 
Wir  haben  hier  gleich  die  allgemeinste  Form  vor  uns,  in  der  diese  Frage 
gestellt  werden  kann.  Die  Grössen  0  bezeichnen  echte  Brüche,  die  auch 
gleich  null  oder  gleich  eins  sein  können,  so  dass  die  Functionswerth  jedes- 
mal beliebig  im  Innern  oder  an  den  Grenzen  eines  Intervalles  aus- 
gewählt werden.  Der  Grenzwerth  soll  von  den  willkürlichen  Grössen 
0  ganz  unabhängig  werden.  Noch  allgemeiner  ist  es,  sich  unter  der 
Bezeichnung  f{x  -j-  Qpdp)  überhaupt  irgend  einen  Werth  zu  denken, 
welcher  zwischen  dem  grössten  und  dem  kleinsten  Werthe  gelegen  ist 
(einschliesslich  dieser  Grenzen),  welche  die  Function  im  Intervall  dp 
überhaupt  annimmt.  Ist  sie  unstetig  im  Intervall,  so  braucht  dieser 
gewählte  Werth  unter  den  Werthen,  die  die  Function  annimmt,  nicht 
vorzukommen.  Ob  dann  dieser  Grenzwerth,  betrachtet  als  Function 
der  oberen  Grenze,  als  Ableitung  die  Function  f{x)  besitzt  oder  nicht, 
ist  eine  secundäre  Frage,  die 'besonders  beantwortet  werden  muss. 

Während  im  §.  102  die  Untersuchung  sich  einfach  gestalten  Hess, 
weil  /"(a;)  als  stetig  angenommen  war,  wird  sie  nunmehr  anders  zu 
führen  sein,  da  ja  die  für  die  Function  f{x)  noth wendigen  Voraus- 
setzungen erst  ermittelt  werden  sollen.  Riemann,  der  zuerst  das 
Problem  präcis  formulirt  hat,  hat  auch  die  Lösung  desselben  ange- 
geben*). Wir  beschränken  uns  zunächst  auf  Functionen,  welche  in 
dem  endlichen  Intervalle  von  a  bis  b  an  keiner  Stelle  unendlich  wer- 
den, so  dass  sich  also  eine  obere  Grenze  G  und  eine  untere  Grenze  // 
(positiv*  oder  negativ)  bezeichnen  lässt,  zwischen  denen  alle  Werthe 
der  Function  enthalten  sind. 

Die  Function  soll  für  dieses  Intervall  ausnahmslos  definirt  sein; 
d.  h.  an  jeder  Stelle   ist  der  zugehörige  Functionswerth  fest  gegeben. 

Die  oben  gestellte  Frage  fassen  wir  dann  kürzer  zusammen  in  die 
Worte:  Unter  welchen  Voraussetzungen  ist  solch  eine  Function  integrir- 
hdvY     Die  Antwort  lautet: 

Ijczeichnet  man  die  grösste  Schwanhnng  der  Function,  d.  h.  den 
•positiven  Unterschied  ihres  grössten  und  l.h nisten  Werthes  in  dem  Inter- 


'*)  Riemann:  Ueber  die  Darstellbarknit  oiner  Vundion  diirdi  citic  iiigono- 
metrischc  lleihe  (ges.  Werke  S.  213).  Einige  J'riioisinnig«ai  in  dem  lolgentlen 
Beweise  sind  von  Du  Bois  Keymond  (Journal  1'.  Mathemat.  Bd.  79)    gegeben. 
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valle  von  a  his  x^  (einschliesslich  der  Grenzen)  mit  B^y  ebenso  zwischen 
x^  und  X2  niit  D.^  .  .  .,  zwischen  Xn—i  und  h  mit  D»,  so  muss  die  Summe: 

d^  D,   +   d.,B^  +    .   .    .dnl)n  {d^    +    d,-i-   ...dn  =  h   -   «) 

eine  Zahl  sein^  welche  mit  wachsenden  Werthcn  von  n  die  Null  zur 
Grenze  hat,  wenn  gleichzeitu)  sämmtUche  Grössen  d  nach  Nidl  convcr- 
(jiren. 

Dies  ist  die  uotliwendige  und  hinreichende  Bedingung.  Und  zwar 
findet  folgendes  statt: 

Convergirt  die  obige  Summe  bei  irgend  einem  Gesetz,  nach  wel- 
chem die  Anzahl  der  Intervalle  beliebig  wächst,  zum  Werthe  Null,  so 
convergirt  sie  immer  nach  Null,  wie  auch  die  Grössen  d  gewählt  und 
])eliebig  verkleinert  werden. 

Diese  letzte  Behauptung  beweist  man  zuvörderst  wie  folgt: 

Angenommen    es   sei   die   Zahl   n   bereits   so   gross   gewählt,   das» 

y  dpDpy   da  es  den  Grenzwerth  Null  hat,  seinem  absoluten  Betrage 

nach  kleiner  ist  als  (5.  Eine  zweite  ganz  andere  Theilung  in  m  Theile, 
bei  welcher  m  >  n  ist  und  die  Grössen  r/,',  d.^  .  .  .  d,,!  beliebig  viel 
kleiner  sind   als   die  kleinste  der  Grössen  dy  sei  angenommen ,  und  es 

soll  bewiesen  werden,  dass  auch^^  dp  Dp    nach  Null  convergirt.     Be- 

p  =  i 
trachtet  man  die  Htreoke  ah  gleichzeitig  mit  der  'J'heilung  in  die  n 
Intervalle  d,  und  die  m  Intervalle  d',  so  wird  in  jedem  Theile  d  eine 
gewisse  Anzahl  der  Intervalle  d'  gelegen  sein;  Endpunkte  der  Inter- 
valle d'  werden  aber  im  allgemeinen  nicht  mit  Endpunkten  von  (/ 
zusammenfallen.     Es  sei: 

a  +  d^'  +  d^  -\-  -  -  -  dx'  <  a  -f  r?,  =  :r,  <  a  +  d^  -\-  -  -  -  d'i^i 
a  +  d^'  +  (Z./  -\-  '  ■  '  df^  <  x^  +  d,,  ==  x.^  <  rt  +  d{  +  •  •  •  d\,^x 
a  +  (//  +  (/./  +  •  ■  •  dy   <  x.^  +  f/3  =  :f'3  <  a  +  r/,'  +  •  •  •  ^/',  +  , 


so  kann  man  die  Summe:  ^  dp  Dp    folgen dermassen   in  Theile   zer- 

p=V 

legen : 

V d; Dp'  +  (/';.+,  D\^,  +  y^dp  d;  +  d',^,  D',^,  +  . . . 

Die  einzeln  stehenden  Glieder  bezieben  sich  also  auf  die  Intervalle, 
welche  die  Endpunkte  der  ersten  Theilung  enthalten;  ihre  Anzahl  ist 
n—\.  Nun  ist  aber,  da  7>,  die  gr()sste  Schwankung  bezeichnet,  welche 
in  dem  ganzen  Intervalle  J,  vorkommt. 
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p^  p=u 

2j  d;  D;  ^  d,  D, ,       2j  '^p  ^p  <  ^'2  D.2  u.  s.  f. 

Ferner  ist  die  Summe  aller  einzelnen  Glieder  sicherlich  kleiner  als  das 
{n  —  1)  fache  Product  der  grössten  Zahl  d\  die  unter  ihnen  vorkommt, 
mit  der  grössten  Zahl  ]J\  die  unter  den  Schwankungen  enthalten  ist. 
Also  ist: 

2jdpl)p  ^^  dpDj,  +  {n—l)  d'  B\ 

Da  man  nun  die  Werthe  der  d'  beliebig  verkleinern  darf,  so  kann 
man  sie  stets  so  klein  wählen,  dass  auch  das  Product  {n  —  \)  d'  B'  =  e 
beliebig  klein  wird;  also  ist 

p  =  i 

d.  h.  auch  diese  Summe  wird  durch  Wahl  von  m  beliebig  klein. 

Den  Beweis  des  obigen  Satzes  führt  man  nun  folgend ermassen: 
Das  Intervall  von  a  bis  h  werde  zuerst  in  n^,  sodann  in  w.,,  Wg,  .  .  . 
?2v  .  .  .  Theile  getheilt.     Die  Strecken  der  ersten  Theilung: 

i?!^^^ ,  ^2^^S  •  •  •  ^«/^^  seien  sämmtlich  kleiner  als  d^, 
die  der  zweiten:  ^^^^^ ,  ^2^^^'  •  •  •  dnS^^  seien  sämmtlich  kleiner  als  ö^y 
die  der  dritten;    f^,<^^,   <^2^^N  •  •  •  ^^«.^^^  seien  sämmtlich  kleiner  als  ^3, 

die  der  1»^''":  ^//^'^,   <^V*'S  •  •  •  ^4/^^  seien  sämmtlich  kleiner  als  d^, 

d, ,  ^2,  d.,,  .  .  .  dy  .  .  .  bilde  eine  Reihe  von  positiven  nach  Null  con- 
vergirenden  Zahlen-,  und  es  enthalte  die  zweite  Theilung  sämmtliche 
Theilpunkte  der  ersten,  und  so  weiter  jede  Theilung  sämmtliche  Theil- 
punkte  der  vorhergehenden,  so  dass  eine  Theilung  jedes  Intervalles 
d^j  d^  .  .  .  in  neue  Unterabtheilungen  stattfindet. 

Die  obere  Grenze  der  Function  f{x)  mit  Berücksichtigung  des  Vor- 
zeichens im  Intervalle  (?^/'^  werde  mit  Gf}^'>  bezeichnet,  ebenso  die 
untere  Grenze  mit  ^/<^'^     Alsdann  bilde  man  die  Summen: 

und  bezeichne  ihre  Werthe  mit  Ay  und  Bv.  In  der  Reihe  der  Zahlen: 
A^j  A2,  ^3,.-.  Ay  ...  ist  jede  kleiner  (höchstens  gleich)  als  die  vorher- 
gehende, denn  während  in  yl,  ein  Intervall  z.  B.  d.J^^^  den  Beitrag r7.^(^' .  (r.^^'^ 
liefert,  besteht  dasselbe  Intervall  in  der  Summe  A.2  aus  mehreren  Theilen. 
Der   Beitrag   dieser  Theilintervalle   zur  Summe  A.^  ist  aber  sicherlich 
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kleiner  (höchstens  gleich)  als  das  Product  d^^^^  G^2^^^ ,  weil  G^^^'^  die 
grösste  Zahl  bezeichnet,  die  in  dem  ganzen  Intervalle  d^^^^  also  auch  in 
allen  Unterabtheilungen  desselben  überhaupt  vorkommt. 

Die  Grössen  B^,  B^,  B^  .  .  .  Bv  .  .  .  bilden  eine  Reihe  von  wach- 
senden Zahlen;  und  da  jedes  A  grösser  ist  als  jedes  Bj  so  besitzt  die 
Reihe  der  Zahlen  A  sowohl  wie  B  je  einen  bestimmten  Grenzwerth. 
Diese  Grenzwerthe  sind  identisch,  wenn  sich  eine  Stelle  v  angeben 
lässt,  von  der  ab  die  Differenz  Ay  —  By  kleiner  wird  als  eine  beliebige 
Zahl  ö,  d.  h.  es  muss 

yl„  -  jy„  =  ^  <J,M  (G^f)  -  g^«^)  =  ^  iV'>  I>^<')  <  (J 


=  1 


sein.     Die  Summe,  deren  Grenze  das  Integral  definirt, 

S  =  r7,0)  f{a  +  0^  ^/^))  +  c?./^>  f\a  +  ^V^)  +  0./^)  d,^^^)  -\ 

liegt,  wie  auch  die  Grössen  0  angenommen  werden,  stets  zwischen  den 
Grenzen  Ay\mi[Bv,  und  werden  diese  Werthe  gleich,  so  besitzt  auch 
diese  Summe  den  nämlichen  endlichen  und  bestimmten  Werth,  was  be- 
hauptet wurde. 

Die  ausgesprochene  Bedingung  ist  hinreichend;  sie  ist  aber  auch 
nothwendig.  Denn  hätte  die  Reihe  der  Zahlen  A  und  B  nicht  den 
nämlichen  Grenzwerth,  so  würde  auch  der  Grenzwerth  der  Integral- 
summe je  nach  Wahl  der  0  mit  dem  Werthe  A  oder  mit  dem  Werthe 
J5  zur  Uebereinstimmung  gebracht  werden  können;  er  wäre  also  nicht 
unabhängig  von  0. 

Der  Beweis  ist  aber  noch  nicht  vollständig;  denn  es  wurde  an- 
genommen, dass  die  weiteren  Theilungen  stets  so  vollzogen  werden, 
dass  die  früheren  Endpunkte  eines  Theilintervalles  als  Endpunkte  auch 
in  den  weiteren  Unterabtheilungen  vorkommen.  Es  entsteht  also  die 
Frage:  Ist  der  Werth  von  ^  ganz  unabhängig  von  der  Wahl  der  Theil- 
punkte?  und  auch  unabhängig  von  der  Art  der  Fortsetzung  der  Thei- 
lung  ?     Seien 

und 

Cl  y       ^i  j      ^2  j   •  •   •  ^  in — 1 ;       ^ 

die  Endpunkte  zweier  Theilungen.  Dieselben  mögen  nach  dem  an- 
gegebenen Verfahren  von  irgend  welchen  Anfängen  ganz  unabhängig 
von  einander  bereits  so  weit  getrieben  sein,  dass  der  zur  ersten  Thei- 
lung  gehörige  Summenwerth  Sn  von  seinem  Grenzwerthe  S  nur  noch 
um  die  beliebig  kleine  Grösse  e  differirt,  während  analog  S,n  von  seinem 
Grenzwerthe  S'  nur  noch  um  a   abweicht;  denn  wie  anfangs  bewiesen 

llarnack,  Dififereutial-  u.  lutegralrechnuug.  jj 
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wurde,  muss  jede  Theilung  zu  einem  bestimmten  Grenzwerth  führen, 
falls  ein  solcher  bei  einer  Theilung  sich  ergiebt.  Denkt  mau  sich  nun 
die  beiden  Theilungen  zu  einer  einzigen  vereinigt,  und  bildet  man  die 
betreffende  Summe  S,n,  n  in  Bezug  auf  diese  aus  der  Vereinigung  ent- 
standene neue,  so  kann  man  dieselbe  sowohl  als  einen  Fortschritt  in 
der  Reihe  S,,,  als  auch  in  der  Reihe  Sm  betrachten;  es  ist  daher  Smy  « 
von  S  nur  um  eine  Grösse  ?/  <  f ,  von  S'  um  eine  Grösse  »^'  <  s'  ver- 
schieden. 

Der  absolute  Werth  der  Differenz  S  —  S'  wird  also  nicht  mehr  als 
rj  -\-  rj'  betragen,  er  ist  kleiner  als  die  beliebig  kleine  Zahl  s  -{-  e' ; 
die  Grenzwerthe  S  und  S'  sind  folglich  identisch.  Durch  dasselbe 
Verfahren  wird  auch  die  zweite  Frage  beantwortet.  Betrachtet  man 
eine  Aufeinanderfolge  verschiedener  von  einander  unabhängiger  Thei- 
lungen: in  der  ersten  Theilung  seien  alle  Intervalle  kleiner  als  d^^\  die 
Productsumme  gebildet  aus  den  Schwankungen  kleiner  als  e^^\  in  der  v^''" 
die  Intervalle  kleiner  als  dyj  die  Productsumme  kleiner  als  £^^>;  ferner 
seien  die  bezüglichen  Summenwerthe: 

S<^\    /S(2),  .  .  .  ;SW  .  .  . 
so  kann  man  wiederum  die  v^''  Theilung  mit  der  ersten  vereinigen,  und 
diese  Vereinigung  als  eine  Fortsetzung  der  ersten,  sowie  der  i^^^"  Thei- 
lung ansehen.     Bezeichnet  man   den   auf  die  Vereinigung  bezüglichen 
Summenwerth  mit  /S',  so  ist 

S'  =  Ä(l)  +  (<   £(!))  ,       6"  =  /S<*)  ±  «   £(")). 

Also  unterscheiden  sich  S^^^  und  S^^^  um  weniger  als  die  beliebig  kleine 
Grösse  i^^^  -j-  f^»'^;  d.  h.  die  Reihe  der  S  besitzt  einen  bestimmten 
Grenzwerth. 

Die  Grenze  der  S  heisst  das  hestimmte  Integral  und  wird  mit  dem 
Symbol 


j 


f{x)dx 


hemchnet. 

143.   Die  aufgestellte  Bedingung  ist  erfüllt: 

Erstens  wenn  die  Function  f{x)  durchweg  stetig  ist,  was  in  den 
§§.  102  und  103  direct  bewiesen  wurde.  Denn  in  diesem  Falle  lässfc 
sich  ja  eine  Grösse  ö  ermitteln,  so  dass  an  allen  Stellen  iii  Intervallen 
die  gleich  oder  kleiner  sind  als  d,  die  Schwankungen  der  Function: 

abs  [f{x)  —f{x+  Qd)] 
kleiner  werden  als  eine  beliebige  Zahl  ö.     Mithin  wird 

y^  d  J)  <  {h  -  a)  6. 
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Zweitens  wenn  die  Function  f{x)  an  einzelnen  (zählbaren)  Stellen 
ünstetigkeitssprünge  von  endlicher  Grösse  besitzt  (§.  105).  Denn  solche 
einzelne  Stellen,  deren  Zahl  n  sein  möge,  können  mit  beliebig  kleinen 
Intervallen  8  umgeben  werden,  so  dass,  wenn  D  den  grössten  Werth 
unter  den  Sprüngen  bezeichnet,  der  Beitrag  dieser  Unstetigkeitsinter- 
valle  nicht  grösser  ist  als  nöD.  Da,  n  und  D  endlich  sind,  so  kann 
dieses  Product  durch  Wahl  von  d  beliebig  klein  gemacht  werden. 

Man  erkennt  in  derselben  Weise  auch ,  dass  die  Function  an 
beliebig  vielen  zählbaren  Stellen  in  noch  so  kleinem  Intervalle  unend- 
lich  viele  Maxima  und  Minima  mit  endlichen  Schwankungen  besitzen 

(wie  z.  B.  sin an  der  Stelle  x  ==  a)  oder  auch  f?anz  unbestimmt 

^  x—a  ^  ° 

gelassen  werden  kann,  d.  h.  dass  es  frei  steht,  an  beliebig  vielen  Stellen 
der  Function  irgend  welchen  Werth  (jedoch  immer  nur  eiuen  end- 
lichen) zu  ertheilen,  ohne  dass  dadurch  der  Werth  des  bestimmten 
Integrales  geändert  wird. 

Drittens  wenn  die  Function  an  unendlich  vielen  Stellen  unstetio*, 
oder  unbestimmt  zwischen  endlichen  Grenzen  wird  —  oder  wenn  die 
Function  an  unendlich  vielen  Stellen  in  noch  so  kleinem  Intervalle 
uuendlich  viele  Maxima  und  Minima  mit  Schwankungen  von  beliebiger 
aber  endlicher  Grösse  besitzt,  wobei  aber  alle  diese  Stellen  eine  be- 
stimmte Eigenschaft  erfüllen  müssen.  Ich  gehe  hierauf  im  folgenden 
Paragraph  näher  ein,  weil  diese  Untersuchung  Gelegenheit  bietet,  den 
Functionsbegriff  bedeutend  zu  erweitern. 

14-4-.  Um  den  Begriff  einer  unendlichen  Anzahl  von  Punkten  zu 
erfassen,  hat  man  vor  allem  den  Unterschied  zu  beachten:  Eine  end- 
liche Strecke  enthält  zwar  unendlich  viele  Punkte,  aber  unendlich  viele 
Punkte  brauclien  nicht  umgekehrt  eine  Strecke  zu  erfüllen,  oder  rein 
arithmetisch  ausgedrückt:  die  cpntinuirliche  Zahlenreihe  zwischen  zwei 
Grenzen  enthält  unendlich  viele  Zahlen  zwischen  diesen  Grenzen, 
aber  unendlich  viele  Zahlen  zwischen  zwei  Grenzen  erfüllen  noch 
nicht  die  Zahlenreihe.  Um  diesen  Unterschied  zu  kennzeichnen  defi- 
nire  ich:*) 

Nennt  man  das  Intervall  von  x  —  e  bis  x  -\-  s  die  Umgebung 
eines  Punktes  rr,  deren  Länge  2  s  beträgt,  wobei  s  eine  beliebig  kleine 


*)  Die  Untersuchung  über  Punktraengen  ist  zuerst  von  Cantor  präsise  ge- 
gebenworden: Math.  Annal.  Bd.  5^  und  findet  sich  auch  ausgeführt  bei  Dini:  Fon- 
damenti  per  la  teorica  delle  funzioni  di  variabili  reali.  Pisa  1878.  Die  obige 
Unterscheidung  von  discreten  und  linearen  Punktmengen  weicht  indessen  von 
der  Cantor 'sehen  Definition  der  Mengen  erster  und  zweiter  Gattung  ab.  Die 
Benennung  „discreto  Punkimenge"  soll  streng  genommen  besagen,  dass  solch 
eine  Punktmenge  für  die  Probleme  der  Integralrechnung  dieselbe  Eigenschaft  hat, 
wie  eine  endliche  Anzahl  getrennter  Punkte. 

17* 
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aber  endliche  Grösse  vorstellt,  so  soll  eine  unendliche  Menge  von  Punkten 
eine  discrete  Menge  oder  Mannigfaltigkeit  heissen,  wenn  es 
möglich  ist,  sämmtliche  Punkte  dieser  Menge  in  Umgebungen  ein- 
zuschliessen ,  deren  Summe  kleiner  gemacht  werden  kann  als  eine  be- 
liebig kleine  Zahl,  während  die  Anzahl  der  Umgebungen  dabei  beliebig 
wachsen  kann. 

Dagegen  soll  die  unendliche  Menge  eine  lineare  Mannigfaltig- 
keit genannt  werden,  wenn  sich  die  Summe  der  Umgebungen  nicht 
beliebig  verkleinern  lässt. 

Aus  diesen  Definitionen  folgt:  1)  Bei  einer  discreten  Punktmenge 
ist  es  immer  möglich  Intervalle  anzAigeben,  deren  Summe  von  h  —  a 
beliebig  wenig  verschieden  ist,  so  dass  in  keinem  dieser  Intervalle  ein 
Punkt  der  gegebenen  Menge  sich  befindet;  denn  man  braucht  nur  die 
Punkte  mit  ihren  Umgebungen,  deren  Summe  beliebig  klein  ist,  aus- 
zuscheiden. Bei  einer  linearen  Punktmenge  ist  die  Summe  solcher 
Intervalle  jedenfalls  um  eine  endliche  Grösse  von  h  —  «unterschieden. 

2)  Bei  einer  discreten  Punktmenge  ist  es  immer  möglich,  in  be- 
liebiger Nähe  jedweder  Stelle  ein  endliches  Intervall  anzugeben,  in 
welchem  kein  Punkt  der  gegebenen  Menge  liegt.  Denn  ist  a  ein  be- 
liebiger Punkt  des  Intervalles,  so  wäre  es  nur  dann  nicht  möglich,  in 
beliebiger  Nähe  von  a  ein  Intervall  ausfindig  zu  machen,  in  welchem 
kein  Punkt  der  Menge  liegt,  wenn  in  der  Nähe  eines  jeden  Punktes, 
der  innerhalb  einer  bei  a  beginnenden  endlichen  Strecke  von  der 
Länge  d  liegt,  unendlich  viele  Punkte  der  Menge  sich  befänden.  Als- 
dann wäre  es  aber  auch  nicht  möglich,  sämmtliche  Punkte  der  Menge 
von  vornherein  in  Umgebungen  einzuschliessen,  deren  Summe  kleiner 
ist  als  d;  d.  h.  die  Menge  wäre  nicht  discret. 

Bei  einer  linearen  Punktmenge  ist  dieses  nicht  an  jeder  Stelle 
möglich. 

Diese  Unterschiede   werden  an  folgenden  Beispielen  klar  werden: 

1)  Jede  endliche  Anzahl  von  Punkten  in  einem  Intervall  von  end- 
licher Länge  ist  eine  discrete;  man  bezeichnet  ihre  Ordnung  mit  Null. 

2)  Die  unendliche  Punktmenge  im  Intervall  0  bis  1,  welche  durch 
die  Zahlen 

1,  i.  o\  ({;.({)'••©"••• 

bestimmt  wird,  ist  discret,  denn  es  häufen  sich  die  Punkte  dieser 
Menge  nur  an  der  Stelle  Null.  Trennt  man  vom  Punkte  Null  an  ein 
beliebig  kleines  Intervall  ab,  so  behält  man  eine  endliche  Anzahl  von 
Punkten  der  Menge  in  der  übrigen  Strecke  nach,  so^  dass  die  totale 
Summe  aller  Umgebungen  beliebig  klein  gemacht  werden  kann. 

Die  Stellen,  an  denen  sich  die  Punkte  der  Menge  unendlich  an- 
häufen oder  verdichten,  heissen  die  Grenzpunkte;  die  Menge  der  Grenz- 
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punkte  heisst  die  erste  abgeleitete  Punktmenge.  Im  vorliegenden  Falle 
wird  die  erste  abgeleitete  von  der  Ordnung  Null;  daher  bezeichnet 
man  die  Ordnung  der  ursprünglichen  Menge  mit  eins. 

3)  Eine  discrete  Punktmenge  kann  mehrere  Ableitungen  besitzen, 
oder  von  höherer  Ordnung  w^erden.     Die  Punkte: 

häufen  sich  an  unendlich  vielen  Stellen,  nämlich  an  den  Stellen 

Trotzdem  ist  ihre  Menge  discret.  Denn  hat  man  von  der  Stelle  Null  aus 
ein  beliebig  kleines  Intervall  abgetragen,  so  bleibt  nur  noch  eine  end- 
liche Anzahl  von  Punkten,  an  welchen  Anhäufungen  der  gegebenen 
Punktmenge  vorhanden  sind ;  und  hat  man  diese  mit  beliebig  kleinen 
Intervallen  umgeben,  so  bleibt  nur  noch  eine  endliche  Anzahl  von 
Punkten  der  gegebenen  Menge.  Die  erste  Abgeleitete  ist  hier  von 
der   Ordnung   eins;   die  Ordnung   der  ursprünglichen  Menge   ist  zwei. 

4)  Betrachtet  man  im  Intervall  von  a  bis  h  alle  rationalen  Zahlen 
als  eine  Punktmenge,  so  hat  man  eine  Menge  der  zweiten  Art,  eine 
lineare  Mannigfaltigkeit.  Denn  an  keiner  Stelle  lässt  sich  ein  endliches 
Intervall  angeben,  in  welches  nicht  unendlich  viele  Punkte  dieser  Menge 
fallen ;  oder  wie  man  es  bezeichnet,  die  Menge  ist  in  einem  endlichen 
Intervall  „überall  dicht".  Ebenso  bilden  alle  irrationalen  Zahlen,  ferner 
alle  Zahlen,  deren  Nenner  (auf  kleinste  Benennung  gebracht)  eine  Po- 
tenz irgend  einer  Zahl  a  ist,  eine  lineare  Mannigfaltigkeit. 

Hier  lässt  sich  auch  keine  abgeleitete  von  niederer  Ordnung  finden, 
weil  jeder  Punkt  einer  noch  so  kleinen  Strecke  Grenzpuukt  wird. 

Man  kann  vielmehr  ganz  allgemein  einsehen:  Besitzt  eine  Punkt- 
menge eine  endliche  Anzahl  von  abgeleiteten  Mengen,  so  ist  sie  discret. 

Denn  geht  man  von  der  letzten  Ableitung  0'*^'  Ordnung,  also  von 
einer  endlichen  Anzahl  von  Punkten  a,,  a.^  »  -  >  a,»  aus,  so  besitzt  die 
Punktmenge,  deren  Ableitung  diese  ist,  nur  an  diesen  Stellen  Anhäu- 
fungen unendlich  vieler  Punkte,  und  ausserdem  eine  endliche  Anzahl 
h^y  h^  '  .  'hn*  Die  Gesammtgrösse  ihrer  Umgebungen  kann  beliebig 
klein  gemacht  werden.  Die  Menge  von  der  Ordnung  eins  ist  eine 
discrete.  Von  dieser  gehe  mau  zur  nächst  höheren  Ordnung  weiter. 
Diese  enthält,  nachdem  man  die  Stellen  a^,  «3  .  .  .  a,n  und  6,,  &2  •  •  •  ^n 
in  beliebig  kleine  Umgebungen  eingeschlossen  hat,  nur  eine  endliche 
Anzahl  von  anderweitigen  Punkten  Cj,  C2...Cp.  Sie  ist  demnach 
gleichfalls    discret;    es    bleibt    folglich    der    Charakter    der    discreten 
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Mannigfaltigkeit  bei  endlicher  Anzahl  aufsteigender  Processe  er- 
halten*). 

145.  Eine  Function,  welche  im  allgemeinen  stetig,  an  unendlich 
vielen  Stellen  unstetig,  oder  ganz  unbestimmt  zwischen  endlichen 
Grenzen  ist,  oder  an  unendlich  vielen  Stellen  in  noch  so  kleinem  Inter- 
valle unendlich  viele  Maxima  und  Minima  besitzt,  soll  eine  punktirt 
unstetige  Function  genannt  werden,  wenn  die  Stellen,  an  welchen 
die  Schwankungen  der  Function  grösser  sind  als  eine  bestimmte  end- 
liche Zahl  (?,  stets  nur  eine  discrete  Punktmenge  bilden**). 

Unter  der  „Schwankung"  der  Function  ist  die  Grösse  der  Un- 
stetigkeitssprünge,  oder  der  Unterschied  der  Grenzen,  zwischen  denen 
die  unbestimmten  Wertlie  liegen,  oder  endlich  der  Unterschied  zwischen 
den  Maximal-  und  Minimalwerthen  zu  verstehen. 

Linear  unstetig  dagegen  nenne  ich  eine  Function^  bei  welcher 
solche  Stellen  eine  lineare  Punktmenge  bilden.  Dann  erkennt  man 
leicht  aus  dem  Ri  em  an  n'schen  Satze:  Die  in  einem  Intervalle  punktirt 
unstetigen  Functionen  sind  integrirhar. 

Denn  ist  eine  beliebig  kleine  aber  endliche  Zahl  6  vorgegeben,  so 
kann  man  die  Theilung  der  Strecke  a  bis  h  so  weit  ausführen,  dass 
in  den  Theilintervallen  im  Allgemeinen  die  Schwankungen  kleiner 
werden  als  (?,  während  die  Umgebungen  aller  der  Stellen,  an  welchen 
die  Schwankungen  grösser  sind  als  (?,  eine  Summe  s  liefern,  die  be- 
liebig verkleinert  werden  kann.  Heisst  m  der  grösste  Werth  unter 
diesen  Schwankungen,  so  ist: 

^  d  D  <  0  {h  —  a)  +  sm. 
/^  =  i 

Die  rechts  stehende  Summe  kann  aber  beliebig  verkleinert  werden,  da 

a  beliebig  klein  angenommen  werden  darf,  und  ebenso  6",  zufolge  der 

Eigenschaft  einer  discreten  Punktmenge. 

Die  linear  unstetigen  Functionen  sind  nicht  integrirhar. 

Beispiele  unendlich  oft  unstetiger  integrabeler  Functionen: 

1)  Im  Intervalle   von  Null   bis   Eins  möge  die  Function  f{x)  au 

allen  Stellen    den   Werth  Null    haben,    nur    in    den   unendlich    vielen 

Punkten : 


2  ^    \  2  /  '    \  2  /  '    V  t>  / '  *  "  V2  ^ 


*)  Der  Begriff  der  abgeleiteten  Punktmeugeu  ist  von  Cantor  a.  a.  0.  ein- 
geführt. Sein  Beispiel  (Math.  Ann.  Bd.  XVII  S.  358)  lehrt,  diiss  eine  discrete 
Punktmenge  auch  eine  unendliche  Anzahl  von  Ableitungen  besitzen  kann. 

**)  Diese  Definitionen  schliessen  sich  im  wesentlichen  den  von  Hankel: 
Untersuchungen  über  die  unendlich  oft  oscillirenden  und  unstetigen  Functionen. 
Tübingen  187(>,  gegebenen  an. 
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soll  sie  den  Werth    -  besitzen.     Diese  Function  ist  unstetig,  und  zwar 

in  beliebig  kleinem  Intervall  bei  Null  unendlich  oft;  aber  die  Summe 

der  Intervalle,  in  welchen  die  Schwankungen  gleich  —  sind,  kann  be- 

liebig   klein  gemacht  werden.     Der  Werth  des  Integrales  ist  ein  be- 
stimmter und  zwar  Null. 

2)  Man  kann  in  gleicher  Weise  eine  Function  construiren,  welche 
in  jedem  noch  so  kleinen  Intervalle  unstetig  wird,  bei  welcher  die 
Anzahl  der  Stellen,  an  denen  Unstetigkeitssprünge  grösser  als  eine  end- 
liche Zahl  stattfinden,  nicht  endlich  ist,  und  die  doch  integrirbar  ist. 
Setzt  man  z.  B.  fest,  die  Function  fix)  soll  im  Intervall  von  Null  bis 
Eins   im  allgemeinen  Null  sein,   dagegen   soll  sie  in  unendlich  vielen 

discreten  Punkten,    deren  Ableitung  der  Puukt   ^     ist,   den  Werth    - 

1        2 

haben,  in  unendlich  vielen  Punkten,  deren  Ableitung  die  Punkte  --,  — 
sind,  den  Werth  ~- ;  in  unendlich  vielen  Punkten  mit  den  Ableitungen 


12       3       4 


x  '    f.1    Ki  K    ^^^  Werth  — ,  allgemein:  wenn  p  eine  Primzahl  ist,   q 

jede  Zahl  kleiner  als  p  bedeutet,  in  unendlich  vielen  Punkten  mit  der 

Ableitung    -    den  Werth  —,   so   ist  das  Integral  solch  einer  Function 

Null.  Die  betreffenden  Punktmengen  kann  man  sich  z.  B.  gebildet 
denken  durch  die  Reihe 

Denn  die  Punkte,  an  denen  die  Unstetigkeitssprünge  grösser  sind  als 
irgendwelche  endliche  Zahl,  bilden  stets  nur  eine  endliche  Anzahl 
von  discreten  Punktmengen.  Die  Summe  ihrer  Umgebungen  wird  be- 
liebig klein. 

3)  Das  erste  Beispiel  einer  punktirt  unstetigen  integrabelen  Function 
gab  Riemann*).  Man  bezeichne  mit  (.t)  den  positiven  oder  negativen 
Ueberschuss  von  x  über  die  nächste  (kleinere  oder  grössere)  ganze  Zahl; 
liegt  X  in  der  Mitte  zwischen  zwei  ganzen  Zahlen,  so  sei  (x)  =  0. 
Die  Reihe: 

m=QO 

convergirt,  denn  es  ist  .  +  „2  +  "ir  +  •  •  '  convergent  (§.  47),  und 
zwar  gleich  ^--     (Diese  Summenbestimmung  folgt  aus  den  Reihenent- 


*)  Gesammelte  Werke  S.  228. 
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Wickelungen  für  tang  x  und  cotang  x.)  {nix)  hat  als  obere  Grenze  den 
Werth  •  Jedes  Glied  der  Reihe  f{x)  ist  im  allgemeinen  stetig,  nur 
wenn  mx  =  ^~  (2?  eine  ungerade  ganze  Zahl)  oder  x  =  ^  ist,  wird 
in  der  Function  {nix)  die  Differenz  benachbarter  Werthe  beliebig  wenig 
von  1  verschieden.   Dies  tritt  für  x  =  ^  nicht  nur  bei  dem  Gliede  (mx) 

i  TU 

ein,  sondern  auch  bei  dem  Gliede  {3nix),  {bmx)  u.  s.  f.  Demnach  folgt: 
Ist  X  von  der  Form  ^-  {p  und  in  relativ  prim),  so  ist: 

/■(^  +  0)  =  fix)  -^,    fix -6)  =  fix)  +  -j^ . 

Denn  an  der  Stelle  x  =  ^  liefern  die  genannten  Glieder  keinen  Bei- 
trag,  sie  sind  Null,  während  falls  x  beliebig  wenig  wächst,  jedes  der- 
selben einen  Zuwachs  beliebig  nahe  gleich  —  ~y  und  während  x  ab- 
nimmt, den  Zuwachs  +  ^    erfährt.     Es  ist  aber 

2wt2[T+32  +  5»^         J"^2m2\i  "*'22  '    S^-f  ""  22VT+22+  32*  '  7/ 

2w2[T        24J  16  Wi** 

Für  jeden  rationalen  Werth  von  Xj  der  in  kleinsten  Zahlen  ausgedrückt 
ein  Bruch  mit  geradem  Nenner  2m  ist,  findet  also  ein  Sprung  statt. 
Die  Zahl  der  Sprünge  aber,  deren  Werth  eine  gegebene  Grenze  über- 
steigt ist  endlich;  denn  soll 

- — -„-  >  ö  sein,  so  muss  m  <     ,,_  • 
8m2   -^  ^  2^2 ff 

In  einem  endlichen  Intervalle  ist  aber  nur  eine  endliche  Anzahl  von 
Brüchen  vorhanden,  deren  Nenner  unterhalb  einer  gegebenen  end- 
lichen Grenze  liegen. 

Die  Reihe  couvergirt  gleichmässig;  (sie  ist  darum  noch  nicht  stetig, 
weil  die  einzelnen  Glieder  nicht  stetige  Functionen  sind) ;  das  Integral 
wird  durch  Integration  der  einzelnen  Glieder  erhalten. 

146.  Die  Fundamentaltheoreme  über  das  bestimmte  Integral  folgen 
unmittelbar  aus  der  Definitionsgleichung,  die  in  kürzester  Form  (auch 
von  den  0  unabhängig)  geschrieben  lautet: 

6 

jf{x)  dx  =  Lim  [{x^—a)  f{a)  +  {x.^  —  x^)  f{x^)  .  .  .  {h  —  Xrt-i)f{Xn-i)]. 

a 

Es  ist: 

b  b 

I.  je  f{x)  dx  =  c  I  f{x)  dx. 
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IL  Vertauscht  mau  a  mit  fe,    indem  man  die  Theiluug  des  Inter- 
valles  beibehält,  so  erkennt  man: 


dx 


ist  gleich 

auch  gleich 

Denn,   wie  bewiesen  wurde,  ist  es  gleichgiltig,  an  welchen  Stellen  in 
einem  Intervalle  die  Functionswerthe  ausgewählt  werden. 
Durch  die  zweite  Gleichung  wird  evident,  dass: 


ö  a 

j  fix)  (Ix  =  —  j  f{x)  dx ; 


d.  h.  durch  Vertauschung  der  oberen   und  unteren  Grenze  ändert  das 
Integral  nur  sein  Vorzeichen. 

c  ö  b 

III.  ff{x)  dx  +J  f\x)  dx  ==ff{x)  dx. 

a  G  a 

Diese  Gleichung  gilt,   auch  wenn  c  ausserhalb  des  Intervalles  a  bis  h 
liegt  (falls  nur  die  Function  integrabel  bleibt).     Denn  ist 

rt  <  6  <  c 
so  ist 

c  b  e 

j  fix)  dx  =j  fix)  dx  +ffix)  dx, 

a  a  b 

also 

b  c  0  c  b 

ff\x)  dx  -=-Jfix)  dx  -  /  f{x)  dx  =j  f{x)  dx  +J  f(x)  dx. 

a  a  b  a  c 

IV.  Die  Summe  integrabeler  Functionen  ist  selbst  integrabel  und 
zwar  ist: 

b  '        •  b  b  b 

J\f,i^)  ±f2{^)±-  •  •  ±fn(^)]  dx=ß\ix)  dx±J'f,ix)dx±-±j'fnix)  dx. 

a  a  a  a 

V.  Das  Product  zweier  (oder  mehrerer)  integrabeler  Functionen 
ist  selbst  integrabel*). 

Zu  bemerken  ist,  dass  es  sich  bisher  nur  um  Functionen  handelt, 
die  nicht  unendlich  werden.  Eine  Ausdehnung  des  Satzes  V.  ist  in 
§.  149  gegeben. 


♦)  Du  Bois-Reymond.    Journal  f   Math.  Bd.  79  S.  21. 
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Es  habe  im  Intervall  dp  die  grösste  Schwankung  der  Function  (p{x) 
den  Werth  Dp,  die  grösste  Schwankung  von  ^(^')  den  Werth  JDp.  Der 
Voraussetzung  nach  ist 

^  dp  Dp  =  0,         ^  dp  Dp  =  0  für  n  =  oo. 

Das  Product  g)(x)  .  7p(x)   ist   in    demselben    Intervalle   Schwankungen 

unterworfen,    welche,    wenn    die   Stellen    des    grössten  und   kleinsten 

Werthes  x  -{-  Qdp   und   x  +  Q'dp    heissen,    gemessen    ist    durch    die 

Differenz: 

(p{x  +  Qdp)  t{x  +  Qdp)  —  (p{x  +  e'dp)  jp(x  +  Q' dp)  «= 

=  (p(x  +  Qdp)  [ip(x  +  0^,,)  —  ip(x  +  Q'dp)]  + 
-\-i^(x  +  e'dp)  [(p{x  +  0(/^,)  ~g)(x+  e'dp)]. 
Diese  Form  lehrt,  dass  die  Schwankung  des  Productes  sicherlich  nicht 
grösser  ist  als 

Gp  Dp  -f  Op  Dp' , 
wenn  Gp  und  Gp    die  grössten  absoluten  Beträge  bezeichnen,    welche 
die    Functionen  q)  und  ip   im   Intervalle   dp   erhalten.     Sind  G  und  G' 
die   grössten  absoluten  Beträge,   welche   die  Functionen  überhaupt  im 
ganzen  Integrationsintervall  annehmen,  so  wird 
p^ 

2j  [(fix  +  odp)  t{x  +  edp)  —  (p{x  +  e'dp)  xpix  +  e'dp)]  dp  < 
p=i  _  _ 

<G'^dpDp  +  G''^dpD;, 
P=i  p=i 

also  der  Voraussetzung  zur  Folge  gleich  Null,  w.  z.  b.  w. 

VI.    Die  theilweise  (partielle)  Integration. 

Es  seien  die  Functionen  (p(x)j  f{x),  sowie  das  Product  derselben 
integrirbar,  ferner  sei  (p{x)  eine  allenthalben  stetige  Function  und  be- 
sitze die  integrirbare  Ableitung  (p'{x),  so  dass  also  (das  Nähere  siehe 
§■  147): 


J 


9'(2/)f^2/  =  9'W  — 9^'W; 


wobei   c   und  x  beliebige  Stellen   im  Integrationsintervalle   bedeuten; 
alsdann  ist 

b  h  X 

J M  fp{^)  d'^  =y  A^')  [  J  ¥{y)  <h  +  9{<^^\  d^  = 

u  a  C 

b  h  X 
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Setzt  man  nun  c  =  a,  so  folgt 

b  b  b  X 

I)     ,  Jm  9^ W  dx  =  (Pia) fax)  dx  +Jdx  [ax)j(p'{y)  dy\ . 


Setzt  man  c  =  h,  und    /  q)'(y)  dy  ==^  —  /  (p'{y)  dy,  so  folgt 

b  X 

b  b  b  b 

II)        jt\x)  <p  (x)  dx  =  <p{h)ff[x)  dx  -j'dx  [ax)f>p'{y)  dy] . 

a  a  a  X 

Im  §.  168  wird  bewiesen  werden,  dass  sich  die  Folge  der  Inte- 
grationen in  dem  letzten  Ausdrucke  der  rechten  Seite  vertauschen  lässt, 
jedenfalls,  wenn  /"(j)  und  (f>\y)  im  Integrationsgebiete  endlich  bleiben; 
und  zwar  wird 

b  X  b  b 

Jdx  [f\x)J(p'(y)  dyj  =  j dy  \(p' {y)  j  f(x)  dx^, 

a  a  a  y 

h  b  ^  y^ 

jdx  \t\x)Jq>'{y)  dy\  ^Jdy  [(p' {y)  J  f{x)  dx]. 

a  X  a  a 

Demnach  erhält  man  aus  I)  und  II)  die  Formeln: 

b  b  b  h  • 

Jf{x)  (p(x)  dx  =  q){a)jf{x)  dx  +J dy  [(p'{y)Jf{x)  dxj, 

a  a  a  y 

b  b  b  y 

jf{x)  (p{x)  dx  =  (p{h)Jf{x)  dx  ~J dy  \y'iy)Jf{x)  dxj. 

a  a  n  a 

Man  bezeichnet  dieselben  als  die  Formeln  der  theilweisen  Integration; 
sie  enthalten  die  im  §.  108  besprochene  Methode,  angewandt  auf  ein 
bestimmtes  Integral*). 

YII.  Der  erste  Mittelwerthsatz.     (Vergl.  §.  103.) 

Aus  der  Summendefinition  folgt  unmittelbar: 

b 

fax)  dx  =  [ff  +  Q{G  -  ^)]  (h-a)        (0  ^  0  <  1), 

a 

wenn  g  den  kleinsten,  G  den  grössten  Werth  bezeichnet,  den  f(x)  im 

*)  Diese  Formeln  gelten  auch,  falls  f(x)  und  (p'(x)  im  Integrationsgebiete 
unendlich  werden,  falls  nur  die  Integrale  derselben  sowie  des  Troductes  f{x)  q){x) 
endlich  und  folglich  auch  q){x)  eine  stetige  Function  bleibt.  Weiteren  Einschrän- 
kungen als  den  eben  genannten  unterliegt  der  Satz  nicht.  (Vergl.  Du  Bois-Rey- 
mond:  Abhandl.  der  k.  bayer.  Akad.  d.  Wissensch.  II.  Classe.  XII.  Bd.  I.  Abthl. 
S.  133.) 
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Intervall  erhält.    Ist  f{x)  stetig,  so  kann  es  keinen  zwischenliegenden 
Wcrth  überspringen;  daher  kann  die  Gleichung  geschrieben  werden: 

b 

'}\x)  dx  =  ih  —  a)t\a  +  0  (&  —  a)) . 


/ 


Oft  ist  folgende  Verallgemeinerung  des  Mittelwerthsatzes  brauchbar; 
Sind  f{x)  und  cpix)  integrirbar,  hat  ferner  die  Function  (p{x)  im  In- 
tegrationsintervall immer  dasselbe  Zeichen,  wir  wollen  annehmen  das 
positive,  so  ist,  wenn  g  die  untere,  G  die  obere  Grenze  von  f{x)  be- 
zeichnet ; 

6  6  b 

g  f  (p  (x)  dx  ^  I  f{x)  (p  (x)  dx  <  G  I  (p  (x)  dx 

a  ■  a  a 

oder 

b  b 

Cf{x)  (p{x)  dx=[g-{-Q{G  —  g)]  f(p{x)  dx        (0^0^  1). 

a  a 

Ist  die  Function  f{x)  stetig,  so  kann  man  behaupten: 
b  ö 

l'flx)  ^ (x)  dx  =  f(a  +  Q{h  —  d))  f(p {x)  dx        (0  ^  0  ^  1) . 

a  a 

•  VIII.  Aus  dem  Mittelwerthsatze  folgt  im  Zusammenhange  mit 
Satz  III.  (wie  in  §.  103):  das  bestimmte  Integral  ist  eine  ste- 
tige Function  seiner  oberen  Grenze. 

Denn  bezeichnen  x  und  x  ^h  irgend  welche  im  Intervall  a,h  ge- 
legene Werthe,  und  nennt  man  das  Integral  als  Function  seiner  oberen 
Grenze  kurzweg  F{x)j  so  ist: 

x-Vh  X  x+h 

F{x±h)---F(x)  =  l}{x)dx-  rf{x)dx=  l}{x)dx^±h'[g  +  Q(G-g)l 

a  a  X 

wo  G  und  g  den  grössten  und  kleinsten  Werth  im  Intervall  -|-  h  oder 
—  k  bezeichnen.  Da  die  Function  f  durchweg  endlich  ist,  so  lässt 
sich  an  jeder  Stelle  x  ein  Intervall  +  h  angeben,  in  welchem  diese 
Differenz  kleiner  wird  als  eine  beliebig  kleine  Zahl. 

IX.  Sind  fix)  und  (p  (x)  integi'irbar ,  ist  ferner  die  Function  f{x) 
im  Integrationsintervail  eine  positive  und  durchweg  abnehmende  Grösse, 
so  besteht,  wenn  M  und  ni  bezüglich  den  grössten  und  den  kleinsten 
Werth  bezeichnen,  welchen  das  Integral 


/' 


(p  ix)  dx 
erhält,  wenn  x  alle  Werthe  zwischen  a  und  h  annimmt,  die  Beziehung: 
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b 
f(a)  •  m  <:    ffix)  (p(x)dx<:  f{a)  •  M. 

Es  ist 

b 

ifix)  (p{x)  dx  ==  Lim  [(^iJf—  a)  f(a)  •  qp  (a)  +  (x^  —  a:,)  f(Xy)  -  (p{x^) ... 

+  [h  —X„^i)  f{Xn-l)  •  (f  (^„_l)]. 

Die  Theilpunkte  Xi  .  .  .  Xn-i  seien  nun  so  nahe  gewählt,  dass  die  Summe 
der  Schwankungen  in  den  Theilintervallen: 

2:  dp  Dp  <  a 
wird.     Alsdann  können  wir  auf  die  endliche  Summe: 

da  die  Glieder  /*(«),  f{x{)  .  .  .  f{Xn-\)  positive  abnehmende  Grössen  sind, 
den  von  Abel  bewiesenen  Hülfsatz  (§.  44  IV.)  anwenden,  welchem 
zufolge  diese  Summe  kleiner  ist  als  das  Product  f{a)Gy  dagegen 
grösser  als  das  Product  f(a)g,  unter  G  und  g  den  algebraisch  grössten 
und  kleinsten  Werth  in  der  Reihe: 

dl  (p  (o) ,     ^7,  (p  (a)  +  d.^  9) (^1 ) ,     (/,  (jp (a)  +  d.^  (p {x^)  +  d^  (p (x,)  +  .  .  . 
verstanden. 

Diese  Werthe  unterscheiden  sich  aber  zufolge  der  Voraussetzung, 
welche  über  die  Theilintervalle  gemacht  worden  ist,  von  den  bestimm- 
ten Integralen: 

a+d,  ö+c/,+(?2  %+^'(lp  * 

l(p{x)dx^       I (p{x)dx  .  .  .  ,      l(p{x)dx  .  .  .  ,      lq){x)dx 

a  a  a  a 

um  Grössen,  die  sicherlich  kleiner  sind  als  die  beliebig  kleine  Grösse  <y, 
weil  ja  die  Gesammtsumme  aller  Schwankungen  multiplicirt  mit  ihren 
Intervallen  <  0  ist.  Bezeichnet  man  also  mit  g  und  G'  die  kleinsten 
und  grössten  Werthe  in  dieser  Reihe,  so  besteht  die  Gleichung: 

f(fl)\9±P]<d\M  <P(«)+  ^2/(^1)  9>(^l)  •  •  •  dnf{Xn-l)q)[Xn-l)<  f(ä)  [G'±  ö]. 

Lässt  man  in  dieser  Gleichung  l^  beliebig  wachsen,  so  wird  (7  =  0, 
indessen  g  und  G'  über  die  kleinsten  und  grössten  Werthe  nicht  hin- 
ausgehen, welche  das  Integral 


j 


(p{x)  dXy 


während  x  alle  Werthe  zwischen  a  und  h  erhält,  überhaupt  annimmt. 
Mithin  ist 

b 

f{a)  .  m  <  l'f(:r)  cp  (x)  dx  <  f{a)  -  M. 

a 

Da  das   bestimmte    Integral    eine   stetige   Function  seiner   oberen 
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Grenze  ist,  so  nimmt  es  jeden  zwischen  seinem  Maximum  und  seinem 
Minimum  gelegenen  Werth  auch  wirklich  an,  es  überspringt  keinen; 
es  ist  daher  sicherlich  ein  zwischen  a  und  J)  gelegener  Werth  vor- 
handen,  so  dass 

b  a+Qib-a) 

Cf{x)  cp {x)  dx  =  f{a)  Ccp (.7)  dx.         (0 ^  0  ^  1) *). 

a  a 

X.  Aus  dieser  letzten  Gleichung  folgt  ein  allgemeinerer  Satz,  den 
man  als  den  zweiten  Mittelwerthsatz  zu  bezeichnen  pflegt,  indem 
man  die  Voraussetzung,  dass  f[x)  dasselbe  Zeichen  behält,  fallen  lässt. 
Sind  f{x)  und  q){x)  durchweg  endhche,  integrirbare  Functionen  und 
f{x)  eine  im  Intervall  von  a  bis  h  abnehmende  Grösse  (die  auch  nega- 
tiv werden  kann),  so  ist  f{x)  —  f{h)  eine  im  Intervalle  von  a  bis  h 
positive  Grösse,  also  auch  nach  Satz  IX: 

b         .  a4-0(ö— a) 

Jim  -  fm  q>(?:)dx  =  [f{a)  -  f{h)]j'<p{x)dx, 


oder 


a+Q[b-a) 


if{x)  cp  {x)  dx  =  f{a)  I  cp  {x)  dx  +  fifi)  i  g}(x)  dx. 

a  a  a+Q(b—a) 

Ist  f{pc)  eine  zunehmende  Function,  also  —  [f(pc)  —  /(^)]  positiv  und 


abnehmend,  so  folgt: 


a-\-&{b-a) 

X, 


a  a 

oder  ebenfalls^ 

b  a+&(b-a)  b 

j)\x)  tp(x)  dx  =  f(.a)j',p{,^  dx  +  mj<p{x)dx**) 

a  a  a-j-(^(b-u) 

Anmerkung.  Es  können  die  Werthe  von  f  an  den  Endpunkten 
a  und  h  auch  unbestimmt  sein.  Aus  der  Ilerleitung  folgt,  dass  dann 
bei  einer  abnehmenden  Function  f{a)  durch  den  grössten,  f(b)  durch 
den  kleinsten  Werth  zu  ersetzen  ist,  denen  sich  die  Function  in  der 
Umgebung  dieser  Stellen  annähert;  das  umgekehrte  gilt  bei  einer  zu- 
nehmenden Function. 

147.  Das  bestimmte  Integral  ist  eine  stetige  Function  seiner 
oberen  Grenze ;  es  fragt  sich ,  ob  es  einen  bestimmten  Werth  des  vor- 
und  rückwärts  genommenen  Diiferentialquotienten  hat.  Aus  der  Glei- 
chung (VII.)  • 


*)  0.  Bonnet:  Remarques  sur  quelques  integrales  defiuies.  Liouv.  .Tourn.XiV. 
**)  Du  Bois-Keymond:  Journal  f.  Mathem.  Bd.  69. 
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x±h  X  x±_h 

Fix  ±  h)-F{x)  =  i)\x)dx-  i'f{x)dx==  l'f{x)dx^±h\y-\-Q{G-y)\ 

a  a  X 

folgt: 

Lässt  mau  li  nach  Null  convergiren ,  so  erkennt  man*  an  jeder  Stelle, 
an  welcher  f{x)  vorwärts  genommen  stetig  ist ,  also  y  -{-  Q  (G  —  g) 
=  f{x  +  0/0  gesetzt  werden  darf,  besitzt  die  Function  F{x)  den  vor- 
wärts genommenen  Differentialquotienten  F'{x)  =  f{x  +  0);  an  jeder 
Stelle,  an  welcher  f{x)  rückwärts  genommen  stetig  ist,  besitzt  die 
Function  F(x)  den  rückwärts  genommenen  DiffereutiaJquotienten  f\x  —  0). 

Dasselbe  gilt  auch  an  jeder  Stelle,  an  welcher /'(a;)  von  den  Wer- 
then  fix  +  0)  und  f{x  —  0)  um  eine  beliebige  endliche  Grösse  unter- 
schieden ist;  und  solche  Stellen  können  eine  discrete  Punktmenge 
bilden ,  falls  in  beliebiger  Nachbarschaft  solch  einer  Stelle  die  Werthe 
f{x  +  0)  und  f{x  —  0)  durch  stetigen  üebergang  aus  f{x  +  h)  und 
f(x  —  //)  folgen.     Insbesondere  ist  unter  diesen  Voraussetzungen: 

b  b 

[Lj'f^'''^  '^^  ]  =  Lim  -  \Jf{x)  dx  =  m. 

a  x-=.b  h — h 

Betrachtet  man  das  Integral  als  Function  der  unteren  Grenze,  so  kann 
der  Differentialquotient  entweder  vermittelst  der  Umkehr 

b  a 

\f{x)  dx  =  —  f  f{x)  dx 

a  b 

bestimmt  werden;   es  wird: 

b 

a„J'fi^)dx=-f(a), 
oder  direct  aus  der  Formel: 


An  allen  Stellen,  in  deren  Umgebung /"(.x')  unendlich  viele  Maxima 
und  Minima  besitzt,  deren  Schwankungen  endlich  sind  (und  solche 
Stellen  können  wiederum  nur  eine  discrete  Punktmenge  bilden),  braucht 
die  Function  F^x)  keinen  Differential quotienten  zu  besitzen. 

Zusammengefasst  lässt  sich  also  behaupten:  Jedes  bestimmte  Inte- 
gral stellt  in  seinem  Integrationsintervcdle  eine  stetige  Funetion  seiner 
obcre^i  Grenze  darj  welche  im  allgemeinen  einen  bestimmten  Werth  des 
vortvürts  genommenen  Differentialquotienten  besitzt  und  einen  mit  diesem 
identische^i  Werth  des  rückwärts  genommenen.   Nur  in  discreten  Funkt- 
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mengen  können  vor-  und  rückwärts  genommener  Differentialquotient  von 
einander  verschieden  oder  überhaupt  ganz  unbestimmt  sein. 

Da  das  bestimmte  Integral  von  der  Beschaffenheit  der  Function  in 
discreten  Punkten  ganz  unabhängig  ist,  so  ergeben  alle  integrirbaren 
Functionen,  welche  innerhalb  eines  Intervalles  nur  in  solchen  Punkten 
von  einander  tlifferiren,  denselben   Werth   des   bestimmten  Integrales. 

Hieraus  ersieht  man  weiter,  wie  sich  der  Zusammenhang  zwischen 
dem  bestimmten  und  unbestimmten  Integrale  gestaltet.  Denn  ist  F{x) 
eine  stetige  Function,  deren  Ableitung  F' {x)  integrirbar  ist  (also  nur 
an  unendlich  vielen  discreten  Punkten  unstetig  oder  unbestimmt  wird, 
oder  unendlich  viele  Maxima  und  Minima  mit  endlichen  Schwankungen 
erhält),  so  ist 


CF'(x)dx  —  F{x) 


eine  stetige  Function  von  x,  deren  Differentialquotient  im  allgemeinen 
gleich  Null,  nur  in  discreten  Punkten  zunäclist  in  unbestimmter  Form 
erscheint.  Solch  eine  Function  ist  aber  eine  Constante.  Denn  in 
jedem  noch  so  kleinen  Intervalle  lassen  sich  nach  Ausscheidung  der  singu- 
lären  Punkte  endliche  Intervalle  angeben,  in  denen  nicht  nur  die  Function 
stetig,  sondern  auch  ihre  Ableitung  gleich  Null  ist.  Nach  dem  Satze  §.  100 
ist  also  die  Function  in  solch  einem  Intervalle  constant;  und  weil  die 
Grenzen  des  Intervalles  den  singulären  Stellen  beliebig  nahe  gebracht 
werden  können,  die  Function  aber  stetig  ist,  so  hat  sie  denselben 
Werth  auch  an  den  singulären  Stellen.  Sie  erleidet  also  keine  Aen- 
derung  ihres  Werthes ,  indem  man  von  einem  Intervalle  in  das  andere 
übergeht;  d.  h.  sie  bleibt  in  dem  ganzen  Integrationsintervalle  constant. 


X 

JF\x)  dx  —  F{x) 


Der   Werth  dieser  Constante  wird   bestimmt,   indem   man  x  =  n 
setzt;  alsdann  folgt: 

X 

-  F{a)  =  C    oder      ^F'  (x)  dx  =  F(x)  —  F(a) . 

a 

Kennt  man  also  die  Ableitung  F\x)  einer  stetigen  Function  Fix)  und 
ist  dieselbe  endlich  und  integrirbar,  so  hat  das  Integral  derselben  stets 
den  Werth 

F{x)-F{a), 

(selbst  wenn  man  in  unendlich  vielen  discreten  Punkten  den  Werth  von 
F'{x)  beliebig  abändert). 

148.    Wenn  die  Function  f{x)  bei  Annäherung  der  Variabelen  an 
einen  bestimmten    Werth  c  in  dem  Intervalle  a  bis  b  in    bestimmter 
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Weise  unendlich  gross  wird  oder  auch  zwischen  beliebigen  Grenzen 
oscillirt,  so  kann  die  Summe,  deren  Grenzwerth  das  bestimmte  Inte- 
gral ist,  bei  jeder  endlichen  Theilung  des  Intervalles  jedweden  Werth 

b 

erhalten,  sie  hat  also  keinen  Grenzwerth,  und   i /"(rr) f/^  würde  nach  der 

a 

bisherigen  Bestimmung  keine  Bedeutung  haben.  Wenn  aber  alsdann 
die  Summe: 


C — «1  b 

Cf{x)dx+   (*f{x)dx 


einen  festen  Werth  annimmt,  während  «j  und  «^  ganz  unabhängig  von 

b 

einander  nach  Null  convergiren,   so  versteht  man  unter  lf{x)dx 

a 

diesen  Grenzwerth.    (Vgl.  §.  106.  Beispiele  des  Unendlichwerdens 
der  zu  integrirenden  Function  in  §.  122  Anmerk.  und  §.  132.) 

Die    nothwendige   und   hinreichende  Bedingung  eines   bestimmten 
Werthes  für  jedes  der  beiden  Integrale  besteht  aber  darin,  dass 

c— Ci  c  +  ei 

lf{x)  dx     und      if{x)  dx 

C  — «1  C+Ui 

verschwinden ,  wenn  b  stets  kleiner  als  a  ist  und  a  nach  Null  convergirt. 

Bei  einer  Function,   welche  an  einer  Stelle  in   bestimmter  Weise 

unendlich  wird,  ist  diese  Bedingung  sicherlich  erfüllt,   wenn   sie   in 

der   Umgebung  dieser  Stelle  algebraisch   von   niederer   als 

der  ersten  Ordnung  unendlich  wird;   die  Ordnung  von  —  für 

X  =  0  als  Einheit  genommen.    Denn  \^i  f{x)  eine  bei  Annäherung 
an  c  wachsende  Function,  derart  aber,    dass  in  der  Umgebung  von  c 

abs  f{x)  < 


(c  -  xY 

ist,    unter  A  eine  beliebige  endliche  Grösse,   unter   v   einen   positiven 
echten  Bruch  verstanden,  so  wird: 


c—s 


Cf(x)  dx  <A  /-  -^^— -  =  -  ^--4_  [fi-f  _  «1-1] 
./'^  ^        ^    J  ic-  xY  ^~v^  -■' 

c—a  c—a 

und   dieser  Ausdruck   convergirt   (so  lange  1  —  i^  >  0)   mit   a  und   s 
nach  Null. 

Selbst  wenn  die  Ordnung  des  Unendlichwerdens  sich  von  der  Ein- 
heit um  keine  angebbare  Zahl  unterscheiden  lässt,  wenn  z.B.*) 


[ 


•)  Riemann  a.  a.  0.  S.  229.    Eine  allgemeine  Bemerkung  über  die   Trag- 
weite der   logaritlimiscben  Kriterien  siebe  du  Bois-Reymontl,  Journ.  f.  Matb. 

IM.  70.  S.  88. 

naruack,   J)iflVreiitial-  u.  Ihlegralreclimmg.  18 
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abs  f{x)  <  — -  .       ^     -  — - 

wird,  so  ist: 

ßU  ä.  <  ^j'-^^^^r^H..  =  i  [[log  (.)]--  [log  («)]-'] 

c-u  c—ie 

eine  Grüsse^  die  falls  v  positiv  ist^  mit  a  nach  Null  convergirt.  Dagegen 
ist  die  obige  Bedingung  sicherlich  nicht  erfüllt,  wenn  die  Function 
von  der  ersten  oder  von  höherer  Ordnung  unendlich  wird.     Denn   ist 

so  wird: 

c — s  c — e 

lf{x)  (Ix  >  Ajf'^^  =  A  [log  a  —  log  f], 

c~a  c—a 

und  diese  Logarithmen  werden  unendlich;  ihre  Differenz  völlig  unbe- 
stimmt*). 

Bei  einer  Function,  welche  an  einer  Stelle  unbestimmt  unendlich 
wird,  braucht  die  Ordnung  des  Unendlichwerdens  keinerlei  Beschränkung 
unterworfen  zu  sein;  so  wird  z.  B.  die  Function 

cos  [ß^J  -\ e^  sin  (e^j, 

welche  für  jeden  endlichen  Werth  von  x  mit  der  Ableitung: 


d  \x  cos  \e  ^)j 


dx 
identisch   ist,   für  x  =  0   völlig  unbestimmt,   indem   dieselbe    bei   An- 
näherung der  Variabelen   an   diesen  Werth   zwischen   beliebig  grossen 
(positiven  und  negativen)  Werthen  oscillirt.     Trotzdem  ist 

/  I  cos  \('^)  -\-  — e^  sin  \e^)    dx  =  x  cos  \c  ' )  +  (5 
auch  für  den  Wert  x  =  ()\  weil: 


*)  log  a  —  log  8  =  log        bekommt  beliel)ige  Werthe,  je  nachdem  man  das 


Verhältnißs  der.  verschwindenden  Grössen  cc :  f  bestimmt.   Lässt  man        =  1  wer- 

s 

den,  so  hat  man  einen  Werth,  für  welchen  der  Logarithmus  verschwindet.  Mau 
könnte    also    in    diesem    Sinne   von    einem    endlichen    Werthe    des    Integrales 

J'  dx 
sprechen,  der  sich  bei  einer  bestimmten  Art  der  Annäherung  an  die  Un- 
c  —  x 

endlichkeitsstelle  ergiebt.  Solche  besondere  Festsetzungen,  welche  von  Cauchy 
mehrfach  ungewandt  wurden,  werden  als  singulare  Integrale  bezeichnet,  in  die 
allgemeine  JJegriffsbestimmuug  aber  seit  lUemann  nicht  mehr  aufgenommen, 
weil  sie  besondere  Untersuchungen  bei  jeder  iiechnung  erfordern. 


Das  bestimmte  Integral  als  Grenzwerth  einer  Summe,  275 

« 

/dLcosG^)! ,     [     ( ~\        ( ^1 
— *=^— 5 ilx  =  L^  cos  \c^ )  —  a  cos  v^'"/J 

a 

mit  a  und  £  nach  Null  convergirt. 

Zusatz.  Wird  die  Function  in  unendlich  vielen  discreten  Punk- 
ten ihres  Integrationsintervalles  unendlich,  so  kann  man  das  Integra- 
tionsintervall in  eine  endliche  Anzahl  von  endlichen  Intervallen  zer- 
legen, in  denen  kein  Unendlichkeitspunkt  vorkommt,  während  die  ün- 
endlichkeitspunkte  in  Intervalle  eingeschlossen  sind,  deren  Summe  be- 
liebig klein  wird.  Das  Integral  bekommt  eine  Bedeutung,  falls  die 
Integrale,  gebildet  für  die  Intervalle,  welche  keine  Unendlichkeitspunkte* 
enthalten,  nach  festen  Werthen  convergiren,  wenn  man  die  Grenzen 
dieser  Intervalle  den  Unendlichkeitspunkten  beliebig  nahe  bringt. 

Bilden  die  Unendlichkeitspunkte  eine  lineare  Menge,  so  ist  solch 
eine  Definition  nicht  mehr  möglich ,  da  es  dann  endliche  Intervalle 
giebt,   in   denen   überall   unendlich   viele  solcher  Punkte  gelegen  sind. 

149.  Durch  das  Auftreten  von  Unendlichkeitspunkten  (ich  be- 
schränke die  Untersuchung  auf  die  Annahme  einer  endlichen  Anzahl 
solcher  Punkte)  werden  die  in  §.  14G  gegebenen  Sätze  zum  Theil 
modificirt. 

An  Stelle  des  Satzes  V.,  bei  dessen  Beweise  die  Endlichkeit  der 
zu  integrirenden   Function   wesentlich  war,   erhält  man  das  Theorem: 

Sind  95  {x)  und  1^'  {x)  zwei  von  a  bis  h  integrirbare  Functionen, 
von  denen  jede  in  gewissen  Punkten  c  unendlich  wird,  doch  so,  dass 
kein  Unendlichkeitspunkt  von  g?  mit  einem  Unendlichkeits})unkt  von  </• 
/usammenfällt,  so  ist  auch  das  Product  ^){x)  •  iIj(x)  in  diesem  Inter- 
valle Jedenfalls  dann  integrirbar,  wenn  die  aus  den  absoluten  Werthen 
von  (p  und  z^»  gebildeten  Functionen  (Pi{x)  und  t\{x)  integrirbar  bleiben. 

Zum  Beweise  dieses  Satzes  brauchen  wir  bloss  ein  Intervall  von 
a  bis  c  zu  betrachten,  in  dem  keine  der  Functionen  unendlich  wird, 
während  die  Grenze  c  Unendlichkeitspunkt  für  die  eine  Function,  z.  B. 
für  cp(x)j  ist.     Alsdann  erkennt  man:  Der  Betrag  von 

^-'^ 

(p  {x)  t  (x)  dx 


ß 


ist  kleiner  als 


M  I  q)^  (x)  dXf 

a 

;     unter  M  den  grüssten  Betrag  verstanden ,  welchen  die   Function  ^  (x) 
annimmt.     Der  V'oi 
für  ö  =  0  endlich. 


annimmt.     Der  Voraussetzung  nacii  blfibt  aber  der  zweite  Factor  auch 


18^ 


276  Drittes  Buch.     Sechstes  Capitel:  §.  149.  150. 

Folgerung:  Werden  die  inte grir baren  Functionen  jedesmal  in 
bestimmter  Weise  unendlich,  so  ist  ihr  Product  integrirbar;  denn 
alsdann  sind  die  Voraussetzungen  des  Satzes  sämmtlich  erfüllt. 

Fallen  aber  die  Unendlichkeitspunkte  zusammen,  so  lässt  sich  kein 
Schluss  auf*  die  Integrirbarkeit  ohne  weiteres  ziehen.  So  folgt  z.  B. 
aus  der  Integrirbarkeit  einer  Function,  welche  unendlich  wird,  noch 
nicht  die  des  Quadrates  dieser  Function: 

1  1 

/*    dx  n         ,         r      dx  .  j  ,,.1 

._  =  —  ,  aber    /  .,,       —-^  wird  unendlich. 
Vl-x'^         2'  J{Vi-x''Y 

0  0 

Der  erste  Mittelwerthsatz  in  seiner  Erweiterung  für  das  Product 
zweier  Functionen  (VII.)  gilt  auch  falls  (pix)  in  bestimmter  Weise  un- 
endlich wird,  f{x)  jedoch  endlich  bleibt.  Auch  hier  ist  das  bestimmte 
Integral  eine  stetige  Function  seiner  oberen  Grenze  (VIII.).  Denn  be- 
deutet c  einen  Unendlichkeitspunkt,  so  ist 

c  c-ö 

i'f{x)dx  =  Lim  r  Cf{x)dx'\^L\m  \F{c  -  d)l. 

Da  nun  F  eine  stetige  Function  von  d  ist,  so  wird,  falls  ein   Grenz- 
werth  F(c)  überhaupt  existirt,  auch 

abs  \F{c)  —  F(c  —  d)] 
kleiner  als  eine  beliebig  vorgegebene  Zahl  s  durch  Wahl  von  8. 

Der  zweite  Mittelwerthsatz  (X.)  behält  seine  Geltung,  auch  wenn 
die  Function  (p{x)  unendlich  wird;  sobald  nur  q){x)  und  f{x)(p{x) 
integrirbar  sind.  Der  DifFerentialquotient  des  Integrales,  gebildet  nach 
der  oberen  Grenze  (§.  147),  wird  in  bestimmter  Weise  unendlich  arf 
jeder  Stelle,  an  welcher  die  zu  integrirende  Function  stetig  wachsend 
bestimmt  unendlich  geworden  ist;  ist  dieses  nicht  der  Fall,  so  braucht 
der  DifFerentialquotient  der  Function  nicht  mit  dem  Werthe  der  v.u  inte- 
grirenden  Function  übereinzustimmen;  er  kann  auch  unbestimmt 
werden.     Ea  ist  z.  B.  gemäss  der  Gleichung: 


[x^cosW)) 


dx 


2x  cosG"^)  +  sin  {c/) 


J  [2x  cos{c~^)  +  sm(e'')e''\dx=x'^cos{c'')-a'cos{e')==F(x)-~F(a). 

a 

Der  Differentialquotient  der  Function  F{x)a  der  Stelle  x  =  0  hat  den 
Werth: 

Lim  m^±J^^-.mi  ^  Lin,  h  cos  (J)]  ~  0, 
während  die  zu  iufegrirenih!  Function  hier  unbestimmt  unendlich  wird. 
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150.  'Wie  schon  im  §.  106  gezeigt  wurde,  kann  das  bestimmte  Inte- 
gral auch  einen  endlichen  Werth  behalten,  wenn  die  Grenzen  desselben 

CO 

unendlich  werden,  indem  man  unter  1  f(x)  dx  den  Grenzwerth  versteht, 

a 

b 

welchen  das  Integral  lf{x)  dx  annimmt,  falls  h=<x>  wird.   Desgleichen 

a 

6  h 

ff(x)  dx  ==  Lim   j  f{x)  dx,        (a  ==  —  oo).*) 


ist :  6  A 


Durch  die  Substitution  x  =  —  z  kann  man  die  Untersuchung  der 
negativ  unendlichen  Grenze  immer  auf  die  positiv  unendliche  bringen. 
Beispiele  für  das  Vorhandensein  solcher  Grenzwerthe  sind  bereits  früher 
gegeben.     (Siehe  besonders  §.  107  und  §.   137.) 

Die  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung  eines  bestimmten 
Werthes  besteht  aber  darin,  dass 


j 


fix)  dx  <  a 


wird,  wenn  u  hinreichend  gross  und  w  grösser  als  u  angenommen  wird. 
Bei  einer  Function,  welche  bei  beliebig  wachsenden  Werthen  von 
:/'  nicht  unendlich  viele  Oscillationen  macht,  ist  diese  Bedingung  sicher- 
lich erfüllt,  wenn  sie  für  x  =  oo  algebraisch  von   höherer   als 

der  ersten  Ordnunj^  verschwindet,   die  Ordnung;   von  —  für 

^  =  cx)    als   Einheit    angenommen.      Denn    bilden    die    absoluten 
Werthe  von  f{x)  eine  abnehmende  Reihe  dergestalt,  dass 

abs  f(x)  <  — 

X 

ist,  unter  A  eine  beliebige  endliche  Grösse,  unter  v  eine  Zahl  grösser 
als  1  verstanden,  so  wird: 

w  w 

Jf{x)  dx  <  Aj'^  =  ^-l~  [«;'-  -  «-'], 

U  li 

und  dieser  Ausdruck  convergirt  (so  lange  1  —  r  <  0)  bei  wachsenden 
Werthen  von  ti  und  w  nach  Kuli. 

Wenn  dagegen  die  Function  von  niederer  als  der  ersten  Ordnung 

♦)  Wie  auch  bei  unendlichen  Grenzen  das  bestitnmte  Integral  direct  als  Grenz- 

werth   einer  Summe   ^  dpfp  betrachtet  werden  kann,   hat  Dini,  Fondamenti 

p.  338  ft.  gezeigt. 
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verschwindet  (oder  gar  endlich  bleibt),  so  ist  die  aufgestellte  Bedingung 
nicht  erfüllt.     Denn  falls 

so  wird 

w  w 

U  H 

und  hier  sind  die  Exponenten  der  beliebig  wachsenden  Werthe  ti  und 
iv  positiv. 

Ueberhaupt  erkennt  man,   dass  die   Untersuchung  der   im  §.  148 
geführten  vollkommen  analog  ist,    weil  durch  die   Substitution  x  =    - 


lf(x)  dx  übergeht  in 


es  muss   demnach   das   Verhalten   des   neuen   Integrales   an   der   Stelle 
z  :==  0  geprüft  werden. 

Nach  diesem  Kriterium  kann  man  z.  B.   ohne  jede  Substitution  er- 
kennen, dass  das  Integral  (§.  137): 

X 


-f 


einen  endlichen  Werth  haben  muss;  denn  die  Function 
—    wird  kleiner  als  —  , 

X  so"  ' 

sogar  für  jedes  v  >  1,  weil 

Lim  [:r'-i  ■  c-^]  =  0. 

Besitzt  aber  die  Function  für  unendlich  werdende  Werthe  von  x 
unendlich  viele  Oscillationen,  so  braucht  die  Ordnung  des  Verschwindens 
keinerlei  Beschränkung  unterworfen  zu  sein.     So  hat  z.  B. 


V)  dx 


I  sin  (c 

0 

einen  bestimmten  endlichen  Werth,  wiewohl  die  zu  integrirende  Function 
für  :)!;  =  cx)  zwischen  den  Grenzen  —  1  und  -|~  1  völlig  unbestimmt 
wird^").     Denn  es  ist: 


V)  W  W  w 

sin  (:x-)  ,l.r  =  ^J  d  [cos  (x-)\  •  ,^=  -  [    .^-J  -  ,  J      , ,, 

18  lO"-)   j^  COS  (W*)  1      / 


ii.> 


(cos  lo"-)    I    cos  (w*)  1    /  cos  {x^)    ■, 


•)  Diiichlct,  Journal  f.  Math.  Jid.  17. 
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Die  Differenz  der  beiden  ersten  Glieder  ist,  absolut  genommen,  nicht 
irrÖHser  als  —  Da  ferner  die  Function  —5  ihr  Zeichen  nicht  wechselt, 
so  wird  nach  dem  ersten  Mittelwerthsatze  der  Betrag: 

1    /"cos  {x^)  ^^__Mrdx_Mri__ll_i^ 
TJ  ~a;'^       ^^  ""   2j  x^  ~~   2   [u         iv j  ^   2u  ' 

u  u 

da  M  einen  Mittelwerth  von  cos  (x')^  also  einen  echten  Bruch  be- 
deutet.    Sonach  ist 

V) 

abs    1  sin  {x^)  dx  <  ^^ 

u 

und  wird  mit  wachsenden  Werthen  von  u  zu  Null. 
Es  ist 

,05  OD  

Jsin  {x'')  dx  =  yJ%'  '^^  ==  l/i  ^-     (S^^^^  §•   ^^^0 


0 


Ein  anderes  Beispiel  ist: 


j 


X  ' 


dessen  Endlichkeit  in  ähnlicher  Weise  erwiesen  werden  kann.  Lehr- 
reicher noch  ist  es,  folgenden  Process  zu  betrachten:  Ist  w  --^hTt  -\-  a 
eine  beliebig  grosse  Zahl  (k  ganzzahlig,  «  <  it),  so  ist 

M>  7t  'In  kn  l;Tf-\-u 

/^'^-/  +  /+ ■••/  +  /"-'- 

0  0  TT  (*-l)?«      *^ 

Die  Glieder  dieser  unendlichen  Reihe  (für  /i;=oo)  bekommen  wechselnde 
Zeichen  und  ihre  Beträge  nehmen  ab;  denn  vergleicht  man: 

J%m  X    ^                ^         /  sin  a;    7 
dx     und       I dx  j 

{k'-\)7f  kn 

so  wird,  indem  man  die  Gi'enzen  des  zweiten  Integrales  vermittelst 
der  Substitution  y  =  x  —  it  denen  des  ersten  gleich  macht: 

(i-fl)7t  kn  kn 

f'^-^  dx  =   ß^'-^^jp^^  dy  =  -  f^-  dy  . 

kn  (k-\)n  (k-\)7t 

Für  wachsende  Werthe  von  /.•  convergiren  die  Beträge  dieser  Integrale 
nach  Null;  mithin  hat  die  unendliche  Reihe  für  x"  =  cx)  einen  endlichen 
Wertli.     Beachtenswerth  ist  noch,  dass: 

i  Sm  X     ^  i  8in  a*     7  .  ,^     rv\ 

/  ~~x~     '^  ^   I  — ~~"    ^^  (x  =  K0,  a  >  0) 
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so  dass  der  Werth   des  Integrales  von  «  unabhängig  ist ;   er  ist  —  n 

(§.  155). 

Die  Convergenz  dieser  Integrale  ist  nur  eine  bedingte,  d.  L.  sie 
kommt  nur  durch  den  Zeichenwechsel  der  zu  integrirenden  Functionen 
zu  Stande;  die  Integrale,  gebildet  aus  den  absoluten  Beträgen,  sind 
divergent.  Dass  indessen  auch  bei  Oscillationen  zwischen  Null  und 
positiven  Grenzen  Integrale  convergent  sein  können,  ist  von  Du  ßois- 
Reymond  an  einer  allgemeinen  Classe  von  Beispielen  (Math.  Aunal. 
Bd.  13)  nachgewiesen  worden. 

151.  Differentiation  des  bestimmten  Integrales  nach 
einem  Parameter*). 

Für  die  Rechnung  mit  bestimmten  Integralen  ist  ein  Satz  wichtig, 
welcher  angiebt,  wie  das  bestimmte  Integral  in  gewissen  Fällen  nach 
einer  Grösse  differentiirt  werden  kann,  welche  in  der  zu  integrirenden 
Function  enthalten  ist. 

Zunächst  bemerke  ich:  Es  sei  die  Function  f{Xj  a)  innerhalb  des 
Gebietes ,  welches  durch  die  Wertlie  x  =  a  bis  x  =  h  und  a  =  ß  bis 
a '=  y  bestimmt  wird,  eine  stetige  Function  der  beiden  Variabeleu  x 
und  a  (§.  52j,  so  ist  auch  das  bestimmte  Integral 

b 

f{x^  tt)  dx 


ß 


eine  stetige  Function  von  cc.  Denn  lässt  sich,  welchen  Werth 
auch  X  haben  mag,  ein  Werth  h  angeben,  so  dass  im  Intervall  a 
bis  a  -\-  h 

abs  lf(Xj  a  -\^li)  —  f{Xy  «)]  <  d, 
so  ist  auch 

b  b  b 

jf{Xf  a  ■J2h)dx  —  I  f(,00f  cc)dx  =  I  [f{x,  a  +  ^0  —  fi^}  ^)]  ^^ 

a  a  a 

seinem  absoluten  Werthe  nach  kleiner  alsd(^  — a);  es  kann  also  durch 
Wahl  von  h  beliebig  verkleinert  werden.  Diese  Bedingung  ist  eine 
hinreichende;  der  Satz  kann  aber  nicht  umgekehrt  werden. 

Der   DifFerentialquotient  des   bestimmten  Integrales  für  einen  be- 
stimmten Werth  von  a  ist  als  Grenzwerth 
b                             b 
ff[x,  a-\-h)dx  -ff{x,  a)dx  A  ,    , ,        „, 

Lim  « -^-^ =  Umjn^^-^^)^--f^^>-)  dx 

a 

ZU  berechnen;  d.  h.  es  ist  zuerst  bei  einem  endlichen  Werthe  von  h 
das  bestimmte  Integral  auszuwerthen  und  dann  die  Grenze  für  h  =  0 


*)  Thomae:  Einleitung  in  die  'J'heorie  der  bestimmten  Integrale.    S.  20 ff. 
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zu  ermitteln.  Es  fragt  sich,  ob  diese  Processe  auch  in  umgekehrter 
Folge  vollzogen  werden  dürfen;  ist  dieses  der  Fall,  so  hat  mau  den 
Differentialquotienten  des  bestimmten  Integrales  durch  ein  neues  Integral, 
nämlich 

b 


ß 


da 


dx 


dargestellt,  was  ein  wichtiger  Satz  für  die  Berechnung  von  bestimmten 
Integralen  wäre. 

Setzt  man,  um  die  Bedingung  dieses  Satzes  zu  erkennen 

SO  ist  q)  eine  mit  x  und  h  veränderliche  Grösse,  die  für  ä  =  0  Null  wird. 

Wir  wollen   nun   annehmen,   dass   der  Differentialquotient  ^-  ebenso 

wie  f  im  Intervalle  x  =  a  bis  x  =  h  eine  stetige  Function  von  x  ist, 
dann  ist  auch  bei  jedem  Werthe  von  h,  cp  eine  stetige  Function  von  x^ 
so  dass  beide  Functionen  auch  integrabel  sind*).     Also  wird: 

a  o  a 

Lässt  man  in  dieser  Gleichung  den  Werth  h  nach  Null  convergiren,  so 
geht  sie  nur  dann  in  die  gewünschte  Gleichung 

h  b 

Lim  Cf^^>  ci-\-h)-  fix,  a)  ^^^  ^  f^f^L^  ^i^ 

a  a 

über,  falls  5 

Lim   j  cp  (x^  a,  h)  dx 

h  —  oj 
a 

stetig  zur  Grenze  Null  convergirt.  Die  not h wendige  und  hin- 
reichende Bedingun  g  besteht  also  darin,  dass  sich  zu  jedem 
noch  so  kleinen  Werthe  d  ein  h  ermitteln  lässt,  so  dass 


0 

abs     \  (p(pCy  a,  h)  dx\  <  d. 


Diese  Bedingung  lehrt,  dass  der  Satz  von  der  Vertauschung  der 
Integration  und  Differentiation  keineswegs  immer  statt  hat.  Er  wird 
z.  B.   bei   allen  denjenigen   Functionen  /'  nicht  gelten,    bei   welchen. 


*)  Ist  -t;  -  keine  integrabele  Function,    so    ist   die   Möglichkeit   dos   Satzes 
überhaupt  ausgeschlossen. 
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während  (p  stets   dasselbe    Zeichen   hat,   die   Stellen  x,   an    denen   der 
Ungleichung 

als  [9,  (x,  «,  h)]  =  abs  pii-f+.J'l=iI^-^'')  -  ?£fe-^n  <  ö 

nicht  durch   einen   angebbaren  Werth  h   genügt  werden   kann ,    einer 
linearen  Punktmenge  angehören  '^'). 

Es  lässt  aber  der  Gang  unserer  Untersuchung  eine  Bedingung  er- 
kennen,   welche    hinreichend    ist.      Ist    nämlich   -^-|^-^^    bei   jedem 

Werthe   von  x  auch   eine   stetige   Function  von  a,   so   lässt  sich  mit 
Hülfe  des  Mittelwerthsatzes die  obige  Ungleichung  in  der  Form  schreiben: 


abs  \df'{x,a-\-eh)  __  dfix,a)l   ^  ß^ 
L  ^a  da      J 


Soll  diese  Bedingung  für  alle  Werthe  von  x  innerhalb  des  Integrations- 
intervalles    im    allgemeinen    (mit  Ausnahme    allenfalls   einer   discreten 

Punktmenge)  erfüllt  sein,   so  muss  ^^  im   allgemeinen   eine  gleich- 

mässig  stetige  Function  von  cc  sein,  und  folglich  auch  im  allgemeinen 


*)  Es  &ei  j  f{x,cc)  dx  =  xsmli^Yctg  —  ),   also    eine   stetige  Function   beider 


0 
Variabeleu ,  so  ist 


nx,  «)  =  sin  (a  arctg  ^^  -  -^^-^  cos  ^4  arctg  ^^  • 

An  der  Stelle  ic  =  0,  a  =  0  soll  /'(O,  0)  =  0  sein;  diese  Festsetzung  hat  keinen 
Einfluss  auf  das  Integral.  Im  übrigen  gilt  die  Gleichung  bei  jedem  Werthe  von 
x;  für  or  =  0  ist  f{x,  0)  =  0;  für  x  =  0  ist  /"(O,  a)  =  0.  Difterentiirt  man  das 
Integral  nach  a,  so  erhält  man 


X 

r—   I  f(Xy  cc)  dx  = 5-  cos  (  4  arctg  —  | 

>aj  a^  \  ^x) 


d 
und  für  «  ==  0  ist  dieser  Werth  gleich  4.     Ivs  wird  aber 


u  '  ~r    ^.2' 


jH'^]— . 


weil 

sin 


==0. 


r    ...        .1  ..«  ("t  arctg ^«\ 

V      da     \        ^„=oL  Aa  a;^  +  A«^ '°H  "   ^  7 

Der  Satz  von  der  Vertauschung  besteht  also  nicht,  wiewohl  f{x^  a)  und  ebenso 

d  f  (x   a) 

— ^- ' — -  bei  jedem  Werthe  von  x  stetige  Functionen  von  cc  sind. 
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eine  stetige  Function  beider  Variabelen.  Mithin  besteht  der 
8atz:  Lässt  sich  bei  einem  hestimmtcn  Werthc  von  a  ein  Intervall  an- 
geben,  so  (lass  — ^— -    im  Gebiete  von  a  bis  a  -\-  h  und  von  x  =>  a  bis 

X  =b  eine  im  allgemeinen  stetige  Function  der  beiden  Variabelen  ist, 
so  wird  .  . 


ijnr„.)ä.^ß>-f;''\ix. 


(Auch  ist  es  für  die  Gültigkeit  des  Satzes  hinreichend,  dass  das  be- 
stimmte Integral  eine  solche  Function  seiner  oberen  Grenze  x  und  des 
Parameters  a  ist,  für  welche  die  ersten  Ableitungen  nach  x  und  a 
stetig  sind,  und  der  Satz  von  der  Vertauschbarkeit  der  Folge  der 
Differentiationen  nach  x  und  «  (§.  54)  besteht.     Denn  bezeichnet  man 


f\Xf  a)  dx  =  Fix,  a] 


so  ist 


dx'''^'     ''  dadx"       d«       '         Sxda        dxdoj '^'     >        ' 

U 

und  aus  der  Gleichung: 

X 

dct  dxdcij  '  ^   '     '' 

a 

folgt  durch  Integration: 

a  a 

Hängen  die  Grenzen  des  Integrales  gleichfalls  von  dem  Parameter  « 
ab,  so  erhält  man  die  Ableitung  nach  a,  vorausgesetzt,  dass  die  Dif- 
ferentiation unter  dem  Integral  zulässig  ist,  durch  die  Formel: 


'-Jn.,  «)  dx  =  f(b,  u)  f^  -  fia,  a)  ^  +ß^^  dx 


152.  Die  vorstehenden  Sätze  bedürfen  noch  einer  Ergänzung, 
wenn  die  Grenzen  des  Integrales  oder  die  zu  integrirenden  Functionen 
unendlich  werden.  Ich  betrachte,  ohne  alle  Möglichkeiten  zu  er- 
schöpfen, folgende  Fälle. 

a)  Ist  f{x^  a)  eine  stetige  Function  beider  Variabelen  in  dem  CJe- 
biete  für  x  =  a  bis  a;  =  oo  und  für  a  =  ß  bis  a  =  y,  so  ist 

CO 

t\x,  c()  dx 
u 
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(loch  nur  unter  einer  gewissen  Voraussetzung  eine  stetige  Function 
von  a.     Es  ist 

00  to 

/  [/X^?  «  dz  ^0  ~  t\^)  ^y]  dx  =  j  [f{x,  «  +  /i)  —  f{x,  «)]  dx  + 

a  a 

+  /  [fi^f  «  ±  ^)  —  /'(^;  ^)]  d^' 

w 

Damit  dieser  Ausdruck  durch  Wahl  von  h  kleiner  als  d  werde,  muss 
die  Function  so  beschaffen  sein,  dass  für  alle  Werthe  im  Intervalle 
a  —  h  bis  «  +  ^^  ßi^  ^^^  dasselbe  w  ausreicht,  damit 


Vi 


wird. 

QO 

Es  ist  z.  B.    /  ^^^—t^a;==+  — :i:  für  jeden  endlichen  Werth  von«, 

0 

aber  für  «  ==  0  ist  der  Werth  des  Integrales  Null.  Es  ist  also  das 
bestimmte  Integral  keine  stetige  Function  von  «,  wiewohl  die  zu  inte- 
grirende  Function  stetig  für  beide  Variabele  ist. 

Die  Voraussetzung  ist  aber  erfüllt,  wenn  die  Function  f,  welchen 
Werth  auch  «  haben  mag,  für  ic  =  cx)  in  bestimmter  Weise  und  zwar 
von  höherer  als  der  ersten  Ordnung  verschwindet.  Denn  alsdann  kann 
man  erst  tv  so  gross  annehmen,  dass 


/ 


[fix,  a  ±  70  —  f{:Xy  a)\  dx  <  - 
und  dann  den  Werth  von  h  so  bestimmen,  dass 


ß 


\f{x,  a  4-  h)  —  f(Xy  a)\  dx  <  ~ 


wird. 

In    diesem     Falle    ist    die    Differentiation     unter    dem     Integral- 
zeichen sicherlich  möglich,   wenn  auch       \f  — "     eine   stetige  Function 

beider  Variabelen  ist,  die  für  x  =  (X)  m  höherer  als  der  ersten  Ord- 
nung Null  wird.     Denn  setzt  man: 

f{x,u-['h)-f{x,a)  __  df{x,a  +  Qh) 
h  ~       da  ^ 

so  ist 
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CO  iO 

rrf{x,a-{-h)-f(X,a)  _  dnx,cc)'\  ^^^  _     /'pArc^+e^)  _  dfix.a)']  ^^ 

0  0 

QO 

^    ndf{x,a±Qh)  _  df(x,a)l  ^^^ 
,/    L         du  dcc    J        ' 

tu 

Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  convergirt,  wie  eben  gezeigt  wurde, 
mit  h  nach  Null  und  also  ist 

00  QO 


ü 


b)  Wird  eine  der  Functionen /"(rr,  a)  und  -~,  oder  auch  beide  zu- 
gleich, innerhalb  des  Intervalles  an  der  Stelle  x  =  c  unendlich,  doch 
so,  dass  für  beide  die  Integration  gestattet  ist,  während  a  innerhalb 
eines  Intervalles  a  —  h  und  a  -{-  h  variirt,  so  ist  es  wiederum  eine 
hinreichende  Bedingung  für  die  Gültigkeit  des  Satzes  von  der  Differen- 

tiation  unter  dem  Integral,   wenn  ^      in    bestimmter  Weise   von  nie 

derer  als  der  ersten  Ordnung  unendlich  wird,   im  übrigen  aber  stetig 
bleibt.     Denn  es  ist 

c  c— J  c 

—Ja«;,  «)  dx  =  hm^ß^^^^-f'-^^^^^-  ,lx  +Jf^''^  +  ^pM'^  dx. 

a  a  .  c — J 

Das  erste  Integral  der  rechten  Seite  geht  nun,   wie   klein  auch  immer 
ö  ist,  in  den  Werth  des  Integrales 

c-d 


ß 


da. 


Über,  der  zweite  Theil  erhält  die  Form 

c-d 

und  kann  der  Voraussetzung  nach,  wie  klein  auch  immer  h  gewählt 
wird,  lediglich  durch  Wahl  von  ö  kleiner  gemacht  werden  als  eine 
beliebig  kleine  Zahl.     Es  unterscheidet  sich  also 

c  c—d 

^ß(x,a)dx      vou    ßff^-^dx 

a  a 

beliebig  wenig,  indem  d  nach  Null  convergirt;  d.  h.  es  besteht  die  zu 
beweisende  Gleichung: 
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lj'a.,.)<u:^ßf-ffä.. 


153.  Integration  eines  bestimmten  Integrals  nach  einem 
Parameter. 

Ist  das  bestimmte  Integral  eine  stetige  Function  des  Parameters 
a  innerhalb  gewisser  Grenzen  ß  und  y,  so  ist  es  auch  zwischen  diesen 
Grenzen  sicherlich  integrabel  in  Bezug  auf  a. 

Bezeichnet  man 

b 


f 


f(x,a)dx  =  F{u) 

a 

so  ist: 

I  F{a)da  =  1  da  1  f(x,a)dx. 

Einem  solchen  Ausdrucke  hat  man  den  Namen  eines  bestimmten 
Doppelintegrales  beigelegt;  er  ist  so  zu  verstehen,  dass  erst  die 
Integration  nach  x  dann  die  nach  a  ausgeführt  werden  soll.  Die  all- 
gemeine Theorie  der  Doppelintegrale  wird  im  Capitel  8  behandelt  werden; 
hier  soll  nur  eine  Frage  gelöst  werden.  Angenommen  die  Grenzen  a 
und  hf  ß  und  y  seien  von  einander  ganz  unabhängig  bestimmte  Con- 
stante  und  f{x,a)  sei  eine  stetige  Function  beider  Variabelen,  ist 
dann  die  Reihenfolge  der  Integrationen  von  Einfluss  auf 
das  Resultat;  oder  ist: 

y  6  J  i" 

I  da  I  f{x,a)  dx  =  1  dx  j  f{x,a)da? 

Für  h  =  a  werden  beide  Ausdrücke  Null.  Sie  sind  also  gleiche  Func- 
tionen von  ?>,  wenn  ihre  Ableitungen  nach  h  übereinstimmen.  Differen- 
tiirt  man  beide  Seiten  dieser  Gleichung  nach  der  oberen  Grenze  />, 
so  muss 

Y  b  Y  Y 

sein.  Das  heisst  aber,  das  Integral  in  Bezug  auf  a  auf  der  linken  Seite 
muss  die  Differentiation  unter  dem  Integralzeichen  gestatten.    Dieselbe 

6 

ist  aber  gestattet,   weil  die  Ableitung  von  ff{x,a)dx  nach  h  gleicli 

a 

l'{h,a)  der  Annahme  nach  eine  stetige  Function  der  Ixnden  Varial)oleii 
a  und  h  ist.  Die  Umkehr  ist  also  fili*  eine  stetige  l-'nuctiou  /.vvoier 
Variabelen  statthaft. 
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Sind  die  Grenzen  h  und  y  unendlich,  so  ist 

CO  OC  w  H 

/dal  f{x,  a)  dx  =  Lim     i  da      Lim     /  f  (x,  a)  dx 
e/  «.  r=  00  »y  L    « —  00  t/  J 

[f  a  (i  a 

(»00  11  w 

Jdx  j  f{x,  a)da  =  Lim     j  dx\    Lim     /  f(x,  a)da   . 

a  (1  a  [i 

Ist  nun  fix,a)  bei  beliebig  wachsenden  Werthen  von  x  und  «  eine 
stetige  FuQction  beider  Variabelen,  so  besteht  die  Gleichung 

W  U  II  w 

j  da  j  f\Xf  a)  dx  =  1  dx  1  f{x, a)da. 

Lässt  man  zuerst  ti  beliebig  wachsen,  während  der  Werth  von  w  be- 
liebig gross   festgehalten   wird,   und   sind  die   Functionen   f{x,a)  und 

w 

I  f(x,a)da  in  Bezug  auf  x  auch  für  unendliche  Grenzen    integrirbar, 
so  folgt  die  Relation 

tu  OD  (X>  IC 

I  da  I  f{x, a)  dx  =  1  dx  1  f\x, a)da. 

(i  a  a  (i 

Wächst  nun  auch  xv  beliebig  und  geht  dabei  die  linke  Seite  in  einen 
bestimmten  Werth  über,  so  wird  auch  auf  der  rechten  Seite  die  Gross«» 
;/'  durch  den  Werth  cx)  ersetzt  werden  dürfen,  falls  noch  die  Bedingung 
erfüllt  ist,  dass  sich  eine  obere  Grenze  w  ausfindig  machen  lässt,  so  dass 

00  00 

/  dx  I  f(x,a)da 

a  w 

kleiner  bleibt  als  eine  beliebig  kloine  Zahl  ö.  Denn  alsdann  sind 
beide  Seiten  stetige  Functionen  von  tv.  Das  wird  insbesondere 
dann  der  Fall  sein,  wenn  die  Function  f{Xya)  die  Eigenschaft  hat, 
dass  sich,  welchen  Werth  auch  x  haben  mag,  eine  untere  Grenze 
für  a  angeben  lässt,  so  dass  die  Function  f{Xy  a)  absolut  kleiner  bleibt 

als    ^        wobei  i^  >  1  und  (p{x)  eine  zwischen  den  Grenzen  0  und  oo 

integrirbare  Function  von  x  bedeutet. 

Wird  die  Function  f{x,ci)  an  einer  Stelle  x  =  c  unendlich,  doch 
so,  dass  bei  allen  Werthen  von  a  zwischen  ß  und  y  die  Integration  bis 
zu  dieser  Stelle  gestattet  ist,  so  ist 

y  c  —  J  c  —  J    }' 


I  da  I  f  {Xya)da  =  j  dx  j  f{Xytt)di 
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wie  klein  auch  ö  gewählt  wird.    Liisst  mau  nun  ö  nach  Null  convergiren, 

so  wird  die  linke  Seite  in  den  Werih  j  da  j  f(^x,a)da  übergehen,  falls 

n  a 

sich   eine  Grösse  d  angeben  lässt,    welche    im    allgemeinen    bei    allen 

c 

Wertheu   von  a  zwischen  ß  und  y  hinreichend   ist,    damit  1  f{x,a)dx 

kleiner  als  eine  beliebig  kleine  Grösse  s  werde.  In  den  nämlichen 
Werth  geht  dann  auch  die  rechte  Seite,  falls  sie  überhaupt  einen  be- 
stimmten Grenzwerth  hat,  als  stetige  Function  von  8  über. 

Diese  hinreichenden  Bedingungen  sind  z.  B.  erfüllt,  wenn 

während  A  als  Function  von  a  endlich  bleibt. 

Beispiel.      1  ^"^  '^^  dx  =  ^  ^    (§•  ^^^  "•   ^^^^)     für  jeden   end- 

Ü 

liehen  Werth  von  a;  ausser  für  a  =  0,  wo  der  Werth  des  Integrals 
Null  ist.  Trotzdem  ist  eine  Integration  nach  a  z.  B.  zwischen  den  Grenzen 
Null  und  1  möglich: 

1  CO  1 

/  7      /sin  ax    7  1        /  ?  1 

J  ^^  V  ~^^       ""  Y  V       ^  2"  ^• 

0  0  u 

Durch  Vertauschung  der  Folge  ergiebt  sich: 

CO  1  CO  CO 

(  dx  i    .  7  /l  —  COS  a;   7  ^»/'(sin.T)*    7  1 

J  ~^J  ^^^  ^^^^"^  ^J  — x^ —  ^^^  ^  V  ^^^~  ^^^  =  Y  ^' 

Ü  Ü  U  0 

Ein  Beispiel,   dass   die  Vertauschung  der  Integrations folge   bei 
unstetigen  Functionen  nicht  denselben  Werth  ergiebt,  ist  das  folgende*): 

/«/%^    ist  „icht  gleich   ß.f^S^^. 

ü  0  0  0 

Hier  ist  die  zu  integrirende  Function  an  der  Stelle  x  =  0,  a  =  0  unstetig. 

Es  i.st 

i  1 

y\a^  —  x^)dx  __  r      a;      ]  _       1 

0  0 

Das  erste  Doppelintegral  wird  demnach  gleich 
1  1 

/r^V«  =  ['"-ctg«]=2-- 

0  0 

•)  Cauchy,  Le90n8  de  calcul  diffurent.  et  integral  redigdes  par  Moigno.  S.  85. 
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Dagegen  ist 

/(a^-x*)dcc  __  _  r       "  --1 L 


0 

n 


also  wird  das  zweite  Doppelintegral  gleich  —  - .  • 

Man  bemerke,  dass  dieser  Unterschied  schon  dadurch  herbeigeführt 
wird,  dass 


dx 

i\2 


J*(a2  —  x^ 
(a^  +  rc^) 

zwar  im  allgemeinen  für  endliche  Werthe  von  a  den  Werth  ^        ^  hat, 

1 

für  «  ==  0  al)er  gleich  —  /  -^  also  unendlich  wird;  es  ist  der  Werth  von 

I^j[i%^S?]-demWerü.e/^ 
0  0 

K      verschieden.    In  Folge  dessen  wird  schon  in  der  Umgebung  der  Stelle 
i'«/b  +  ?if  -JU-^.  ä.  =  [arct.«  ;]1  arctg  {  • 


Dagegen : 


S^^f^^W-  =  -/f  ^  «'^  -  [-  -tg  f.]  ==  -  avetg 


Die  Werthe  der  Doppelintegrale  sind  völlig  unbestimmt,  abhängig  von 
der  Art,  in  welcher  8'  und  ö  nach  Null  convergiren.    (Vgl.  §.  168.) 


Sio])entes  Capitel. 

Beispiele  zur  Berechnung  bestimmter  Integrale.     Die  Fundamental- 
formeln für  die  Euler'schen  Integrale. 

15+.    Erste  Gruppe. 

1  1 

;  1)  /;.-w/^=[i^]=l  (a>o). 

0  0 

Durch   successivo    Differentiationen    nach   dem  Parameter  a  folgen   die 
Integrale  : 

Harnack,  DilTerential-  u.  Integralii'clinung-,  19 
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1 
2)  Jx—H{x)dx=--^,, 


1  1 


.^^^(^}r-'-n-2i 


0 

Alle  diese« Integrale  gelten  (nach  den  Sätzen  §.  152b  und  §.  148)  für 
a  >  0.  Durch  Integration  nach  dem  Parameter  a  zwischen  den  Grenzen 
a  ==  a  und  ß  folgt: 

^        1  ^        /  ^ 

I  da  I x^-^dx=  I dxj  x''-^da=  I  dx  — — ^^ —  =  Ka)' 

«0  0  a  ü 

Diese  Formel  gilt  falls  a  und  /3  >  0. 

Denn   solange  a  positiv  ist,   bleibt  nicht  nur  x'^~^,  sondern  auch 

-y-r-y-  an  den  Stellen  ^  ==  0  und  x  =  1  integrabel,  und  es  ist  auch  die 

am  Schluss  von  §.  153  angegebene  Bedingung  erfüllt. 
Setzt  man  a  =  1,  so  folgt: 

1 

3)  fdx  ^^^  =  l{ß).       iß  >  0). 

0 

Substituirt  man  an  Stelle  von  x  die  Function  C"*,  so  werden  die 
Grenzen  statt  0  und  1,  cx)  und  0,  und  man  erhält  für  a  >  0: 

e-^'^dx  =  --• 
a 


la)  Je 

0 

00  CO 

2  a)  I  e~"^  xdx  ==  -^  —  /  c'"^x''~'^d,r  -=  *^— ;— '   (w  positiv  ganzzahlig). 


/^ 


^-ax 


3a)  /^ -^^dx^l{a). 


155.    Zweite  Gruppe.  (§.  140.) 
Es  ist: 


Ü 

ax  siji 

ftic^rr  = 

b 
«2  -f  b^ 

/- 

-ax  cog 

hxdx  = 

a 

ä^  4-  62 

1)  ("  >  0) 


0 

Durch  Differentiation  nach  a  folgt: 

OD  CO 

2)  je-^'^x  sin  ^:rf7a;  ==  (,,2^^^^2), ,      J  ^"""^  cos  hxdx  =  jß-^rWf 


Beispiele  zur  Berechnung  Ijestimmter  Integrale.  291 

Durch  Integration  nach  a  zwischen  den  Grenzen  u  und  ß  folgt: 


S 


sin  hxdx  =  arctg  ^  —  arctg  -,-  • 
3)  •  (a  und  ß  >  0). 


ü 

.00 


/^ 


«a; p-/?a; 


co^hxax  =  -  l  - -„-  --Ti  • 


0 

Lilsst  man  in  dem  ersten  der  beiden  Integrale  a  nach  Null  convergiren, 
so  wird: 

4)  /  ^  ~  ^   —  sin  hxdx  =  arctg 


Denn  das  Integral  3)  ist  eine  stetige  Function  von  cc  einschliesslich 
des  Werthes  «  ==  0.  Zerlegt  man  nämlich ,  wie  §.  152  es  erfordert, 
das  Integral  von  0  bis  w  und  von  w  bis  oo,  so  erkennt  man 


—  Sin  bxdx 


kann  unabhängig  von  dem  Werthe  h  ledighch  durch  Wahl  des  Werthes 
^ü  kleiner  gemacht  werden,  als  eine  beliebig  kleine  Zahl,  weil  (§.  150) 


OD 

/sin  hx   n 

I dx 

J      ^ 


durch  Wahl  von  w  beliebig  verkleinert  werden  kann  und 

'sin  hx 


f^ 


dx 


w 

nach  dem  zweiten  Mittelwerthsatze  gleich  dem  Producte  von 


"/■ 


'-  /  ^'"-*^^  dx 


X 


ist,  wenn  die  obere  Grenze  ^i  eine  Zahl  zwischen  w  und  oo  bezeichnet. 
Desgleichen  ist  das  Integral  4)  eine  stetige  Function  von  ß.  Lässt 
man  also  ß  unendlich  werden,  so  folgt 

l     ^)  J^^dx  =  ±\ 

"i  ^ 

l  je  nachdem  ?>  >  0  oder  <  0.  Dieses  bestimmte  Integral  ist  aber,  wie 
I  schon  früher  erwähnt  wurde,  keine  stetige  Function  von  h  an  der 
t     Stelle  6  =  0;  denn  hier  erhält  es  den  Werth  Null. 

Die  Formel  5)  lässt  sich  in  allgemeiner  Form  ausdrücken.  Er- 
setzen wir  in  derselben  h  einmal  durch  h  -{-  a  und  ebenso  durch  h  —  a, 
mid  nehmen  an,  dass  h  "^  a  und  beide  Zahlen  >  0  sind,  so  ist 

19* 
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Ain  (b  -^  a)  X   ,     n  /sin  {b  —  a)  x 

I  X  ^  ^       Y        J  X 


-±-  dx  =  I 


ü  0 

Demnach  ist  auch,  wie  durch  Addition  und  Subtraction  folgt: 

/»  "» 

sin  bx  cos  a.r   7  tc  /  sin  ax  cos  6a;   ■;  ^  ^7   ^       n 

— -« ^^^  =  T     J  — s —  -  '^*  =  ^  C'  >  ") 

oder 

6)      —  /  - ^'^    ^  c  8  a     ^^  __  -j^  Q^^igj,  =0,  je  nachdem  h  >  oder  <  a. 
n  J  X 

0 

00 

T,^..               7    •  i   1    /sin  2bx  y  1 

1^  ur  a  =  6  ist      I dx  =  -  • 

TT^  X  2 

ü 

15G.    Dritte  Gruppe.    (Laplace'sche  Integrale.) 

dx    {a  und  ??  >  0),    so  ist  u  =  0 

0 
solange  6<a  und  w=  „  solange  h  ^  a.    Multiplicirt  man  beide  Seiten 
mit  6"^%   wobei  c  positiv   ist,   und  integrirt   von   h  =  0  bis  h  =  cxj, 


so  folgt: 


0  a  U  (» 

Vertauscht  man   die  Reihenfolge  der   Integrationen   in   dem  Integrale 
rechts,  so  wird  dasselbe: 

/(»  CO  CO 

-^  cos  aic  f  e-  ''^  sin  />a:r?/>  =  /    .,  ,   \  dx. 


0 

f 


Sonach  ist 

00 

'cos  «ic    n  n    e~^^ 

dx =   -  •  — 
c^j^xi  2         c 

0 
Das   Integral   ist  eine    stetige  Function   von   a.     Wird  a  negativ,    so 
bleibt  die  Function  unter  dem  Integral  ungeändert,   also  ist 

00  _ 

.X  Ccosax    n    _  TT     e  +  '"^         (je  nachdem  a  >  0  oder  <  0) 

^^  J  d^x^  (IOC—  ^-      ^  ^^^^j^  ^..^  ^  _  ^^ 

Differentiirt  man  nach  (7,  so  folgt: 


OD 

ox  /!'c_sin^a.'crf.<c ,    tt     :^„^  (je  nachdem  n  > 

^^       J     c'  -f  rü'^  "  —  ±  2  ^  für  a  =  0  gilt  diese  F 


>  0  oder  <  0) 
ormel  nicht  mehr. 


Die  Differentiation  nach  a  ist  gestattet  (§.  152).    Eine  weitere  Differen- 
tiation  unter  dem  Integralzeichen  nach  a  ist  dagegen  nicht  möglich, 
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weil  die  Ableitung  zwischen  den  Grenzen  0  und  oo  nicht  mehr  integrir- 
bar  ist.  lutegrirt  man  die  Gleichung  1)  nach  a  zwischen  den  Grenzen 
0  und  ctj  so  folgt,  wenn  dieser  GrenzwerÜi  positiv  ist: 

fy:fk ''- = 1  [-  ^] = ^  (1  -  -"')•      (« >  ^'^ 

Dagegen  für  ein  negatives  a: 

0  ü 

Das  Integral  1)  kann  auch  nach  dem  Parameter  c  successive  difieren- 
tiirt  werden. 

157.    Vierte  Gruppe.    (§.  139.) 

»/*  .      „  ,  sina;""^  cos  x    ,     n  —  1  /    •      _     ^  j 

V  » 

/sinx'^dx  =  ^  ~"     /  s'mx'^-^^dx. 
n   J 


Ist  n  =  2m  eine  ganze  gerade  Zahl,  so  wird 


/ 


..,„-,            2m  — 1.2  w  — 3... 3.1     n 
smx^"'dx  ==  -^ — „ o   -Tu —  TT 

2w.2w  —  2. .  .4.2  2 

Ist  n  =  2m  +  1  eine  ganze  ungerade  Zahl,  so  wird 


/ 


7t 

2 

2m.2m  —  2... 4. 2 


s'mx''^"'+^dx  = 


2^4-  1.2w—  1...5.3 

7t 


Nun  ist  sin  x  zwischen   den  Grenzen  Null  und    .    ein  echter  positiver 
Bruch ,  also 

7t  1t  7t 

2  Y"  ~2" 

f  sh\x^^"'-Ulx  >  lsmx""'dx  >  1  sulv^^"'+UIx 

0  0  u 

¥  *  5"  *  '  '  2wr— ~r  ^  T  '  Y  *  4   '  '  '      2m      ^35    *  '  *  2m  —  1  *  2m  +  1  * 
Multiplicirt  mau  mit  dem  Factor  von  — ,  so  folgt: 

2       2       4       4  2  m  —  2    2  m  —  2         2  m      ^  ^  ^ 

T  '  3~  ■  3"  ■  y  '  *  ■  2m  —  3  ■  2m  —  1  *  2m  —  1  ^  Y  ^ 

2      2     j^    J^  2m  —  2    2m^— 2        2m        2m_ 

^  T    T  '  T  "  y  '  '  '  2m  —  3  '  2m  —  1  *  2m  —  1  '  2»»+  1 

A     ->  '^    ^     4      .  —-'''_. 
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Die  Grössen  A,u  bilden  mit  wachsenden  Werthen  von  m  eine  Reihe 
von  abnehmenden  Zahlen,  grosser  als  ^  ,  die  also  eine  bestimmte 
Grenze  haben  muss.  Andererseits  kann  man  aber  })i  so  gross  wählen, 
dass  sich  Ä,,^  beliebig  wenig   von  A,n  •  «^^n  ^^^iterscheidet,  d.  h.  der 

Grenzwerth   von  Ä,a  unterscheidet  sich  beliebig  wenig  von      ,  oder  es 

ist  also 

n  -2       2       4      i.    JL    _?_ 


in  infinitum*). 


ist  auch   /  cosx^dx==  isina;"r?.r. 


Es 

U  Ü 

158.    Fünfte  Gruppe. 

Zur  Auswerthung  des  Integrales 

I  e-'^'dx 

0 

dient  folgendes  Verfahren.  Man  bezeichne  den  Werth  mit  Ä  und 
führe  für  x  eine  neue  Variable  ^  ein  durch  die  Gleichung  x==a2, 
so  ist 


A  =  I  e-''"'"adz. 


Multiplicirt  man  diese  Gleichung  mit  e-"\ici  und  integrirt  alsdann  von 
a  =  0  bis  cx),  so  wird 


OD  CO  00  00 

AJe-^'^da  =  Ä'  =  jdz  fe'^'^'+'^-^ada  ==  ^  T^-f 


00 

7t 

0 


also  ist 

CO  _  4-CD 

1)  A=^Ce-^\lx=^^-,  fe-^\lx==l/n. 

0  —00 

Setzt  man  in  dem  zweiten  Integrale  für  x  den  Werth  x}/a,  so  ist 

+  00 

2)  ie-"^''dx=\'L'    («>0) 

—  00 

Dun  h  ;niialige  Difi'erentiation  nach  a  folgt: 

*)  Wallis,  Arithmetica  infinitorum.    Erste  Darstellung  einer  Zahl  in  Form 
eines  unendlichen  Productes.    (Vgl.  §.  39  und  §.  163.) 
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-f-  a> 

3)  J*<;—'x^«rf.;=/^.l:^'.^»:-A-^  «-(»  +  ]-).  («  >  0) 

—  oo 

Substituirt  man  in  dem  Integrale  1)  für  a;,  ^  +  «,  so  folgt: 

4- CO 

4)  /  c— ^'+^"-^(/j;  =  /^  .  e«'  . 

—  GO 

Setzt  man  liier  für  x',  xj/a  niul  für  2a^a  den  Werth  6,  so  wird 

5)  /e-«^^+*^t?^-  =  ^?:.e^       (a>0). 

—  GO 

Aus  der  zweiten  Gleichung  in  der  Form: 

OD 

folgt:  ' 

QO  OP  QO 

0  0  0 

Die  Integrationen  können  vertauscht  werden;  denn  sin«  c""^'  ist  eine 
allenthalben  stetige  Function,  die  für  «  ==  cx>  in  höherer  Ordnung 
unendlich  klein  wird  als  jede  algebraische  Function;  folglich  ist: 

^OO  ^QO  00  GO 

f  --:=.-  da  =  -—  I  dx  1  e-«^  sin  ada  =  -—  1  - -,   ^  =  ,_ - 

0  0  0  0  * 

also 

CO  CO  

6)  /  ^"V"  da  =  y  ^  •     Ebenso  tindet  man:  /  ^^-  t/«  =  //  -^  •  '^•) 
J     ya  '      -  J    Vci  '      - 

0  0 

159.    Sechste  Gruppe. 

Im  §.  115  wurde  die  Formel  bewiesen: 

CO  /     "*  ^ 

*  x^^~^dx    n     e~V~'nr*      (/M  und  M  positiv  ganzzahlig,  ;;i  < /i) 


^)/f 


+  e"'  >^  sin  "'  n       '  —7t<a<-\-%. 

0  " 

Setzt    man    x"-  =  s  und    bezeichnet    den    rationalen  Bruch     -     mit  a, 
so  wird 

GO 
0 

*)  Aul  (lie^ie  Integrale  wurde  Euler  geführt  bei  der  Aufgabe,  diejenigen  Curven 
zu  bestimmen,  deren  Krümmungshalbmesser  den  Längen  des  Curvenbogens  um- 
jjfekelirt  proportional  sind.    (Euler's  Integralrechnung,  übers,  v.  Salomon.    Bd.  IV. 

Supplomt.  S.  321.) 
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Diese  Gleichung  gilt  zuuächst  nur  für  rationale  echte  Brüche.  Da 
aber  das  bestimmte  Integral  ebenso  wie  die  Function  auf  der  rechten 
Seite  eine  stetige  Function  von  a  ist  (Beweis  nach  §.  152),  so  bleibt 
sie  auch  für  jede  irrationale  Zahl  kleiner  als  1  bestehen.  Für  «  =  0 
erffiebt  sich: 


3) 


dx 


sin  «TT 


(0  <  a  <  1), 


oder,  indem  man  das  Integral  in  die  Grenzen  Null  bis  Eins  und  Eins 
bis  cx)  zerlegt,  und  in  dem  zweiten  statt  x  den  Werth  —  einführt: 


J     x+1    "T-J     x-\-l         J    x+l    "T'J    a;+l 


4) 


rx^-^-{-x 


dx  = 


sin  a  TT 


(0  <  a  <  1). 


Während  das  Integral  1)  für  «  =  +  ^  keinen  endlichen  Werth  mehr 
hat,  weil  die  zu  integrirende  Function  an  der  Stelle  x  =  l  unendlich 
in  der  ersten  Ordnung  wird,  so  muss  doch  das  Integral 


(3 


aj^  + 


dx 


auch  für  a  =  it  bestehen,  weil  sich  der  Factor  x  —  1  im  Zähler  und 
Nenner  weghebt.  Den  Werth  des  Integrales  kann  man  als  Differenz 
zweier  Integralwerthe  1)  darstellen,  also: 


c 

j 


'^x'^-^^x'"'-^  j      .     n 

— -, —  dx  =  — 


Yi_-)    .  _/!_ !!')„.■ 

V  n)  ai  C      \         n) 


Sin TT 


Beide  Seiten  sind  stetige  Functionen  von  a  einschliesslich  des  Werthes 
X  =  TCj  und  folglich  ergiebt  sich 


00 
X X 

x^'-l 


dx 


e« 


en 


.    m  .    m 

sm  —  n         sin  —  n 
n  n 


Q—ni  ^^ 


7t     r       ,        7tl 

=  -        COtiiJ 


7t   —    cot« 


m 


'] 


m 


Setzt  man  x'^  =  z ,      —  =  a,     —  =  h,  ao  wird : 


6)        /— r-T~  «^ 


z  r=^  %  [cotg  an  —  cotg  'b%\     (0<  «^  und  h  <  1). 
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Sei  I)  =^  1  —  a: 

00 

7)  I —-  —  dz  =^2it  cütg  ait. 

0 

100.    Die  Euler'schen  Integrale  (Garamafunctionen). 

00 

io'/^e-^dx  hat,   wie  im  §.  154  gefunden  wurde,   für  jeden  posi- 

0 

tiven  ganzzahligen  Werth  von  n  den  Werth  n\  =  \.  2  .  .  ,  n.  Indem 
diese  Beschränkung  für  den  Exponenten  von  x  aufgehoben  wird,  ent- 
steht das  Problem,  welchen  Werth  besitzt  das  Integral 


ß 


Ü 


bei  beliebigem  Werthe  von  a?  Bei  jedem  endlichen  Werthe  der  oberen 
Grenze  lässt  sich  der  Werth  durch  eine  Reihe  darstellen,  indem  man 
die  Exponentialfunction  durch  ihre  Potenzreihe  ersetzt;  aber  für  eine 
unendliche  Grenze  liefert  dies  Verfahren  keine  directe  Lösung. 

Das  Integral  hat  einen  endlichen  Werth  nur  für  a  >  0;  denn  ist 
diese  Bedingung  nicht  erfüllt,  so  wird  die  zu  integrirende  Function 
für  X  =  0  von  höherer  als  der  ersten  Ordnung  unendlich  (§.  148). 
Man  nennt  das  Integral  nach  Legendre  das  Euler'sche  Integral 
zweiter  Gattung,  und  bezeichnet  den  gesuchten  Werth,  als  eine 
Function  des  Exponenten  a,  kurz  durch  f  (a)  die  Gammafunction  *).  Es 
ist  also: 

I)  Cx^'-U-'^  dx  =  r{a) 

0 

eine  definirende  Gleichung. 

Ersetzt  man  x  der  Reihe  nach  durch  x^ ,  l-  und  lex  {h  >  0), 
so  wird: 

1  T        - 

dx  ersetzt  durch  —  x^  dx,  also:  1)    1  e~y^"^  dx  =  a  r{a)      (rt>0), 


0 


dx  ersetzt  durch  —  — ,  also:  2)    l(l\y~'dx  =  r((i)        (a>0), 

0 

00 

dx  ersetzt  durch  lidx^  also:  3)   j  e-^'^x"-^dx=~^,(a>0,k^O). 


*)  Euler:  Inst.  calc.  integr.  P.  1.  Cap.  4.  8.  9.  Ferner  Nov.  Comment.  Acad. 
Petrop.  Tom.  XVI;  in  der  Uebersetzung  der  Euler'schen  Integralrechnung  von 
Salomon  Bd.  IV  Supplement  11 1.  Legendre:  Tratte  dos  fonctions  elliptiques 
et  des  integrales  Eulcriennes.    Tome  11. 


298  Drittes  Buch.    Siebentes  Capitel:  §.  160.  161. 

Diese  Integrale  sind  ebenfalls  berechnet,  sobald  der  Werth  von 
r(a)  bekannt  ist.    - 

Auch  für  coniplexe  Werthe  von  a  behält  die  Function  r(a)  einen 
endlichen  Werth,  falls  nur  der  reelle  Theil  von  a  positiv  ist. 

Denn  setzt  man  a  =  «  +  i/3  und  beachtet,  dass 

a;'>'  ==  e^'^  =  cos  {S^.l{x))  +  %  sin  (/J  ,l{x)), 
so  wird: 

CO  00 

r(a  +  //5)  ==  / a;"-i  cos  {H^.lix))  tJ-^  dx  +  i  j x"-^  am  (ß . l (x))  e"^  dx. 

0  0 

Es  ist  aber: 


Lim  I    /  x«^-!  cos  (ß .  l (x))  ö-^ dx    =  Lim    M  j  it;"-i  c^-^  ^/u;    ==  0 


ö 

für  d  =  0,    £  =  0, 


10  i« 

Lim      I  x""-^  cos{ß.l{x))e-''dx\  =  Lim    Jf /x«-^  c"^  (?^    == 


0 


für  tfc  =  oo,  ^(;  =  oc, 
wobei  M  und  ilf'  bezügliche  Mittelwerthe  der  durchweg  endlichen 
Function  cos{ß.l{x))  bezeichnen;  und  analoges  gilt  für  das  zweite 
Integral. 

Im  Folgenden  soll  indess  nur  die  Lösung  der  Aufgabe  erzielt  wer- 
den, die  Gammafunction  für  reelle  Argumente  zu  berech- 
nen; wiewohl  die  folgenden  Sätze  zum  Theil  auch  für  ein  complexes 
Argument  gelten. 

1()1.  Erste  Eigenschaft.     Aus  der  Formel: 

d{e-^  X'')  =  ae--^  x^-^  dx  —  c~^  xf-  dx 
folgt  durch  Integration  zwischen  den  Grenzen  Null  und  c»: 

CO  00 

0  =  a  1 0-"=  a;«-i  dx  —  /e-*  x""  dx  oder  II)  r(l  +  a)  =  ar{a). 

U  0 

Darnach  ist  für  die  Reihe  der  ganzen  Zahlen: 

CO 

r{i)=J  e~^dx=],   r(2)  =  1  r(i)  =  i,   r(3)  =  2r(2)  =  2.  i, 

r(4)  =  3  r(3)  =  3!     r(w)  =  n-V, 

Desgleichen  ist,  wenn  man  für  a  den  Werth  (c-{-u  —  ]  substituirt 
und  unter  n  eine  ganze  Zahl  versteht: 
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11')  V{a  +  n)  =  {a  +  n—l)(a  +  n  —  2)...a  V (a)  *). 

Diese  Gleichung  lehrt,  dass  die  Gammafunction,  sobald  sie  für  alle 
echten  Brüche  bekannt  ist,  für  jeden  andern  Werth  von  a  ohne 
Schwierigkeit  berechnet  werden  kann-,  so  ist  z.  B. 

Zweite  Eigenschaft.     Aus  der  Formel: 
folgt,  indem  man  k  =  c  -{-  y  setzt  (c  und  y  >  0): 


I 

^ 


Multiplicirt  man   beide  Seiten  mit  c^'J  y^~^  dy^   wo  h  und  li  positiv 
siud,  so  folgt  durch  Integration: 

CO  00  00 

/  e-^y  y^-^  dy  j  e-(<^+y)^  oc^-^  dx  =r{a)  1  ^—~^~  dy. 

0  0  0  ^      IJ' 

Die  Umkehr  der  Integration  auf  der  linken  Seite  ist  gestattet  (§.  153), 
und  es  ist 

no  m  CO 

*^ — cx  ^a—1 


r  r  /» -ex  a-i 

/  e-'"'  a;«-^  dx  I  e-(*+^)^  y''-^  dy  =r(h)  1 -r-  dx, 

J  J  J      {^-^-xf 

0  0  0  '       ' 

also : 

00  op 

111)  rm  p"''^""'/^  ^  r(a)  r^-^—  dy,   **) 

Die  beiden  Seiten  sind,  falls  h  ^  a,  stetige  Functionen  von  c,  ein- 
schliesslich des  Werthes  c  =  0  (§.  152  a).  Für  c  =  0  und  Je  ==  l  erhält 
die  Gleichung  die  Form: 

r  (&)J  ^5  =  r («)  r(6  -  a)        (6  >  «), 


die  auch  geschrieben  werden  kann 

CO  - 


Diese  Formel  lehrt  ein  neues  Integral,  das  zu  der  Classe   der  bi- 
nomischen  gehört,    vermittelst   der    Gammafunctionen    zu    berechnen. 


*)  Euler,  a.  a.  0.  Supplement  III  §.  10. 
**)  Dirichlet,  Journal  f.  Math.  B.  15. 
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Legend re  bezeichnet  dasselbe  als  das  Eule r'sclie  Integral  erster 
Gattung.     Setzt  man 

y  j     dy  X  1     , 1^ 

^  —  r-if     ^^^  ~"  lu^''      y  —  i^x'       1  -^  u;  —  ^— ^, 

so   ist   für  X  =  0  auch  ?/  =  0,    für  ^==00   y  =  \    und   es  verwandelt 
sich  IV.,  wenn  wiederum  statt  y  x  geschrieben  wird,  in: 


r(a-\-b)  _    J  ^  ^  r(a4- 


-\-b)        ^ 


0 


Setzt  man  a  -{-  h  =  } ,   bedeutet  also  a  einen  echten  Bruch,  so  folgt, 
weil  r(l)  =  1,  nach  Formel  IV: 


00 


V)  /tI-l-^  =  r(a)  r(l  -  a)  =  -^^^      (§.  159  Formel  3). 


0 


Diese  Formel  lässt  die  Berechnung  aller  Werthe  von  f  für  Argumente 
grösser  als  —  auf  W^erthe  zwischen  Null  und  —  zurückführen. 

Insbesondere  ist  für  a  =  - 

00 

r  ( 2 )  =  /'e-*  x~^  dx  =  y^., 
r 

Setzt  man  statt  x  y-,  so  erhält  man  das  Integral  des  §.  158. 

162.  Darstellung  der  Gammafunction  durch  ein  unend- 
liches P  r  o  d  u  c  t. 

Das  Integral  I)  kann  nach  dem  Parameter  a  diiferentiirt  werden 
(§.  152)  und  man  erhält: 

CO 

in«)  _  p'  ^^jj  _  /;_;,  ^a-i  ^(^)  ax. 

Ersetzt  man  nach  §.  154  Formel  3a  l{x)  durch  seinen  Integralwerth: 

0 
r'(ci)  ==  /  e-^  x^-'  dxl  ^~^-^'-  dy. 


so  ist  ^ 

QO  00 


Die  Folge  der  Integrationen  kann  auf  der  rechten  Seite  vertauscht 
werden,  denn  die  Function:  f(x,  ]))  =   ^     ^       ^^     ~^ — -     wird   für 

x  =  00,  ^  =  00  von  höherer  Ordnung  unendlich  klein  als  jeder  alge- 
braische Ausdruck,  für  a;  ==  0  von  niederer  als  der  ersten  Ordnung 
unendlich  gross;  für  2/  =  0  ist: 


*)  Euler  a.  a.  0.  §.  25. 


Es-  ist  aber 

ao  OD 
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Lim  ["~^-y^— ]  =  Lim  [-  e-v  +  e-'v  x\  =  —  \-^x. 

y=0  y=o 

Demnach  setze  man  zmiächst: 

CO  QO 

r\a)  =  I  ^  A-^  x^'-^  {e-y  —  e-^'y)  clx  = 

0  0 

CO  00 

=  Lim  /  ^^  /  c-^  x"'-^  (e-y  —  c"*'^)  dx. 
d=oJ    yj 
ö  ü 

OO  OD  /?*  _ 

()  0  ö 

CO  00  CO 

J   y  J  J  y{^+y) 

Also  wird: 

r(.)=r(«)Lin./(--^--  -y_., = r(«)yl;\;  -,^r;-^»y  ^- 

Denn  dass  dieses  Integral  für  r/>0  auch  an  der  Grenze  y  =  0  endlich 
und  bestimmt  bleibt,  ersieht  man  daraus,  dass 

Lin.  r^^  .-  --^-  -1  =  Lim  [^^(^+^"-^1  = 

(Ury=0 

=  Lim  r^i» +^^:"  .  ^^±^-1  =  -  1  +  a, 

y  =  0 

also  endlich  ist. 

Diese  Untersuchung  war  nothwendig,  weil  die  Integrale 


dy 


0  <» 

einzeln  betrachtet  nicht  endlich  bleiben. 
Mithin  wird: 

VI)  -^ßlS^  =  f(Cl 1__ .)  ay. 

0 

Durch  Differentiation  nach  n  folgt  nun: 

VII)  ^fl  =   ß'-^^\  äy  =   f'-'~^\  dx        in  >  0) 

0  0 

wenn  l  -\-  y  =  c^  gesetzt  wird. 
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Dieses  Integral  eignet  sich  zu  einer  Integration  durch  Reihenent- 
wickelmig.     Es  ist: 

-^  =  1  +  'c--  +  e-2-  +  e-3-  +  •  •  •  e--  +  E„,      Rn  =  f^", 
1  —  e  1  —  e 

also : 

OD  00  CO  CO 

/  —~-^z^  dx  =  /  xe-""^  dx  +    /  xe-^''^^'i''dx-\ /  .'re-(«+'')^  dx  + 

U  0  0  0 

CO 

0 

Nun  ist 

CO  CO 

y*  r         ^p  —  {a-\-n)x  —{a+n)x~\  « 

L  (a-fn)  («  +  **'}  J         (a+w)>'' 

0  0 

und  es  wird 

CO  00 

Rn  xe-""^  dx  =  I ^^—  dx 

0  0  I 

durch  Wahl  von  n  beliebig  klein,  (vergl.  auch  §.  131),  weil 
11  1 

0  0  0 

/*?^        a4-n+l)a;  /^  T  -(a+n+l)a:  -{a+n+l)x-\ 


wobei  M  einen  Mittelwerth  von  — ^ —  im  Intervall  von  0  bis  1,  M' 

1  -  c-^ 

einen   Mittelwerth    von im    Intervall   1   bis  c»  bedeutet;    so- 

nach  ist: 

VJID   ^l^^--^  4-— i L      1      j- l_.4....  Jv~--— 

*     ^       da2      ~"  «2  ^  («4-1)2  ^  (a+2)2  ^       (^_^^)2  "T  ^(a+w)^ 

71=0 

{a  >  0). 

Integrirt    man   diese    für  jeden    positiven   Werth   von  a  gleichmässig 
convergente  Reihe  zwischen  den  Grenzen  1  und  a,  so  folgt 

ix^   ^M  _  p^rai  „"yf /  1 i\  -(a^  ^y *^ 

^^)        da  (Za      ~^Vi  +  n        a+J~^"         '^^  (1  +  w)  ^«  +  »0 

^  -^        n  =  0  w  =  0 

( ij  r  a  =  1 

(a>0), 
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oder 

dir{a) 


'a      —  («        ^)^   (i  +  n)(a-fw)    +^'' 


di 

wobei  Cj  von  Legen  dre  die  Euler 'sehe  Constante  genannt,  den  Werth 

von 

I     «( 

für  ä—  1 


— Y^   =  yjtI  also  nach  Gleichung  VI)  üen  Werth  des  Integrales 

für  a=l 

0 

bedeutet.     Integrirt    mau   die   Gleichung  IX)   nochmals  zwischen   den 
(irenzen  a  und  1,  so  folgt 

nr=GO      a 
n  =  0    1 

oder : 

XI)  ^r(a)  =  5(f=A-?«5)  +  C(«-l). 

0  '  ' 

Die  Constante  C  kann   man   elirainiren ,  indem  man  a  =  2  setzt : 

zr(2)  =  o=2'(ri7.-«n:--:)  +  c  *)• 

ü 

> 

Multiplicirt  man   diese   Gleichung  mit  a  —  1    und   subtrahirt  sie   von 
der  vorigen,  so  ergiebt  sich: 

.«  =  0 
»J  =  00 


T 


oder 

XII)         'r(«)=2^/ : -^, . 


Vl  =  l 


Demnach  ist,  wenn  man  vom  Logarithmus  zu  dem  Numerus  übergeht, 
r{a)  durch  ein  unendliches  Product  für  die  Berechnung  dargestellt: 


*)  Schreibt  man  —  C=     >       -  -  —    >    ?  ^   ,      ,   wobei  aber  iede  Reihe 
^   1  +  n       ^      1  +  n'  ^ 

0  0 

für  sich  betrachtet  divergent  ist,  so  erkennt  man,  dass  —  C  dieselbe  Zahl  ist, 
welche  beim  Integral-Logarithmus  auftritt  (§.  137),  was  man  auch  direct  an  dem 
Zusammenhang  dieses  Integrales  mit  der  obigen  Formel  X)  nachweisen  kann. 
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r(   \  ^  TJ^~~   ~^—  --  =  1.2.3...m(m  +  ir~^ 

W         i  If^a+m—l)  a(a+l)  (a  +  2)..  .(a  +  »»  -  1) 

111=1 


„(.  +  „)(, +  !)...(. +  _A_) 

(für  m  ==  oü) , 
oder,  wie  man  diesen  Ausdruck  schreiben  kann,  indem  man  im  Zähler 
•  m  ersetzt  durch   den  Werth  (m  -{-  \)  \l -y-     und  beachtet ,   dass 

sich  der  Factor  1 y—  und  ebenso  \l-\ \    von   der  Einheit  bei 

m+l  ,  \_      ^    mj 

beliebig  wachsendem  m  beliebig  wenig  unterscheidet: 

xiii)   r(«)=  ""+''" 


«(i+«)0  +  f)...0  +  ,^-,)    «170  +  ,^^) 

171  =  2 

(ni  ==  oo). 

Gauss*)  hat  dieses  Product  als  Definition  einer  Function  ver- 
wandt und  alle  Eigenschaften  aus  dieser  unendlichen  Productformel 
abgeleitet.  Es  zeigt  sich,  dass  dieselbe  für  jeden  endhchen  Werth 
von  a,  für  welchen  kein  Factor  des  Nenners  verschwindet,  convergirt, 
so  dass  diese  Definition  umfassender  ist,  als  das  Euler 'sehe  Integral. 

163.  Wir  wollen  dieses  beweisen,  indem  wir  allgemein  die  Frage 
beantworten:  Unter  welcher  Bedingung  convergirt  ein  unendliches 
Product?  Diese  Frage  ist  wichtig;  denn  wie  im  §.  39  angedeutet  und 
hier  für  eine  bestimmte  Function  ausgeführt  wurde,  ist  die  Bildung 
eines  unendlichen  Productes  ein  zweites  Mittel  zu  einer  nicht  sym- 
l)olischen,  sondern  für  die  numerische  Berechnung  geeigneten  Dar- 
stellung einer  Function.  Die  folgenden  Untersuchungen  gelten  auch 
bei  complexen  Factoren.  Giebt  man  den  Factoren  eines  unendlichen 
Productes,  welche  nach  irgend  einem  Gesetze  unbeschränkt  fortgesetzt 
werden  können,  die  Form 

(1  +  «,)  (1  +  u,) . .  .  (1  +  »»)  (1  +  «»+.)  ■  .  . 
so  müssen  die  Wertlie,  welche  man  erhält,  indem  man  zuerst  n  Fac- 
toren, sodann  n  -\-  1  .  .  .  n  -\-  k  ,  .  .  multiplicirt: 

P„+,  =  (l  +  «,)  (1  +  n,)  . .  .  (t  +  «„)  (1  4-  «.+.), 

P„+t  =  (1  +  «,)  (l  +  «,)  .  .  .  (1  +  «,.)  (1  +  «„+,)  .  .  .  (1  +  «„-m) 
eine  Folge  von  Zahlen  mit  bestimmtem  endlichen  Grenzwerth  biUlon. 

*)  Gauss:  Disquisitiones  geuerales  circa  Heriom  inlinitam.    Ges.  W.  Bd.  3. 
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Dazu  ist  erforderlich:  erstlich  dass  keines  der  Glieder  P,  also  auch 
keines  der  Glieder  u  über  jeden  Betrag  hinaus  wächst;  zweitens,  dass 
zu  jeder  noch  so  kleinen  Zahl  d  eine  Stelle  n  gefunden  werden  kann, 

so  dass 

abs  [P„+,  -  1\-]  <  d 

für  jeden  Werth  von  k.  Aus  dieser  Ungleichung  folgt,  dass  (falls  nicht 
Pn  unter  eine  angebbare  Grenze  herabsinkt) 

abs  r%^  -  ll  <  7?    oder  abs  \^^^-']  <  1  +  abs  ^ 

ist;  mit  anderen  Worten:  Es  muss  sich  eine  Stelle  n  hnden  lassen, 
von  der  ab  sich  das  Verhältniss  der  P-Werthe  von  der  Einheit  be- 
liebig wenig  unterscheidet;  insbesondere  muss  dies  auch  für 

Pm+I  *•  P«  ==   1  -(-  Wn+i 

gelten,  d.  h.  die  Glieder  u  müssen  nothwendig  nach  Null  convergiren. 

Der  Fall,  dass  die  Grössen  P  unter  jeden  Betrag  sinken,  oder 
einzelne  Factoren  Null  sind,  dass  also  der  Grenzwerth  des  Productes 
Null  wird,  muss  hierbei  sowie  für  die  folgenden  Untersuchungen  aus- 
geschlossen werden. 

Convergirt  ein  Product  auch  dann  noch,  wenn  man  allen  Gliedern 
91  den  absoluten  Werth  giebt,  so  heisst  es  unbedingt  convergent. 

Diese  Definition  erfordert  zunächst  den  Beweis,  dass  jedesmal  aus 
der  Converojenz  des  aus  den  absoluten  Werthen  v  der  Glieder  ?(  fje- 
bildeten  Productes  die  Convergenz  des  Productes  TT  (1  +  w«)  noth- 
wendig folgt;  (der  Fall,  dass  auch  nur  eine  der  Grössen  u  gleich  —  1 
ist,  wird  ausgeschlossen). 

Bezeichnet  man  die  absoluten  Beträge  von  ti  mit  v,  das  Product 
(1  +  v^)  (1  +  u,)  .  .  .  (1  +  t;„)  mit  §„,  so  wird 

(%'    "  0  ==  ^^  +  "^«^^^  ^^  +  '''-^''^  •.•(!+  ^n+K)  -  1 , 

Cj\  -  0  ^  ^^ + '''^+')  ^^ + ''''+^'^  •••(!+ ^'"+^)  - 1- 

Werden  die  Producte  der  rechten  Seite  ausmultiplicirt,  so  erkennt 
man  leicht,  dass  der  absolute  Betrag,  der  sich  bei  der  ersten  Gleichung 
ergiebt,  nicht  kleiner  ist  als  der  absolute  Betrag  der  zweiten;  also 
besteht  die  Beziehung: 


abs  \9^  _  l]  >  abs  [^-'   -  q. 


Der  Voraussetzung  nach  wird  der  Betrag  der  linken  Seite  durch  Wahl 
von  Ol  beliebig  klein;  es  lässt  sich  also  auch  ein  n  finden,  so  dass 


abs[%ti_,]<, 


Harnack,    Difl'erculial-  u.  Intpcrralrcclinuiig.  20 
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wird.  Daraus  folgt,  dass  J\  einem  bestimmten  Grenzwerthe  zustrebt, 
und  zivar  einem  endlichen,  der  von  Null  verschieden  ist.  Denn  wäre 
Null  der  Grenzwerth  von  P,   so  Hesse  sich  zu  jedem  noch  so  grossen 

Werthe  von  n  ein  li  ermitteln,  für  welches     ^^  beliebig  klein   wird. 

Ein  nothwendiges  und  hinreichendes  Kriterium  für  die  unbedingte 
Convergenz  des  Productes 

P=(l+M,)(l  +  %)(1+M3)--- 

ist  die  Convergenz  der  aus  den  absoluten  Beträgen  gebildeten  unend- 
lichen Reihe 

^1  +  ^2  +  ^3  +  •   •  •  -^n  +  •  •  . 

Denn  weil  das  Product 

Qn  =  (1  +  V,)  (1  +  ^2)  •  •  •  (1    +  ^«)   >  ^I   +  ^2  +  •   •   •  ^'n 

ist,  so  ist  die  Convergenz  der  unendlichen  Reihe  nothwendig,  und  weil 

1  +  ^1  <  e*',     1  +  ^2  <  ^''S  ,  .1  +  Vn  <  eX 
also 

ist,  so  ist  die  Convergenz  der  unendlichen  Reihe  hinreichend. 

Der  Werth   eines  unbedingt   convergenten  Productes   ist  von  der 
Reihenfolge  der  Factoren  unabhängig. 

Denn  sei 

P„  =  (1  +  U,)  {\+U,)...{l+  Un), 
P„;  =  (1  +  U^)  (1   +  U,')  .  .  .  (1   +  Urn), 

wobei  dieses  zweite  Product  aus  den  in  P  vorkommenden  Factoren, 
nur  in  anderer  Reihenfolge  abgeleitet  ist,  so  kann  man  m  so  gross 
wählen,  dass  sämmtliche  in  P„  enthaltene  Factoren  auch  in  2V  auf- 
treten.    Alsdann  ist 

iV  =  P«  (1  +  Uk)  (1  +  ui)  .  .  .  (1  +  n,), 
wobei  h,  l  .  .  .  v  Indices  bezeichnen,  die  grösser  als  n  sind;  oder 

5^^' = (1 + «*)  (1 + u,) . . .  (1 + «..)• 

Der  Betrag  der  rechten  Seite  ist  aber  kleiner  (höchstens  gleich)  als 
der  Betrag  von  (1  +  Vk)  (1  +  1;^)  .  .  .  (1  +  v^)  und  dieser  ist  kleiner  als 

ßVf.  +  r;  +  . .  .  »y  ^ 

Da  dieser  Ausdruck  lediglich  durch  Wahl  von  n  der  Einheit  beliebig 
nahe  kommt,  so  wird 

Lim  P„;  =  Lim  Pn^-) 


*)  Die  Fiindamentalsätze  für  die  Theorie  unendliclicr  Prodiicte  sind,  wiewohl 
diese  Formen  fast  gleichzeitig  mit  der  Darstellung  unendlicher  Keilien  benutzt 
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164-.  Die  Convergenz  der  GaDimafunctioii  ])ei  allen  Werthen  von 
a^  für  welche  kein  Kactor  verschwindet,  wird  nun  folgen dermassen  er- 
kannt.    Man  bilde 

.    «"0+,^:)     i+„  '+"  0+1)  (>+:) 


=  a 


r(«)  w«  ( 


•+•)"  0+ir  ('+1)"  (•+!)" 


Schreibt  man  den  Factor  ~ ^-r-  in  der  Form   1  — m„     so  wird 

0+i) 

mit  Anwendung  der  Binomialreihe  (§.  46): 

^  ('+i)"-(-+^)  ^  ■+^+"-^-'-(iyo+ir-o+^) 
"  '  o+i)"  o+ir 

oder : 

a(a-l)  M  V  /     ^«    1  I  //>        ^ 

Ist  a  eine  positive  Grösse,  so  ist  (  — -y   |-  .^  sicherlich  ein 

V+ «/  0+1) 

echter  Bruch,  und  die  Reihe 

,  ,  ,  ^  o(a  — l)r  1,1,1,  1 

«„  +  «„+.  +  M,.+2  +  •  •  •   <  -Vl^l^  +  (^f  i),  +  (^5j,  +  •  •   -J 

convergirt  unbedingt. 

Ist  a  eine  negative  Grösse,  so  kann  man  n  so  gross  wählen,  dass 

bei  allen  möglichen  Werthen  von  0,   I         ?   1  •  7 k^t  kleiner  ist  als 

V>+«7   0+f) 

oine  bestimmte  Zahl,  z.  B.  kleiner  als  2,  und  die  Reihe 

a(a— 1),.   r  1     I         1         I         1  1 

«„  +  «„+■  +  «»+2  •  •  ■  <  -^r:y-'^-[;^  +  ^^,y  +  (i^+5yi  •  •  -J 

convergirt  ebenfalls  unbedingt. 

Mithin  ist  bewiesen,   dass   das  unendliche  Product      -,  also  auch 

das  Product  r(a),   bei  allen  endlichen  Werthen   von  a  mit  Ausnahme 
der  ganzen  negativen  unbedingt  convergirt. 


wurden,  zuerst  von  Weierstrass  bewiesen  worden:  lieber  die  Theorie  der  ana- 
lytischen Faciiltilten.    Journ.  f.  Math.  IJd.  51. 

20* 
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165.  Die  Legendre'öclie  Reihe  zur  Berechnung  von  IV^a). 
Schreibt  man  die  Formel  VIII)  in  der  Form: 

d^irn+a)  ^      1 ,1,1 L  r^,\_n 

und  differentiirt  dieselbe  n — 2  mal,  was  gestattet  ist,  da  die  abgeleiteten 
Reihen  ebenfalls  unbedingt  convergiren,  so  folgt: 

»^'  da''  '^       L(«  +  lf  («+2)"  («  +  3)"  "^  '  '  J 

Es  werde  die  Summe  von  y^  +  ^-  +  3^  +  4;,  +  •  •  •  mit  Sn  be- 


zeichnet, (§.  47  Anmerkung),  so  ist 


==(-  1)^-, 


ferner  ist 


»i!    L      "da"  ^ 

r^zra  +  a)l  _  p'M)  _  ^   ,„j,|    / r(i)  ==  o. 

\_        da        J 


a=() 

Also  nach  der  Mac  Laur  in 'sehen  Formel: 

?r(i  + «)  =  «c  +  y  Ä,  -  -  >S3  +  -  .% [-    /^J  ^  j- 

Das  Restglied  convergirt  nach  Null,  wenn  der  absolute  Betrag  von  a 
kleiner  ist  als  1 ,  und  sonach  wird  mit  Weglassung  des  Restgliedes 
die  unendliche  Reihe  unbedingt  convergent  für  alle  Werthe  von  a 
zwischen  —  1  und  -\-  1. 

Für  eine  numerische  Berechnung  ist  aber  diese  Reihe  noch  nicht 
brauchbar,  weil  die  Coefficienten  S  nicht  rasch  genug  abnehmen,  auch 
ist  der  Werth  von  C  noch  unbekannt.  Man  erhält  eine  rascher  con- 
vergente  Reihe,  indem  man  den  Werth  von  l{l  -\-  a)  entwickelt: 

0  =  _  Z(l  +  a)  +  «_.«;  +  |1'  -«'  +  ..  . 

und  addirt: 

ir(l-a)  =  -/(l+a)-f-a(l  +  C)  +  |(S,-l)«'-|(S,-l)a^  + 

ebenso: 

ir(i+«)  =  -?(i-rt.)-«(i  +  C) +  1(5,-1)«'  + 4  («3-1)«'  + 


Weil  nun 


+  |(S,-l)«^  + 


/ro  +„)  +  /r(i  _„)  =  «-. 


mnna 


nach  Gleichung  V.,  so  wird 
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XIV)        ir(\  +a)=^^l    .""''  --l/|+^  + 

^  '       '  2       am  na  2       1  —  a    ' 

+  a{l  +  C)  -  I  (^3  -  1)  a'  -  I  (.S,  -  1)  a^^  +  •  •  • 
(-  1<  a  <  +  1). 

Aus  dieser  Formel  lassen  sich  die  Werthe  von  IT  für  die  Ar- 
gumente 0  bis  2  berechnen ,  nachdem  zuvor  die  Grössen  1S3,  S^  ,  .  . 
bestimmt  sind.  Legend re  hat  diese  Werthe  von  S-^  bis  S-^r^  auf  16 
Decimalstellen  angegeben.  Alsdann  muss  der  Werth  von  C  dargestellt 

werden,  was  durch  die  Substitution  a  =  —  am  raschesten  gelingt,  weil 


"•(|)  =  Ky'-(|))  =  K|/^) 


bekannt  ist.     Man  erhält  durch  die  Reihe: 

C=  -0,577  215  664  9.  •  • 
Sonach  lauten  die  numerischen  Anfangsglieder  der  Reihe  XIV: 

7r/i     I        \  l     j      na  i    jl-\-  a     . 

^       '       ^  2        smna  2       1 — a    ' 

+  0,422  784  3  a  —  0,067  353  Oa^  —  0,007  385  5  a^  ~ 


Achtes   Capitel. 
Allgemeine  Sätze  über  das  Doppelintegral. 

lOG.    Definition  des  Doppelintegrales. 

Es  sei  f{Xf  y)  eine  Function  der  beiden  Variabelen,  die  für  irgend 
ein  Gebiet  T  irgendwie  eindeutig  definirt  ist,  doch  bis  auf  weiteres 
so,  dass  sie  überall  endlich  bleibt.  Das  Gebiet  denke  man  sich 
in  der  o;?/ -Ebene  durch  eine  stetige  und  geschlossene  Aufeinanderfolge 
von  Punkten  umschlossen,  oder  analytisch  durch  eine  Curve  mit  der 
Gleichung  (p{x^  y)  =  0  begrenzt.  Das  Gebiet  kann  auch  durch  mehrere 
geschlossene  Linien  begrenzt  sein,  wie  z.  B.  ein  Kreisring  durch  zwei 
Kreise.  Der  einfachste  Fall  der  Begrenzung  eines  Gebietes  ist  ein 
Rechteck,  dessen  Seiten  den  rechtwinkligen  Coordinatenaxen  parallel 
laufen;  dann  erhält  x  alle  Werthe  von  a  bis  6,  y  alle  Werthe  von 
a  bis  ß.  Soll  die  Function  für  die  ganze  unendliche  Ebene  definirt 
sein,  so  kinmen  wir  das  jedesmal  so  ausdrücken:  sie  ist  für  eine  Fläche 
definirt,  deren  Begrenzung  beliebig  erweitert  werden  kann.  Man  zer- 
lege das  zunächst  als  endlich  vorausgesetzte  Gebiet  T  in  « 
kleine  Tlieile   (Flächenelemente)  und   nenne  dieselben  Tj,  t^,,  .  .  .  r„. 
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Alle  diese  Elemente  sind  als  positive  Grössen  gedaclit.  Solch  eine 
Zerlegung  geschieht  z.  B.  indem  man  das  Gebiet  mit  einem  Netze 
überdeckt,  dessen  Seiten  den  Coordinatenaxen  in  den  Abständen  lS.x 
und  A  y  parallel  laufen.  In  diesem  Falle  werden  alle  Flächenelemente 
einander  gleich,  Rechtecke  von  der  Grösse  Arr  •  A?/.  Nur  an  den  Grenz- 
stellen des  Gebietes  sind  diese  Rechtecke  durch  die  Begrenzungslinie 
zerschnitten.  Unter  den  Werthen,  welche  die  Function  im  Innern  oder 
an  den  Grenzen  solch  eines  Flächenelementes  besitzt,  greife  man  einen 
beliebigen  Werth  heraus.  Der  Einfachheit  halber  werde  solch  ein 
Werth  mit  /"(Tj),  f{r^  ^  .  .  . /*(t„)  bezeichnet;  so  entsteht  die  Frage: 
unter  ivelclien  Voraussetzungen  nähert  sich  die  Summe 

einer  hestimmtenj  von  der  Wahl  der  Flächenelemente  und  der  Wahl  der 
Functionswerthe  in  solch  einem  Elemente  ganz  unabhängigen  Grenze, 
falls  die  Anzahl  der  Elemente  nach  irgend  welchem  Gesetze  derart  he- 
liehig  vermehrt  wird,  dass 'jedes  derselben  der  Grenze  Null  zustrebt? 
Die  Antwort  lautet  ebenso  wie  beim  einfachen  Integrale: 
Bezeichnet   man  die  grÖsste  Schtvanhung  der  Function,  d.  h.  den 
positiven  Unterschied  ihres  grÖssten  und  Meinsten  Werthes,  in  dem  Ele- 
mente x^i,  oder  an  seinen  Grenzen  mit  D^i,  so  muss 
r,  Dj  +  r^D.^  -f  .  .  .  T„D„ 

mit  den  Grössen  r  nach  Ntdl  convergiren. 

Erstlich  erkennt  man:  convergirt  diese  Summe  bei  irgend  einem 
fortgesetzten  Theilungsprocesse  nach  Null,  so  convergirt  sie  bei  jedem 
anderen  ebenfalls  nach  Null.  Der  Beweis  ist  derselbe  wie  beim  ein- 
fachen Integrale,  indem  man  nur  überall  statt  des  linearen  Intervalles 
den  Begriff  des  Flächenelementes  festhält*). 

Zweitens  beweist  man  die  Nothwendigkeit  der  behaupteten  Be- 
dingung, indem  man,  von  einer  bestimmten  Theilung  ausgehend,  die- 
selbe dergestalt  fortsetzt,  dass  jedes  Element  in  weitere  Ele- 
mente zerlegt  wird.  Die  Summen,  gebildet  aus  den  grössten  und 
kleinsten  Werthen  der  Function:  Gj^  und  g/^  im  Intervalle  r^t 

^G^,  r^,  und  ^V  -^/^ 
nähern  sich  bei  diesem  Processe,  die  erste  bei  fortwährender  Abnahme 


*)  Es  bleibt  hier  cbcuso  wie  bei  den  Hnearen  Intervallen  j^anz  gleichgültig', 
nach  welchem  Gesetze  die  Folge  der  Summanden  «^^clüidet  wird.  Auch  bei  jenen 
war  man,  da  es  sich  um  endliche  Summen  handelt,  deren  Kigunsclialt  einen  (Jrcn/.- 
wertli  zu  besitzen  nachgewiesen  werden  sollte,  keineswegs  gen()iliigt,  die  lnU;r- 
viille  eben  nur  in  der  Aufeinanderfolge  zu  nehmen,  wie  sie  im  Intervalle  a  bis  h 
sieh  an  einander  reihen.  Anders  verhält  sich  dies  bei  dem  Grenzübergange  für 
Integrale,  in  denen  die  zu  integrirende  Function  unendlich  wird. 


Das  Doppelintegral.  311 

die  zweite   bei  t'ortwähreiuler   Zunahme,  je  einer  bestimmten  Grenze, 
und  diese  beiden  Grenzen  werden  einander  nur  dann  gleich,  wenn 

wird. 

Drittens  erkennt  man,  dass  derselbe  Grenzwerth  erhalten  wird 
bei  einer  anderen  Theilung  derselben  Art,  indem  man  zwei  verschie- 
dene Theilungen,  deren  jede  schon  so  weit  getrieben  ist,  dass  sie  sich 
von  ihrem  Grenzwerthe  beliebig  wenig  unterscheidet,  gleichzeitig  be- 
trachtet, und  diese  aus  der  Vereinigung  hervorgegangene  als  eine  Fort- 
setzung sowohl  der  einen  wie  der  anderen  Theilung  ansieht. 

Endlich  sieht  man  ein,  dass  es  auch,  falls  die  obige  Bedingung 
erfüllt  ist,  gestattet  ist,  den  Theilungsprocess  so  zu  vollziehen,  dass 
dabei  nicht  die  Grenzen  einer  früheren  Theilung  erhalten  bleiben,  weil 
auch  die  Reihe  von  Werthen,  welche  man  auf  diese  Weise  bildet,  einen 
bestimmten  Grenzwerth  erhält,  und  jedes  Glied  dieser  Reihe  sich  von 
dem  nach  dem  früheren  Verfahren  gewonnenen  Grenzwerthe  schliess- 
lich beliebig  wenig  unterscheidet. 

107.  Die  nothwendige  Bedingung  ist  erfüllt: 

Erstens  wenn  f{x,  y)  eine  allenthalben  stetige  Function  ist  (§.52). 

Zweitens  wenn  f{x^  y)  in  einzelnen  Punkten  oder  in  einzelnen 
Linien  (oo'  Stellen)  unstetig  oder  unbestimmt  (zwischen  endlichen 
Grenzen)  wird,  oder  auch  unendlich  viele  Maxima  und  Minima  mit 
endlichen  Schwankungen  besitzt. 

Drittens  wenn  f{Xy  y)  in  unendlich  vielen  Linien  {pd^  Stellen) 
unstetig,  unbestimmt  oder  unendlich  oft  schwankend  wird,  wenn  aber 
die  Summe  der  Flächen  demente,  in  denen  die  Schwankungen  Z)^,  grösser 
als  eine  beliebig  kleine  Zahl  (5  sind,  beliebig  klein  gemacht  werden 
kann. 

Diese  dritte  Forderung,  welche  die  ersten  beiden  umfasst,  führt 
zu  einer  Erweiterung  der  von  Cantor  begründeten  TJnterscheidong 
von  Punktmengen  in  einem  Gebiete  von  zwei  Dimensionen,  indem 
man  von  den  linearen  Mengen  zu  den  ebenen  Mengen  aufsteigt. 
Unendlich  viele  Linien  geben  noch  keine  ebene  Punktmenge,  wenn 
ihre  Anfangselemente  eine  discrute  Punktmenge  bilden;  dagegen  erhält 
man  eine  ebene  Menge  von  Punkten,  wenn  die  Anfangselemente  selbst 
einer  linearen  Mannigfaltigkeit  angehören.  Doch  beschränkt  sich  die 
folgende  Untersuchung  auf  Functionen,  welche  der  ersten  oder  zweiten 
Forderung  genügen,  und  die  dritte  Möglichkeit  wird  nur  gelegentlich 
angeführt  werden. 

Der  Grcnztverth  der  Summe: 

Lim  [/'(tj)  .  Tj  +  f{t.,)  .  r^  +  .  .  .  /"(t,,)  .  r,.]         für  n  =  oo 
wird  gewöhnlich  mit 
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/  7/'(^S  y)  (^'^  ify  ^^^''er  jf{x,  y)  clT 

h 

heseichnet^  und  heisst  das  bestimmte  Doppelintcyral  im  Gebiete  T. 
Das   bestimmte   Doppelintegral   ist   ebenso   wie  das  einfache  einer 
geometrischen  Deutung  fähig.     Trägt  man   den   Werth  der  Function 
z  ==  f{Xy  y)  senkrecht  zur  horizontalen  Ebene  auf,  so  stellt 

jfUy)dT 

das  Volumen  des  cylindrischen  Körpers  dar,  dessen  Basis  die  von  der 
Curve  (p{x^  y)  umsclilossene  Fläche  bildet,  und  der  oberhalb  der  Hori- 
zontalebene von  der  Fläche  z  =  f(x,  y)  begrenzt  ist*). 

unter  den  Sätzen,  welche  aus  dieser  Definition  des  Doppelinte- 
grales hervorgehen,  hebe  ich  nur  die  folgenden  heraus. 

1.  Sind  cpiXjij)  und  ^{^x,y)  endhche  integrabele  Functionen  in 
einem  Gebiete,  so  ist  auch  ihr  Product  integrabel  in  demselben  Ge- 
biete.    (Beweis  wie  im  §.  146.) 

2.  Der  erste  Mittel  wer  thsatz:  Hat  die  Function  cp  überall 
im  Integrationsgebiete  dasselbe  Zeichen,  und  bedeutet  G  den  grössten, 
g  den  kleinsten  Werth  von  /'  in  demselben  Gebiete,  so  ist 

jf(x,  y) .  q>{x,  y)dT  =  [^  +  Q{G  -  g)]j^U  y)äT  (0<:  0  .<!). 

Ist  insbesondere  feine  durchweg  stetige  Function,  so  ist  der  Werth 
von  g -\- Q {G — g)  unter  den  Werthen,  die  f  in  Gebiete  annimmt, 
jedenfalls  enthalten. 

168.  Um  den  Werth  des  Doppelintegrales  zu  ermitteln,  sucht  man 

es    auf   zwei    einfache  Integra- 
tionen zurückzuführen. 

Da  die  Art  der  Theilung  in 
Flächenelemente  ganz  gleich- 
gültig ist,  so  denke  man  sich 
die  Netztheilung  parallel  den 
Coordinatenaxen  für  die  Zer- 
legung der  Fläche  ausgeführt. 
Jede  Linie  parallel  der  Abscissen- 
axe  soll  in  einer  endlichen  (ge- 
raden) Anzahl  von  Stelleu  die 
Begrenzungscurve  durchschnei- 
den, desgleichen  jede  Linie  paral- 

*)  Durch  die  geometrischen  Probleme,  die  Volumbestimmung  und  die  Aus- 
messung gekrümmter  Flächen,  wurde  der  analytische  Begriff'  des  Dopiielintcgrales 
eingelührt.  Die  Riemann'sclien  Untersuchungen  über  das  bestimmte  Integral 
stellten  auch  für  das  doppelte,  sowie  für  die  mehrfachen  Integrale  das  grundlegende 
Princip  fest. 
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lel  der  Ordinateiiaxe.  Dann  kann  man  das  Gebiet  vermittelst  einer 
endlichen  Anzahl  von  Parallellinien  in  endliche  Flächenstücke  zerlegen, 
deren  Begrenzung  von  den  Linien  des  Netzes  nur  in  zwei  Stellen  über- 
schritten wird.  Auf  solch  einen  einfach  gestalteten  Theil,  eine  Ele- 
mentarfläche, bezieht  sich  die  folgende  Untersuchung. 

Es  seien  a  und  6  die  extremen  Werthe  von  Xj  a  und  /3  die  von 
?/,  welche  zu  Punkten  der  Begrenzungscurve  gehören.  Bezeichnet  dann 
,/), ,  v/,,  eine  beliebige  Stelle  im  Bereiche,  so  ist,  wenn  x^j^x  —  ic^,  ?/,,+i  —  yv 
die  Längen  der  Seiten  des  Rechteckes  ausdrücken,  deren  eine  Ecke 
diese  Stelle  ist,  die  Doppelsumme  zu  bilden: 

Man  kann  nun  diese  Summation  in  zweierlei  Weise  ausführen:  ent- 
weder, indem  man  zuerst  alle  die  Werthe  summirt,  welche  denselben 
Factor  x^ji^\ — x^^  haben,  und  alsdann  diese  Grössen  addirt;  oder  in- 
dem man  umgekehrt  die  Glieder  mit  dem  gleichen  Factor  y^+i  —  yv 
vereinigt,  und  alsdann  diese  Werthe  summirt.  Die  beiden  verschie- 
denen Processe  werden  symbolisch  angedeutet  durch: 


und 


te+i  —  *>)2^(2/r+i  —  !/.)  /"(^Vo  2/^) 


(2/v+i  -  2/v)  ^(^/.-f-i  — ^/t)  fi?hn  «/.)• 


Wenn  man  auch  die  Grenzprocesse  in  dieser  Aufeinanderfolge  voll- 
zieht, indem  die  Differenzen  (^/r+i  —  ?/')  und  {x^^J^l  —  x^')  nach  Null 
convergiren,  so  denke  man  sich  im  ersten  Falle  ,die  Differenzen 
(?/,4-i  —  yv)  so  klein  gewählt,  dass  der  Werth  von 

^iVv+i  -  yr)f(xu,  yv) 

sich  von  dem  Werthe  des  bestimmten  Integrales 

f{Xf,,y)dy 

yjf) 

nur  um  eine  Grösse  A(:r^,)  unterscheidet,  deren  absoluter  Betrag  durch 
Verkleinerung  der  Abstände  ?/,-j-i  —  y,.  beliebig  klein  gemaclit  wer- 
den kann. 

Lideni  nämlich  die  überall  endliche  Function  /"  den  Bedingungen 
des  §.  107  unterworfen  ist,  ist  sie  im  allgemeinen  eine  hinsichtlich 
y  integrirbare  Function,  und  es  kann  nur  für  einzelne  Werthe  von  Xf,i 
(oder  auch  für  eine  discrete  Mannigfaltigkeit)  das  Integral  seine  Bedeu- 
tung verlieren.     Also  ist: 


j 
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y](j)v+i  —  yy)f{^Myr)  =   fUfoy)dy  +  ^M- 

Die  Grössen  yQ^f'^  ubd  t/j^''^  bedeuten  die  Werthe  von  y  an  den  Grenzen 
des  Gebietes,  welche  zu  X/^  gehören;  man  l<ann  sie  als  Functionen  von 
ic^  auch  bezeichnen  durch  die  Gleichungen:  2/ü^'"^==  cpiX/^i)  ?/,<-'*)=  tp{Xu). 
Aus  dieser  Gleichung  folgt  weiter: 

^fe+i  -  -^vO^^ÖA'+i  — 2/.0/'(^/o2/v)  ==  ^{x^c+i—Xi,,)lf{Xf„y)dy  + 
''  '  ''  2/>) 

Lässt  man  nun  die  Intervalle  Xu-\.i  — X/^  nach  Null  convergiren,  so 
erhält  die  rechte  Seite  den  Werth: 

jäxj  f{x,  y)  dy  +j  A  {x)  dx. 

a  (f  (x)  a 

Da  aber  der  absohite  Betrag  von  A  für  alle  Werthe  von  j;  mit  Aus- 
nahme vereinzelter  (oder  einer  discreten  Punktmenge),  die  auf  den  Werth 
des  Integrales  ohne  Einfluss  sind,  beliebig  klein  gemacht  werden  kann, 
so  ist  auch  der  Werth  dieses  zweiten  Integrales  beliebig  klein,   d.  h. 

Um^(Xf,+i—  x^,)^{y,+i—  yr)f{x^,yr)  =J  J  f{x,y)dxdy 

=J  dxj  f{x,y)dy.*) 

a  y  =  (p[x) 

In  gleicher  Weise  findet  man  durch  den  zweiten  Process  das  Doppel- 
integral gleich 

jdxjt\x,y)dx, 

wenn  cp^{y)  und  ti{y)  die  Werthe  bezeichnen,  die  x  an  den  Grenzen 
des  Gebietes  bei  den  verschiedenen  Werthen  von  y  annimmt. 

Ist  die  Begrenzung  des  Gebietes  z.  B.  eine  Ellipse,  deren  Gleichung: 


•)  Es  ist  bei  dieser  Gleichung  zu  beachten,  dass  die  Gültigkeit  des  bestimmten 
Doppelintegrales  vorausgesetzt  ist;  und  dass  bei  dieser  Annahme  seine  Identität 
mit  dem  Werthe  erwiesen  ist,  welcher  sich  bei  den  aufeinanderfolgenden  Integra- 
tionen der  rechten  Seite  ergiebt.  Es  ist  nicht  umgekehrt  gestattet,  von  der  rechten 
Seite  auf  die  linke  zu  schliesseu.  (§.  171.) 
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so  wird : 


:+ya^: 


:=+yfP^ 


/  dxj  fix, y)  dy  =J  dy  I  t\x,y)dx  =IJ  A^', 2/) ^^^2/ • 


y=-^,^^^ 


•.=-^jVrZy. 


Ist  die  BegrenzuDg  des  Gebietes 
ein  gleichschenkliges  rechtwinkliges 
Dreieck  ABC  derart,  dass  x  von 
a  bis  h  sich  erstreckt,  während  bei 
jedem  Werthe  von  x,  y  von  a  bis  x 
läuft,  so  variirt  umgekehrt  x  bei  jedem 
Werthe  von  y  zwischen  den  Gren- 
zen y  und  h,  und  es  ist 


0  X  0  0 

J  j  f{^y)ät=j  dxj  f{xy)dy  ^J  dyj  f{xy)dx . 

a  a  a  y 

(Diese  Regel  kam  in  §.  146  VI  zur  Anwendung.) 

Ist  die  Begrenzung  des  Gebietes  ein  Rechteck,  so  bekommt  y  für 
jeden  Werth  von  x  dieselben  Grenzen  a  und  /3,  x  für  jeden  Werth 
von  y  die  Grenzen  a  und  h\  und  man  erhält  aus  dem  behandelten 
Theoreme  den  Specialsatz: 

Ist  f(x,y)  eine  integrdbele  Function ,  so  ist: 

b  (i  [i  Ij 

jdxj f(x, y) dy  =j  dyj  f{x, y)dx. 

a  a  a  a 

Dieser  Satz  enthält  eine  Erweiterung  der  Bedingung  für  die  Vertausch- 
barkeit  der  Integrationenfolge  bei  der  Integration  einer  Function  nach 
einem  Parameter,  wie  sie  im  §.  153  gegeben  wurde.  Denn  er  verlangt 
nur  als  hinreichende  Bedingung  die  Endlichkeit  und  doppelte  Integrir- 
barkeit  der  Function /"(.r, 2/),  nicht  mehr  die  völlige  Stetigkeit  in  einem 
Gebiete. 

161).    Das  Doppelintegral 

Jdxjf{x,y)dy 

a  a 

mit  Grenzen  die  von  einander  unabhängig  sind,  ist,  als  Function  der 
oberen  Grenzeji  O  (6, /3)  •  betrachtet,  eine  stetige  Function  dieser  beiden 
Grössen.  Denn  es  ist,  vorausgesetzt  dass  h  und  ß  im  Integrations- 
gebiete von  /■  liegen: 
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b-{-h     fi  +  k  b  [i 

<t>(b  +  h,ß  +  k)  -  ^(h,ß)  =J<l=cJ  fix,  y)  chj-Jdxjf{x,  y)dy 

a  a  a  a 

b  ß  +  k  b  +  h      ß-{-k 

j  ^j  /"(^"j  y)(^y  +  j  (^'^jt\^,y)äy 

aß  b  u 

ti-\-k        b  b-\-h       ti  +  k 

,i  ii  b  u 

da  die  Folge  der  Integratioueu  vertauscht  werden  darf.  Diese  Gleichung 
führt  auf  die  Form 

0(2,  +  /^,  ^  -|_  ^)  _  0(6,^)  =  IcM  +  hN, 

wobei  31  und  N  endliche  Grössen  sind-,  demnach  ist  die  Bedingung 
der  Stetigkeit  erfüllt. 

Auch   die  partiellen  Ableitungen  nach  h  und  ß  ergeben   sich   aus 
dieser  Gleichung.     Setzt  man  Ic  gleich  Null,  so  folgt: 

h+h    ß 
ct)(2>  +  k^  ß)  -_  <^ilj^ß)  =^J[i^J}^^^,jyiy, 

b  a 

Ist  nun  I  f(x,y)dy  im  Intervall  von  x  gleich  h  bis  x  gleich  h  -\-  h  eine 

a 

stetige  Function  von  x,  und  bezeichnet  man  einen  Mittelwerth  mit 

[ffi=o,!/)dy], 
SO  ist: 

A  =:  0  a  z:=b 

Ist  f  an  der  Stelle  x  =  h  für  alle  Werthe  von  y  gleich  a  bis  y  gleich  ß 
eine  im  allgemeinen  gleichmässig  stetige  Function  von  x^  so  dass  sich 
mit  Ausnahme  einzelner  Werthe  von  y  (oder  einer  discreten  Mannig- 
faltigkeit) ein  Werth  h  angeben  lässt,  für  welchen  unabhängig  von 
dem  Werthe  y: 

ahH[f{b  +  Qh,y)-f(b,y)\<d 
(vergl.  §.  Ö2)  ist,  so  lässt  sich  diese  Gleichung  auch  schreiben: 

^^-ji\y.y)dy.    • 

a 

Desgleichen  wird  unter  der  analogen  Bedingung: 
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^•  — 0  a  y  =  fi 

oder  wenn  /'  eine  gleichmiissig  stetige  Function  von  y  an  der  Stelle  ^, 
im  ganzen  Intervall  von  x  gleich  a  bis  x  gleich  h 

b 


2*^    ■.j'f{x,ß)dx. 


dß 

a 

In  diesem  Falle  gilt  auch,  wie  die  obige  Gleichung  lehrt,  der  Satz  vom 
totalen  Differentiale : 

Auch  wird 

Mithin  ist  bewiesen:  Das  bestimmte  Boppelintegral  mit  constanten 
Grenzen  ist  eine  stetige  Function  der  oberen  Grenze,  für  welche ,  falls 
die  zu  integrlrende  Function  in  der  Umgebung  von  x  =  b  eine  gleich- 
massig  stetige  Function  von  x  bei  allen  Werthen  von  y  und  in  der  Um- 
gebung von  y  =  ß  eine  gleichmüssig  stetige  Function  von  y  bei  edlen 
Werthen  von  x  ist,  der  Satz  vom  totalen  Differentiale  und  von  der  Ver- 
tauschung der  Differentiationsordnung  besteht. 

Die  angegebene  Bedingung  ist  insbesondere  für  jede  Stelle  im  Ge- 
biete erfüllt,  wenn  die  Function /*  im  ganzen  Gebiete  ausnahmslos  eine 
stetige  Function  der  beiden  Variabelen  ist. 

Es  lässt  sich  mit  Hülfe  dieser  Sätze  auch  die  Bedingung  für  die 
Differentiirbarkeit    einer  Function    nach    einem   Parameter  unter  dem 

b 

Integral  (§.  151)  in  neuer  Form  angeben.   Damit  das  Integral  /  f{x^a)dx 

(i 
nach  dem  Parameter  a  differentiirt  für  einen  bestimmten  Werth  «  =  «' 
gleich  werde: 

6 


[JH^..] 


dfix  cc) 
für  alle  Werthe  von  «'  zwischen  ß  und  y,  genügt  es,  dass     'v;  -      eine 

im  Gebiete  x  =  ahis  x  ==bf  a  =  ß  his  a  =  y  integrabele  Function  und 


./ 


mx,.)^j^ 


eine  stetige  Function  von  a  sei.     Denn  dann  ist 

/f  t"' ''-'« -Af't'  '>"  -ß"/^  "^' 
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oder,  da: 


r 


(mit  Ausnahme  einzelner  Werthe  von  x  oder   einer  discreten  Menge), 
so  wird: 

b  h  y  b 

Jf(x,y)äx  -ffix,ß)dx  =ßaß-fi^  dx. 

a  a  [i  a 

DifFerentiirt  man  diese  Gleichung. nach  y^  so  ist  unter  den  angegebenen 
Bedingungen : 

b 

dff\x,y)dx  b 


dy 


a  =  Y 


Das  Integral  der  rechten  Seite  braucht  nicht  ohne  weiteres  gleich 


sn-i^] 


dx 


zu  sein;   wird  es  aber,   wenn  -^—   im  allgemeinen  für  die  Werthe 

von  X  =  a  bis  x  =  h  eine  gleichmässig  stetige  Function  von  a  in  der 
Umgebung  der  Stelle  a  =y  ist. 

170.  Substitution  neuer  Veränderlicher  in  das  Doppel- 
integral. 

Die  Theilung  in  Flächenelemente  kann  man  durch  ein  beliebiges 
Curvennetz  vollziehen.     Man  setze: 

so  gehört  zu  jedem  constanten 
Werthe  von  p  eine  Curve,  eben- 
so zu  jedem  Werthe  von  q. 
Man  denke  sich,  dass  jede 
p-CuYve  von  jeder  g'-Curve  inner- 
halb des  für  das  Doppelintegral 
geltenden  Gebietes  iu  einem 
Punkte  geschnitten  wird,  und 
betrachte  das  geradlinige  Vier- 
eck, welches  von  den  Schnitt- 
punkten bestimmt  wird,  mit  den 
Coordinaten : 

y\=^(p,Q)>  yt=H^{p+^p.(i\y^=^{p^a+M),y\^i^{p+^p>^i+^Q)' 

Dieses  Viereck  bekommt  den  Flächeninhalt: 


^^y 


Fig:.  15. 
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r  =  A  abs  [_{x^  —  X,)  (7/3  -  2/,)  +  (:r,  —  ^3)  (2/4  -  2/,)] . 

« 
Die  verschwindende  Grenze,   welcher  dieser  Ausdruck  zustrebt,   wenn 
die  Grössen  Ap  und  A(/  nach  Null  convergiren,  ist  zugleich  die  Grenze 
für  das  durch  die  Curven  begrenzte  Viereck,  und  wird,  da: 

^4  -  ^1  =  9>(P  +  ^l\  ^  + Ag)  -  9^  (l),(Z)  =|f  f^JP  +  ^^  ^h 

o^  —  X.^  =  (p{p  +  Ai),  q)  ~(p{p,q  +  Aq)  =  ^(p{p,q)  +  |^  J^^J  — 

2/4-  yi  =  t{p  +  Ap,q  +  ^q)  —  t{p,q)=^^dp  +  ^dq 

2/3  -  2/2  =  ^(i';  ^  +  As)  -  ^(2?  +  Ai9,  g)  =  ||  f^(Z  —  H"  dp,"") 
durch  das  Differential  dargestellt: 

Sonach  ist 

Bei  Polarcoordinaten  wird: 

X  =  r  cos  cp,     y  =  r  sin  9), 
also 

dx  dx  '  dy         ■  dy 

^—  =:  cos  op,      7-  =  —  T  Sin  op,       .v*^  =  siii  Qp,       .^  -^  =  r  cos  qp, 

dT  =  rdrd(p. 

I  I  f{^iy)cl'X_dy  =  11  f{^^  cos  9),  r  sin  9)  rdrdcp. 

Für  die  Substitution  neuer  Veränderlicher  in  das  Doppelintegral 
ist  es  wichtig,  einen  rein  analytischen  Beweis  zu  führen,  bei  welchem 
keine  geometrischen  Vorstellungen  benutzt  werden,  um  eine  Methode 
zu  gewinnen,  welche  auch  bei  mehrfachen  Integralen  anwendbar  bleibt. 

Hat  man  das  Doppelintegral  in  die  Form  successiver  Integrationen 

gebracht 

fr,         y.  . 

/  /  f\x,y)dxdy  =J dxl f{x,y)dy, 

so  kann  man  mit  Benutzung  der  Sätze  für  das  einfache  Integral  fol- 
srendermassen  verfahren. 


*)  Für  die  Functionen  qp  und  i/>  ist  der  Satz  vom  totalen  Differentiale  an- 
wendbar, wenn  in  jedem  der  beiden  Systeme  auch  die  Tangenten richtung  con- 
tinuirlich  verllnderlicli  von  den  Punkten  der  Ebene  abliängt. 
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Erstlich:  Ist  x  =  (p{p),  y  =  tf^{q\  und  entsprechen  den  Werthen 
?/^  und  «/i  die  Werthe  g^  und  q^  derart,  dass,  während  y  von  2/0  his  «/, 
wächst,  q  von  g^  bis  q^  ebenfalls  wächst,  so  ist 

JdxJf{,x,y)dy=JdxJf{x,i,)  ||  f?^  =^5^"^  äpj'f{^>,t)^dq 

oder 

fffi^,y)dxdy  =JJa^,i,)  ^^dpdq; 

beide  Integrale  erstreckt  über  das  nämliche  Gebiet. 

Zweitens:  Ist  rz;  =  (p(p)y  y  =  ^(i^,(Z);  so  kann  man  sich  zunächst 
durch  Elimination  vonp  y  als  Function  von  x  und  q  berechnet  denken: 

y  =  xi^^Q.) 

und  es  sollen  bei  jedem  Werthe  von  x  zu  wachsenden  Werthen  von  y 
ebenfalls  wachsende  Werthe  von  q  gehören;  dann  wird 

JdxJ'f{x,y) dy  ^j'dxj'ax, x)  \\  dq  ^ßj^  dpj'f(,p, t) g  dq 

«  Vo  «  %  Po  9o 

oder 

j  jf(ß^,y)äxdy  =J  J  f((p,ij)  abs  r||  ^^^dpdq  , 

da  X  durch  die  Substitution  x  =  q)(p)  in  i^  übergeht,  und  ^^  =  ^^  ist. 

Daraus  folgt  drittens  der  allgemeine  Fall,  indem  man  an  Stelle 
von  p  eine  Function  p  =  x{P)Q)  einführt,  q  beibehält,  und  nun  die 
im  zweiten  Falle  gewonnene  Transformationsgleichung  benutzt.  Man 
bezeichne : 

SO  ist  entsprechend  dem  zweiten  Falle: 

fffW,f)['^ff  ^^]äpdq=fffi<^,r)[^  ^^l^.äpdq. 

p=x{p\q) 
Du  nun 

(p{p)  =  (t>  (/,  g),      f  {p^  g)  =  H'  (p ',  g), 

wenn  j?  als  Function  von  p'  und  g  betrachtet  wird,  so  folgt: 

a0  _  dqp    dp  ^^^_  .  ^P 

dp'       dp   dp' ^        dp'       dp   dp'' 

d<i>       d^    dp  ^^^    ^4.^ 

dq'^dp'dq'  dq         dp' dq'^   dq' 

also  ist  als   Function  von  p'  und  g 

[ao  d'v  _d^  a^]  ^  pqj  ap  a^^l  ^  faqp  a-»/'    a^l 

UF  a«       dp'  dq\        Vdp  dp'  dq]        Idp  '  dq  '  dp']  ' 

P=XiP'>9) 
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mithin  das  obige  Doppelintegral  für  3:  =  (\>{p\q),  y  =  V(j|)',^) 
JJfir.,y)a.äy^JJm^)  abs  ßj  g  -  fj  ||].p-.,. 

171.  Wird  die  zu  integrirende  Function  an  einzelnen  Stellen  im 
(jicbiete  in  bestimmter  Weise  unendlich  gross  oder  unbestimmt  zwischen 
unendlichen  Grenzen,  so  denke  man  sich  jede  dieser  Stellen  mit  einer 
geschlossenen  Begrenzungscurve  umgeben.  Es  entsteht  die  Frage: 
unter  welcher  Bedingung  bleibt  die  Function  f{x,y)  in  solch  einem 
Gebiete  mit  einer  Unendlichkeitsstelle  integrabel?  Heissen  die  Coor- 
dinaten  der  Stelle  x  =  a,  y  =  h  und  umschliesst  man  dieselbe  etwa 
mit  einem  beliebig  kleinen  Kreise,  dessen  Mittelpunkt  diese  Stelle  und 
dessen  Radius  }\  ist,  so,  bekommt  jeder  Punkt  auf  dem  Kreise  oder 
im  Inneren  Coordinaten  Xj  y,  für  welchg: 

X  =  a  -}-  r  cos  qp,       y  =  h  -{-  r  sin  cp, 

(0  <  r<r,)  {0<:(p^2  7t). 

Damit  nun  das  Doppelintegral  in  dem  Gebiete  von  der  äusseren  Be- 
grenzung an  bis  zu  der  Peripherie  dieses  Kreises  einen  endlichen  be- 
stimmten Werth  liefert,  wie  klein  auch  der  Radius  r,  genommen  wird, 
niuss  die  notli wendige  und  hinreichende  Bedingung  erfüllt  sein,  dass 
das  Doppelintegral 

/  / /(^  +  ^'  cos  (jp,  h  -\-  r  sin  (p)  rdrdq) 

ausgedehnt  über  das  Innere  des  Kreises  mit  dem  Radius  r,  gleichzeitig 
mit  r^  nach  Null  convergirt,  oder  anders  ausgedrückt,  es  muss  sich 
eine  obere  Grenze  für  r,  ermitteln  lassen,  so  dass  das  Doppelintegral 
ausgedehnt  über  einen  concentrischen  Kreisring  mit  den  Begrenzungs- 
kreisen  r^  und  r^  <  r^  kleiner  bleibt  als  irgendwelche  Grösse  d,  wie 
klein  auch  r.,  genommen  wird. 

Wird  die  Function  f{a  +  *'  cos  (p,  h  -{-  r  sin  g;)  für  r  =  0  (bei 
allen  Werthen  von  cp)  in  bestimmter  Weise  unendlich,  so  kann  man 
eine  Grenze  für  die  Ordnung  des  Unendlichwerdens  angeben,  die  niciit 
überschritten  werden  darf,  soll  das  Integral  endlich  bleiben.  J'Js  muss 
f  von  niederer  als  der  zweiten  Ordnung  unendlich  werden^  d.  h.  es  muss 
in  der  Umgebung  der  Stelle  bei  allen  Werthen  von  cp 

IWj)  <  ^ 

sein,  wobei  C  eine  Constante,  «  eine  Zahl  kleiner  als  2  bezeichnet. 
Denn  wäre 

so  würde  in  einem  Kreisringe 

Harnaok,  Dififereutial-  u.  Integralreclmimg.  21 
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2rt  r, 

JJf{x,y)dT>  ej'dcpf^  =  c2^  [l{r,)~l{r,)\, 

lind  dieser  Ausdruck  wird  für  r,  =  0  unendlich. 

In  solch  einem  Falle,  wo  das  Doppeliutegral  einen  bestimmten 
Werth  hat ,  ist  dieser  Werth  stets  auch  unabhängig  von  der  Inte- 
grationsfolge. 

Andererseits  ist  zu  bemerken,  dass,  wenn  das  Doppelintegral  bei 
unendlich  werdender  Function  keinen  endlichen  Werth  mehr  hat, 
die  successiven  Integrationen  endliche  Werthe  liefern  können,  doch 
brauchen  dieselben  nicht  gleich  zu  sein.  Man  nennt  in  diesem  Falle 
das  durch  successive  Integrationen  in  bestimmter  Reihenfolge  definirte 
Doppelintegral  ein  singuläres. 

So  ist  z.  B.  in  dem  §.  153  angegebenen  Beispiel^) 

0  ^u  0  0        0 

11  1  11 

0  0  Ü  Ü  0 

während  das  Doppelintegral 

in  dem  Rechtecke  x  =  0  h\^  x  ==  1,  y  =  0  bis  ?/  =  1  ohne  Bedeutung 
ist;  denn  an  der  Stelle  x  =  0,  y  =  0  wird  die  zu  integrirende  Function 
ganz  unbestimmt  und  bekommt  in  der  Umgebung  dieser  Stelle  uji- 
endlich  grosso  Werthe  von  der  zweiten  Ordnung.   In  der  That,  setzt  man 

X  =  r  cos  cp,         y  =  r  sin  go, 
so  wird 

y^—  x^    —  cos  2 q) 

also  in  einem  Quadranten,  welcher  die  Ecke  umschliesst,  wächst 

n 

2  /•, 

J  —  coH2(p(l(p  l'^'J' 
logarithmisch  über  jede  Grenze.     Dagegen  hat  z.  B. 


*)  Cauchy:    Le9on8,  redigees  par  Moigno:   S.  85. 
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einen  endlichen  Werth,  weil  die  zu  integrirende  Function  zwar  un- 
stetig und  unbestimmt  im  Punkte  ic  =  0,  y  =  0  wird,  jedoch  end- 
lich bleibt. 


Auch  hat  das  Doppelintegral 


//: 


dx  dy 

x^-fy 


für  X  >  0;  y  >  0  einen  endlichen  Werth,  wiewohl  die  Function  in  der 
Richtung  der  Abscissenaxe  (aber  nur  in  dieser)  von  der  zweiten  Ord- 
nung an  der  Stelle  x  =  0  unendlich  wird.  Um  dieses  nachzuweisen, 
berechne  man  den  Werth  des  Doppelintegrales  für  ein  Rechteck  von 
X  =  0  his  X  =  a,  y  =  h  bis  y  =  Cj  es  wird: 

/-/Ä  =/^ '^  =  «^«^:  +  2K.'arctg  ^  -  2/6arctg;=  • 

0  6  0 

Lässt  man  nun  c  und  h  ^  c  irgendwie  nach  Null  convergiren,  so  con- 
vergirt  die  rechte  Seite  nach  Null. 

Die  Werthe  der  successiven  Integrationen  brauchen  nicht  ver- 
schieden zu  sein,  wenn  auch  das  Doppelintegral  keine  Bedeutung  hat. 
Es  ist  in  dem  ersten  Beispiel: 

CO  CO  00  CO 

Jdy  \  , K  -^~9^i  dx  =   I  dx  I  ,^,-^^T^  dy  ==  0, 

0  0  0  0 

während  das  Doppelintegral  für  das  Gebiet,  das  hier  ein  unendliches 
ist,  nicht  existirt. 

Wird  die  Function  f  längs  einer  ganzen  Curve  im  Gebiete  un- 
endlich, so  nehme  man  dieselbe  zur  Linie  p  =  const.     Das  Product 


AP''')(ifii-iii:)(^'-^^) 


darf  dann  in  der  Umgebung  der  Linie  p  =  r  nicht  gleich  oder  grösser 
sein  als  eine  endliche  Zahl  J.,  denn  sonst  wäre 

djj 


jJr,iT>Aß,ß 


i 


So  hat  z.  B.  das  Doppelintegral/   /'.2_r^^  keinen  endlichen  Werth 

in  einem  Gebiete,  in  welchem  die  Parabel  x^-\-y  =  0  gelegen  ist. 

Umgekehrt,  wenn  f  so  beschaffen  ist,  dass  in  der  Umgebung  der 
Linie  p  =  c 

/•a','z)(|^4--|^|;)(p-c)''<^  ..".1  (0<«<i). 

so  hat  das  Integral  einen  endlichen  Werth,  denn  es  ist  kleiner  als 

21* 
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dp 


'f'^U 


er 

Mit  anderen  Worten:  Wird  die  Function  in  bestimmter  Weise  längs 
einer  ganzen  Curve  unendlich ^  so  genügt  es,  dass  sie  von  niederer  als 
der  ersten  Ordnung  unendlich  wird,  damit  das  Doppelintegral  endlich 
bleibt.  Der  Satz  von  der  Vertauschbarkeit  der  lutegrationenfolge  bleibt 
dabei  besteben. 

172.  Ist  das  Integrationsgebiet  unendlich,  so  versteht  man 
unter  dem  Doppelintegral,  ausgedehnt  über  die  unendliche  Fläche,  den 
endlichen  Grenzwerth,  welchen  dasselbe  annimmt,  indem  zunächst  das 
Doppelintegral  für  eine  endliche  Fläche  ermittelt  und  dieses  endliche 
Gebiet  so  erweitert  wird,  dass  es  in  den  unendlichen  Bereich  über- 
geht. Man  hat  dabei  zu  untersuchen,  unter  welchen  Bedingungen 
sich  ein  endlicher  Grenzwerth  ergiebt. 

Der  Uebergang  vom  endlichen  zum  unendlichen  Bereiche  wird  je 
nach  der  Definition  des  letzteren  verschieden  vollzogen.  Soll  derselbe 
die  ganze  Ebene  umfassen,  so  bilde  man  das  Doppelintegral  für  ein 
beliebiges  Rechteck  von  x  gleich  a  bis  x  gleich  6,  y  gleich  a  bis 
7/  gleich  /3,  und  lasse  a  und  a  negativ,  b  und  ß  positiv  über  alle  Gren- 
zen wachsen. 

Ist  das  unendliche  Gebiet  nur  ein  unendlicher  Ausschnitt  der  P]bene, 
der  durch  gerade  Linien  oder  durch  eine  nicht  geschlossene  Curve  be- 
grenzt ist,  so  hat  man  sich  bei  dem  Grenzübergange  nach  dieser  Be- 
grenzungscurve  zu  richten. 

Soll  z.  B.  das  Doppelintegral  erstreckt  werden  über  das  Innere 
der  Parabel,  deren  Gleichung  y'^  =  2px  ist,  so  kann  man 

I  'V(^;  y)  ^^^'  =  ^im   (dx  il\^j  y)  ^^y  =  Lim    Idy  (fix,  y)  dx 

ü  y  =  —y2px  -  b        X  —  — 

setzen, 

Ist  das  Doppelintegral  zu  bilden  für  das  Innere  eines  Hyperbel- 
astes, dessen  Gleichung  lautet:  a;  >  0,  xy  =  Je ,  so  lässt  sich  dasselbe 
definiren: 

ab  b  a 

I  f{-^'>  y)dT  =  Lim  j dx  i f(x,  y)dy  =  Lim  idy  f  /\x,  y)  dx. 

x  =  ~-   ij=  y=        x~ 

b  X  u  y 

Der  Werth  des  Doppelintegrales  wird  ein  singulärer,  wenn  er  von 
der  Art,  wie  a  und  h  unendlich  werden,  abhängig  ist. 

Besitzt  die  zu  integrirende  Function  f{Xy  y)  bei  beliebig  wachsen- 
den Werthen  von  x  und  ?/  schliesslich  keine  Maxima  und  Minima  mehr, 
derart,  dass  /'(r  cos^,  2/ sin  qo)  innerhalb  des  Integralgebietes  bei  jedem 
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Werthe  von  (jp  mit  unendlich  wachsendem  Wertho  von  r  nach  Null 
convergirt,  und  zwar  von  höherer  als  der  zweiten  Ordnung,  so  dass 
von  einem  gewissen  Werthe  r^  ab 

f(r  COS cp^  r  sincp)  <^t~         («  >  2) 

bleibt,  so  ist  das  Doppelintegral  endlich  nnd  von   der  Art  des  üeber- 

gangs  zum  unendlichen  Bereich  ganz   unabhängig.    Denn   der  auf  ein 

Gebiet,  für  welches  r  >  r^,  bezügliche  Theil  des  Integrales  1  f\x,  y)dT 

r       r  dr  .  .... 

ist  kleiner  als  Aldcpj~^y  und   dieser  Ausdruck   wird   bei   beliebig 

wachsenden  Werthen  von  r  gleich  Null. 

Dagegen  hat  das  Doppelintegral  jedenfalls  keinen  endlichen  Werth, 
wenn  die  Function  f{Xj  y)  ohne  Maxima  und  Minima  bei  wachsenden 
Werthen  von  x  und  y  von  niederer  als  der  zweiten  Ordnung  unend- 
lich klein  wird,  oder  gar  endlich  bleibt. 

In  dem  Falle,  dass  die  Function  bei  wachsenden  Werthen  von  x 
und  y  ohne  Aufhören  Oscillationen  erleidet,  lässt  sich,  wie  bei  dem 
einfachen  Integrale,  für  die  Ordnung  des  ünendlichwerdens  keine 
Grenze  augeben. 

Wenn  das  Doppelintegral  nicht  existirt,  so  können  doch  singu- 
lare Werthe  bei  einer  bestimmten -Aufeinanderfolge  der  Integrationen 
existiren.  Ein  Beispiel  dafür  ist  schon  im  vorigen  §.  gegeben;  ein 
anderes  wichtiges  ist  das  folgende:  Die  Function  f{Xj  y)  =  cos  [xy) 
ist  in  dem  unendlichen  Streifen  x  =  0  bis  ic  =  6,  «/  =  0  bis  y  =  oo 
nicht  integrirbar,  denn  es  ist: 

h  b  b  h  b  h  6 

j  dy  I  cos  (xy)dx  =  j  dx  j  cos  {x  y)  dy  =  j     ^^"^    dx  =  I  ^-  *"    dx, 

U  0  ü  U  0  0  0 

und  lässt  man  zuerst  h  in  der  zu  integrirenden  Function  beliebig 
wachsen,  so  wird  dieselbe  gänzlich  unbestimmt;  wohl  aber  hat 


/>  0  ■  h 

jdy  j  cos  (xy)  dx  -=   / ''"^'  ^2/ 


0 
7t 


für  /i  =:  oo  den  bestimmten  Werth  +  — ,  je  nachdem  h  >   oder  <  0 
(§.  155).     Indem  also  das  Doppelintegral  niclit  existirt,  wird  auch 

b  h 

I  d.c  Lim       I  {:os(xy)dy\ 
6  '         0 

unbestimmt,  während 


/«        b 
im  /  dy  1  c< 


Lim  /  dy  j  cos  [xy)  dx  ==  4-    ^  •  (^  ^  ^0 
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Mail  beat'lite,  dass  sonach  aus  der  Gleichung: 

b  h  h  b 

I  (Ix  I  cos  (x  y)  ily  =  /  dy  1  cos  (xy)  dXj 

0  0  0  0 

die  für  jeden  endlichen  Werth  von  h  gilt,  doch  nicht  geschlossen  werden 
darf: 

b  h  h  b 

/dx  Lim   /  cos  {xy)dy  =  Lim  Idy  1  cos  {xy)dx'*), 
h=co  J  h  =  ccj         J 

0  0  0  0 

weil  die  linke  Seite  keinen  bestimmten  Sinn  hat. 

173.  Es  ist  noch  schliesslich  von  Wichtigkeit,  zu  erkennen,  dass 
das  Product  zweier  einfacher  Integrale  stets  als  ein  Doppelintegral  be- 
trachtet werden  kann.  Sind  f\x)  und  il){x)  zwei  integrirbare  Func- 
tionen, so  ist 


Jfix)  dxjtiy)  dy  =fffV^ 


x)  ip(y)  dx  dy, 

werai  dieses  Doppelintegral  ausgedehnt  wird  über  das  Rechteck  zwischen 
den  Grenzen  x  gleich  a  bis  hj  y  gleich  a  bis  ß. 
Denn  es  ist 

jt[x)dx  =  (Xi-a)f{a)  +  {x.^--x^)f{x^),.,{h~Xn-i)f{xn-i)+A===^S  +  A, 


ß 

a 

also 
.*  ^ 

/  f{x)  dx   I  cp  (y)  dy  =  ^^  T^  fiV^')  9^(2/.)  f^/^+i  —  ^^0  (2/v+i  —  y')  + 
«  «  +  SA'  +  S'A  +  AA'. 

Da  nun  die  Grössen  A  und  A'  mit  wachsenden  Werthen  von  m  und 
n  nach  Null  convergiren,  so  erkennt  man,  dass  die  linke  Seite  in  der 
That  den  Grenzwerth  der  Doppelsumme  darstellt.  Dieser  Satz  gilt  auch, 
wenn  die  Functionen  f\x)  und  (p{y)  im  Integrationsintervalle  unend- 
lich werden,  falls  die  Integrirbarkeit  jeder  einzelnen  erhalten  bleibt. 
Denn  wird  f{x)  für  x  =  c,  (p{y)  für  y  =  c  unendlich,  so  ist  nach  dem 
eben  bewiesenen  Theoreme: 


*)  In  der  Theorie  der  Fourier'schcn  Integrale  und  den  allgenieineren,  welchen 
sie  angehören  (Du  Bois-Rey  niond :  Journal  f.  Math.  Bd.  69),  sind  die  Fest- 
setzungen über  die  Folge  der  Integrationen  und  den  dazu  gehörigen  Grenzüber- 
gängen wesentlich. 
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C-  </-(J' 

jf{:x)  dxjq){y)  dy  =J  J f\x)  (p{y)  dx  dy. 

a  a 

Coiivergiren  mm  ö  und  ö'  nach  Null,  so  geht  die  linke  Seite,  der  Vor- 
aussetzung zufolge,  in  einen  bestimmten  endlichen  Werth  über,  der 
zugleich  den  Werth  des  Doppelintegrales  im  Rechteck  bis  zu  den  Gren- 
zen X  ==  c^  y  =  (^  repräsentirt. 

174.  Für  das  einfache  bestimmte  Integral  besteht  der  Satz:  Kennt 
man  eine  stetige  Function  F{x)j  deren  Ableitung  integrabel  ist  und  im 
allgemeinen  mit  einer  Function  f{x)  übereinstimmt,  so  ist  : 


I 


f\x)  dx  =  F{x)  -  F{a). 

Der  Werth  des  bestimmten  Integrals  hängt  also  nur  von  den  Werthen 
der  Function  F  an  den  Endpunkten  des  Integrationsintervalles  ab. 
Ein  Analogon  für  das  Doppelintegral  hefert  der  Satz  von  Green*): 
Ueber  die  Zurückführung  eines  Doppelin tegrales  einer 
eindeutigen  Function  auf  einfache  Integrale  längs  der 
Begrenz  ungscurve. 

Es  sei  in  der  a;?/-Ebene  ein  endliches  zusammenhängendes  Gebiet 
gegeben,  welches  durch  eine  oder  mehrere  geschlossene  Curven  be- 
grenzt ist.  (In  der  umstehenden  Figur  16  soll  das  Gebiet  aus  dem 
von  der  äusseren  Curve  umschlossenen  Theile  der  Ebene  mit  Weg- 
lassung der  beiden  von  den  Ovalen  begrenzten  Flächen  bestehen;  es 
sind  hier  also  drei  geschlossene  Begrenzungs-  oder  Randcurven  vor- 
handen.) Für  alle  Punkte  im  Innern  und  an  den  Rändern  dieses  Ge- 
bietes sei  eine  Function  /(a;,  y)  gegeben,  welche  innerhalb  des  Ge- 
bietes integrabel  ist.  Diese  Function  ist  dann  (nach  §.  167)  stetig, 
doch  kann  sie  in  einer  „discreten^^  Mannigfaltigkeit  von  Curven  auch 
unstetig,  unbestimmt,  ja  selbst  unendlich  werden;  wir  nennen  die  Function 
alsdann  „im  allgemeinen^'  stetig.  Im  letzteren  Falle  muss  sie,  wenn 
sie  in  bestimmter  Weise  unendlich  wird,  an  joder  vereinzelten  Stelle 
algebraisch  von  niederer  als  der  zweiten  Dimension  und  längs  ganzer 
Curven  alicebraisch  von  niederer  als  der  ersten  unendlich  werden. 


Bei   jedem    Werthe    von    y   stellt    dann    auch  /  f\Xy  y)  dx 


im  al 


gemeinen  eine  stetige  und  endliche  Function  von  x  dar,  die  in  Bezug 
auf  y  integrabel  ist.    Bezeichnet  man: 


*)  Journal  f.  Math.    Bch  44.      Riemann,    (irinidlagen  für  eine   allgemeine 
Theorie  etc.  §.  7—9. 
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SU  ist 


jfix,  y)  dx  =  Fix ,  y)  -  F{a, 


n^^y)  =  '^t^ 


y)> 


Jede  Parallele  zur  x-Axe  soll  die  Raiidcurven  in  einer  endlichen,  und 
zwar   geraden   Anzahl  von   Punkten   schneiden.     In  der  vorliegenden 

Figur  sind  es  zwei  oder  vier. 
Bezeichnet  man  die  Wertlie 
von  X,  welche  bei  einem  be- 
stimmten Werthe  von  y  zu 
den  Ein-  und  Austrittsstellen 


gehören,  mit  :»,, 


Xri   ,        X'i    •      X  i 


Fig-.  lö. 

zwischen  den   Grenzen  ^,  bis  X2,  x^  bis  x^^  erstreckt  wird.    Es  ist  aber: 


2,        .A/^,       .A^.j, 

so  ist  das  Doppelintegral: 

=  I  dyj  f\x,y)dx, 

wenn  bei  der  successiven  In- 
tegration der  rechten  Seite 
das  innere  Integral  nach  x^ 
bei    jedem    Werthe    von    y^ 


X-2  ^4 

Jf{x,  y)dx+Jf{x,  y)dx  =  F{x,,y)-F{x,,y)  +  F{x„  y)-F{x,,y). 


Also: 


JJtV^,y)äxdy=j  dyF{x^,y)-J  dyF{x^,y)+J  dyF(x,y)~J  dyF{x,y), 

In  diesen  Integralen  sind  die  Werthe  von  x  als  Functionen  von  y  ent- 
sprechend den  Gleichungen  der  Kandcurven  zu  substituiren,  und  die 
Integrationen  nach  x  zwischen  den  extremen  Werthen  (denjenigen,  an 
welchen  je  eine  Eintritts-  und  Austrittsstelle  der  zur  it-Axe  Parallelen 
zusammenstösst)  zu  vollziehen. 

Construirt  man  an  jeder  Stelle  0  die  Normale  der  Uandcurve  und 
bezeichnet  man  die  Winkel,  welche  die  nach  dem  Innern  des  Gebietes 
sich  erstreckende  Richtung  dieser  Normalen  mit  der  positiven  Ordi- 
natenaxe  bildet,  mit  9>i,  9>2' ^.j?  9^1»  diesen  Winkel  stets  in  derselben 
Drehrichtung  von  der  positiven  Ordinatenaxe  zur  negativen  Abscissen- 
axe  gemessen,  so  sind  an  den  Eintrittsstellen  Oj,  O.5,  <)p,  und  (p.^  jedes- 
mal   Winkel    im    dritten  oder  vierten  Quadranten,  an  den   Austritts- 
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stellen  0.^,  0,  dagegen  qp,,  qp,  im  ersten  oder  zweiten  Quadranten. 
Bezeichnet  man  also  mit  ds  den  positiven  Werth  des  liogenelementes 
einer  Randcurve,  so  ist: 

dy=  —  dssincpyy  d}j  =  d^hm(p.2,  äy= — ^Zs  singpg,  dy  =  ds  ^m(p^. 
Demach : 

/   //'(^,  y)  d^  dy  ==J  F{x,,  y)  sinrjp,  ds  +j  F{x^,y)  ^mcp^  ds  + 

+  /  F{x^ ,  y)  sin  (p^ds  +j  F(x.^ ,  y)  sin  gp.,  ds. 

Alle  diese  Theilintegrale  lassen  sich  unter  einen  Begriff  zusammenfassen. 
Von  jedem  der  Integrale  können  wir  sagen,   dass   es   längs   eines 
Stückes  einer  Randcurve  hinerstreckt  ist,  indem  jedesmal  die  zu  inte- 
grirende  Function 

F{x^  y)  sin  9?  ds 

für  die  stetig  auf  einander  folgenden  Punkte  der  Randcurve,  bei  posi- 
tiven Werthen  von  dSy  zu  bilden  ist. 

Es  wird  nun  festgesetzt:  Die  Bogenlänge  jedweder  Randcurve  soll 
eine  positiv  wachsende  Grösse  sein,  wenn  man  die  Curve  von  irgend 
einem  ihrer  Punkte  an  so  durchläuft,  dass  die  Fläche,  zu  deren  Be- 
grenzung sie  gehört,  zur  Linken  bleibt.  Auf  diese  Weise  erhält  man 
die   Theihntegrale,    gebildet   von    den    Punkten    O.y    oder   0^   über  die 

Strecken:  «,«4,  «2^5;  ^5^7?  «7^9;  «o^fn,  «11^13^  ^1.3^14  ^^^^  ^^^^  ^1 
über  c,  nach  h^,  h^  über  c^  nach  h^\  dagegen  von  den  Punkten  0, 
oder  O3  über  die  Strecken:  «3«!,  a^a.^j  ci^a^y  <^8^ö>  ^10^8;  ^12^107 
a^^a^.^  und  h.^  über  c,  nach  Z>i,   h_^  über  c^  nach  63.     Man   kann   daher 


sagen,  das  Integral 


/ 


F{x,  y)  sin 9)  ds 


ist  für  die  Punkte  sämmtlicher  Randcurven  zu  bilden,  wenn 
man  dieselben  so  durchläuft,  dass  das  Gebiet,  welches  sie 
begrenzen  sollen,  zur  Linken  bleibt. 

Umgekehrt  hat  man  die  Definition:  Unter  einem  einfachen  In- 
tegral F{Xf  y)  sinqp  ds,  hinerstreckt  über  eine  geschlossene  Curve  in 
positiver  Richtung,  versteht  man,  indem  mau  dasselbe  durch  eine 
Variabele  ausdrückt,  den  Werth  von 


/ 


F{x,y)dy, 


indem  man  erstlich  aus  der  Gleichung  der  Randcurve  (p{Xy  y)  =  0  zu. 
jedem  Werthe  von  y  die  Ein-  und  Austrittsstellen  der  Parallelen  zur 
x-Axü  als  Functionen  von  y  berechnet: 

^i  =  ^1  iy)  <  ^••>  =  h{y)  <  ^3  ==  h(y)  <  ^4  =  ^Ay)  •  •  • 
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und  alsdanii  die  Integralsumnie: 

J  J-'Mvl  y)  ^^y  -J  n^^  (2/);  y)  (^y  +J  n^ly\  y)  dy  -  -j  F(Uy),ij)  dy.,. 

für  wachsende  Werthe  von  y  bildet. 

Vermittelst  dieser  Definition  lässt  sich  der  Green'sche  Satz  folgen- 
dermassen  aussprechen : 

Ist  f'{j; ,  y)  eine  innerhalb  eines  Gebietes  integrabele  Funetion,  so  ist 


X 

Jf\x,y)  dx  =  F(x,y) 


im  allgemeinen  bei  jedem  Werthe  von  y  eine  stetige  Function  von  x  und 
bei  jedem  Werthe  von  x  eine  integrabele  Function  in  Bezug  auf  y.  Das 
Doppelintcgral 

f{x,  y)  dxdy 


fj 


ist  gleich  dem  einfachen  Integral 

F {x,  y)  sing)  ds. 


j 


wenn  letzteres  über  die  Bandcurven  des  Gebietes  in  positivem  Umlauf 
erstreckt  wird. 

Diese  Gleichung  bleibt  selbst  dann  noch  richtig,  wenn  die  Func- 
tionen f  und  F  an  unendlich  vielen  Stellen  willkürlich  abgeändert 
werden,  doch  so,  dass  die  Integrale  dabei  ungeändert  bleiben. 

Der  Werth  des  Doppelintegrales  hängt  also  nur  von  den  Wertheii 
F  in  den  Punkten  der  Ilandcurven  ab. 

In  anderer  Reihenfolge  kann  man  den  Satz  auch   so   fassen:    Ist 

die  partielle  Ableitung  >,      einer  Function  i^(a;, «/)  integrabel  über  das 

ganze  Gebiet  (auch  wenn  es  Stellen  oder  Curven  giebt,  an  denen  sie 
unstetig  oder  unendlich  wird),  so  ist  stets 


fß^/^  dx  dy  =  Jf(:x,  y)  »i..  9, 


Analog  beweist  man  durch  Vertauschung  der  Buchstaben  x  und  y,  indem 
man  mit  jp  den  Winkel  bezeichnet,  welchen  die  nach  Innen  gerichtete 
Normale  mit  der  positiven  ^r-Axe-einschliesst,  wobei  an  den  Eintritts- 
stellen der  Parallelen  zur  i/-Axe  der  positive  Werth  von  dx  gleich  wird 
ds  sin^  =  ds  cosqp,  an  den  Austrittsstellen  dagegen  gleich  —  da  sin^ 
=  —  ds  cosg),  die  Gleichung: 

/  j^-^f'-  clx  dy  =  -  f  F{x,  y)  sini/^  ds  =  ~l F{x,  y)  coaq)  ds. 
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—  /  F(Xy  y)  cos  (p  ds    ist    luicli    der    ubigeii    Definition    das    Integral 

—  I  F{Xj  y)  dx,  gebildet  längs  der  Randcurven  in  positivem  Umlaufe. 

175.  An  dieses  Resultat  knüpfen  sich  noch  einige  bemerkens- 
werthe  Folgerungen. 

1.  Es  sei  für  ein  irgendwie  durch  ein  oder  mehrere  Randcurven 
begrenztes  Gebiet  eine  eindeutige  Function  zweier  Variabelen  gegeben: 
f{x,y)]  ihre  partiellen  Ableitungen  seien 

dx  ^  dy  ^  ^  dy        öx 

Sind  nun  die  Functionen  -^-  und  ^  innerhalb  des  Gebietes  integrabel, 
'■      so  ist: 

/   I  ^     dx  dy  ==  —  I  F  cos 9  ds^      j   1  ^  dx  dy  =  1  Q  sinqp  ds, 
also 
J'J'&  -  S')  '^^  '^'J  =ß'i  '''"P  +  ^  ""^'P^  ''*  =J'wd,j  +  Fdx). 

Der  Voraussetzung  zufolge  verschwindet  aber  die  Function  unter -dem 
Doppelintegrale,  und  folglich  erhält  man  den  Satz: 

Sind  P  und  Q  die  partiellen  Ableitungen  einer  eindeutigen  Func- 
tion zweier  Variabelen  j  so  verschwindet  das  Integral 

Hq  sin  ff  +  Pcos(f)ds=  [{Qdy -{- Pdx), 

tvenn  es  in  positivem    Umlaufe  für  sämmtliehe  liandcurvcn  eines  Ge- 
bietes gebildet  wirdj  in  welchem  die  Functionen  -?r- ,  —-  integrabel  sind 

und  im  allgemeinen  (mit  Ausnahme  einer  linearen  Mannigfaltiglceit)  der 

,y,  •  7  dl*        dQ 

(jrleichung  -7^  ==  ^^  genügen. 

2.  Aus  diesem  Satze  folgt:  Ist  das  Gebiet  nur  von  einer  einzigen 
geschlossenen  Raudcurve  begrenzt  (einfach  zusammenhängend) 
und  sind  für  das  Innere  derselben  die  eben  ffenaunten  Bedin<xun;ren 
erfüllt,  so  hat  das  Integral,  gebildet  für  diese  eine  geschlossene  Raud- 
curve, den  Werth  Null. 

3.  Sind  x^^y^,  x^y^  die  Coordinaton  zweier  Punkte,  die  im  Innern 
solch  eines  (einfach  zusammenhängenden)  Gebietes  liegen,  und  ver- 
bindet man  dieselben  durch  beliebige  Curven  s, ,  s., ,  s.,  .  .  .  ,  die  im 
Innern  des  Gebietes  verlaufen,  so  ist  der  Werth  des  Integrales 

f{Q  sing)  +  P  cos 9))  ds  =  /  {Qdy  +  Pdo) 
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immer  derselbe,  für  welche  Curve  man  es  auch  bilden  ma«^.  Denn  je 
zwei  Curven,  s,  und  s.^  z.  B.,  umschliessen  einen  Thoil  des  Gebietes, 
und  folglich  ist  die  Summe  der  beiden  Integrale,  von  denen  das  erste 
auf  s,  von  x^^yQ  nach  a;, ?/, ,  das  andere  auf  Sg  von  x^y^  nach  x^^1J(^  ge- 
führt wird,  Null;  oder  in  Formeln: 

J\Qdy  +  Pdx)  =  -J{Qdy  +  Fdx)  ^J{Qdy  +  Fdx), 

XoVo  (läng-s  Si)  x^yy  (iJiiigs  «2^  x^.ij^  (längs  «o) 

4.  Die  lutegration,  welche  im  Falle  3  zu  vollziehen  ist,  gestaltet 
sich  einfach,  wenn  dies  Gebiet  so  geartet  ist,  dass  das  Rechteck  par- 
allel den  Cüordinatenaxen,  dessen  Ecken  die  beiden  Punkte  rr,)2/o  und 
ic, ?/,  sind,  ganz  im  Gebiete  liegt.  Der  Einfachheit  halber  werde  dabei 
angenommen,  dass  innerhalb  und  auf  den  Grenzen  solch  eines  Recht- 
eckes die  Functionen  P,  O,  7,-,  tt^  ausnahmslos  steti<x  sind,  und 
^    ^^  oy     ox  °  ' 

dass  die  Gleichung  0—=  ^  überall  besteht.    Alsdann  kaun  man  die 

°  dy        dx 

Integration  längs  den  Seiten  dieses  Rechteckes  vollziehen  und  erhält 
entweder : 


oder 


j\qäy  +  Vax)  =fP{x,  2/0)  rf^  +  J'q  i^,  ,y)äy, 

^i  Vi  yi  xi 

J(Qdy'+  Fdx)  =Jq{x„  y)  dy  +J F{x,  y,)  dx. 


Bezeichnet  man  das  Integral  als  Function  seiner  oberen  Grenze  mit 
F(x^,y^)  —  es  ist,  wie  man  sich  leicht  überzeugt,  eine  stetige 
Function,  weil 

Fi^,+h,  2/,  4-  /O  -  F{^, ,  2/,)  =/'-P(^,  2/«)  äx  +/Ö(^i  +  '»-  2/)  ''^  + 

Vi 

+J  [q{x,  +  Ih  >j)  -  Q{x,,  y)]dy 

und  Q{x^y)  eine  stetige  Function  ist  — ,  so  erhält  man  durch  Differen- 
tiation nach  x^  die  Gleichung: 

.^,,  dlQ[x,,y)dy 

Weil  nun     "^^^Ml   eine    stetige    Function,    so   ist   die   Differentiation 
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unter    dem    Integralzeichen    gestattet    (§.    169);     ferner    besteht    die 
Gleichung 

dP  {x,  y)  , 
dy      ' 


also  ist: 

dQ{x,y) 

dx 

dJ'Q[Xi,y)dy 

'ÖXx 

und  folglich 

dF{x^,y,) 
dx, 

ebenso : 


^(^n?/i); 


L^j-^)  =  ö(^,,,.). 


Die  Integral function /(§(??/  + ^^^^)   ist  also   definirbar   als  diejenige 

stetige  Function  von  x^y^J  welche  für  Xf^y^  verschwindet,  und  deren 
partielle  Ableitungen  nach  x  und  y  die  Functionen  P  und  Q  sind. 

Mit  dieser  Aussage  ist  die  Function  F{x^y^)   vollständig  definirt. 

Denn  alle  stetigen  Functionen  zweier  Variabelen,  deren  partielle 
Ableitungen  in  einem  Gebiete  übereinstimmen,  können  sich  nur  um 
eine  additive  Constante  unterscheiden.  Seien  nämlich  F  und  0  zwei 
verschiedene  Functionen,  für  welche 

dF  (x^y)  ^  d<t>(x,y)         oFjx^y)  ^d<t>(x,y) 
dx  dx      '  dy    "  dy    "' 

so  wird  zufolge  der  ersten  Gleichung  bei  jedem  Werthe  von  y 

sein,  wobei  C,  eine  von  x  unabhängige  Grösse,  nur  eine  stetige  Func- 
tion von  y  sein  kann  (§  100);    bezeichnet  man  dieselbe  mit   Yy  so  ist 

dF{x,y)  ^  d^Jx^y)    ,dY 
dy  dy       '^  dy' 

aber  zufolge  der  zweiten  Gleichung 

dy 
Mithin  ist  (§.  100)   Y  eine  Constante  auch  in  Bezug  auf  y. 

Es  ist  also  das  Proi)lem  gelöst:  Gegeben  sind  zwei  stetige  Functionen 
Fund  Qy  tvelche  in  einem  einfach  zusfimiHcnhiingcmlcn  Gchiete  der  (rlei- 

chung  qenügen 

dP  ^  dQ 
dy  °^  dx 
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Man  soll  diejenigen  stetigen  Functionen  finden ,  deren  partielle  Ahlei- 
tungen  naeh  x  und  y  mit  den  Werthen  P  und  Q  über  einstimmen.  Die 
Gesammtheit  dieser  Functionen  wird  durch 


f 


xy 

(Qdy  +  Fdx)  +  Const. 

dargestellt.  Kennt  man  umgekehrt  von  vornherein  solch  eine  stetige 
Function  F{x,  y)f  so  hat  man  damit  das  bestimmte  Integral  ermittelt; 
denn  es  ist 

J  (Qdy  +  Fdx)  +  C  =  F{x,  y)  +  C  =  F{x,  y)  -  F{x,y,;) , 

weil  die  linke  Seite  für  x==Xq^  2/=2/ü  verschwindet,  also  C=  —  Fix^y^^ 
sein  muss. 

Damit  ist  auch  der  Zusammenhang  zwischen  dem  bestimmten  und 
unbestimmten  Integrale  zweier  Variabelen  mit  allen  hier  nöthigen  Vor- 
aussetzungen entwickelt. 

Anmerkung:  Es  ist  zu  beachten,  dass  der  vorstehende  Be- 
weis des  Satzes  über  die  Herleitung  einer  stetigen  Function  F{Xy  y) 
aus  ihren  partiellen  Ableitungen  P  und  Q  nicht  nur  die  Stetigkeit 
dieser  Ableitungen,  sondern  auch  ihre  Differentiirbarkeit,  bezüg- 
lich nach  y  und  x^  in  dem  Gebiete  benutzt"^");  während  ein  Analogon 
dafür  bei  den  Functionen  einer  Variabelen  nicht  vorhanden  ist. 

Es  ist  daher  nicht  unwichtig,  einzusehen,  dass  die  Bedingung 
für  das  exacte  Differential  in  gewissen  Fällen  modificirt  werden  muss. 
Man  formulire  das  Problem  folgendermassen  : 

Gegeben  sind  in  einem  rechteckigen  Gebiete  (von  x  =  a 
bis  X  =  l),  y  =  cc  his  y  ==  ß)  zwei  stetige  Functionen  P  un  d  Q. 
Welche  weiteren  Bedingungen  müssen  dieselben  erfüllen, 
damit  es  eine  in  dem  Gebiete  stetige  Function  F{x,y)  ge])e, 
für  welche 


*)  Es  können  Punkte  vorhanden  sein,  an  denen  die  Stetigkeit  und  Eudlicli- 
keit  der  Functionen  P  und  Q  aufhört.  Diese  Punkte  können  aber  in  beliebig 
kleine  Umgebungen  eingeschlossen  werden;  die  Umschliessungscurven  werden  dann 
des  Kandcurven  des  Gebietes  zugezählt,  welches  dadurch  ein  mehrfach  zusammen- 
hängendes wird,  Sie  kommen  aber  schliesslich  bei  der  Bildung  des  einfachen 
Integrales  nicht  in  Betracht,  wenn  für  das  Innere  solch  eines  Bereiches  das  Doppel- 
integral I    I  (_ ^V  J   dx  dy     verschwinden    soll.      Die    abgeleiteten    Sätze 

basiren  auf  der  Gleichung  /  /  (  -  —  >,/  )  ^•'^  dy  =  0,  gebildet  für  jeden  be- 
liebigen Tlieil  des  gcsammten  Gebietes  als  der  nothwendigon  mi<l  hinreichenden 
Voraussetzung. 
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ist  und  wie  wird  dieselbe  bestimmt?  • 

Die  Gesammtheit   aller  stetigen   Functionen,  deren   partielle  Ab- 
leitung nach  X  mit  P  übereinstimmt,  ist  in  der  Form  enthalten: 


X 

F{x,y)=J'l\x,y)dx+  Y, 


wobei    Y  eine   stetige  Function   von  y  allein   ist.     Lässt  man  x  =  a 
werden,  so  folgt: 


F{x,  y)  -  F{a,  y)  =Jf{x,  y)  dx. 


Differentiirt  man  die  Gleichung  nach  y,  so  ergiebt  sich,  weil 
sein  soll,  die  Relation: 

X 

i)  Q{x,  y)  -  Q{a,  y)  =  j^Jr  (»,  2^)  dx. 

a 

Ebenso  findet  man  die  analoge  Gleichung: 

y 
2)  -      P{x,  y)  -  P(x,  a)  =  I^JQ(x,  y)  dy. 

a 

Die  Functionen  P  und  Q  können  also  nicht  unabhängig  von  ein- 
ander sein;  sie  müssen  diesen  Gleichungen  genügen,  von  denen  die 
eine  eine  Folge  der  anderen  ist.  Diese  Bedingungen  sind  nothweudig. 
Folgt  nun  aus  der  Differentiirbarkeit  der  Integrale  auch  die  Differentiir- 
])arkeit  der  Functionen  P  und  Q  bezüglich  nach  y  und  .r?  An  Stelle 
der  Gleichung  1),  in  welcher  a  und  x  beliebige  Werthe  bedeuten,  kann 
man  schreiben: 


x+h  x+h 

h 


x-hn  x-\-ft 


Die  rechte  Seite  besitzt  also  für  beliebig  kleine  Werthe  von  h  einen 
Gronzworth  für  Ay  =  0.  Das  Integral  der  rechten  Seite  kann  aber 
an  j(;(lor  Stelle,  wo  F  eine  stetige  Function  von  x  ist,  dnrch  seinen 
Mittelwerth  ersetzt  werden,  so  dass  man  die  Gleichung  erhält: 
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Qix-hh,y)-Q(x,y)  _  ^.^  P(x  -j- Qh,  y  +  Ay)  -  P(x -\- Qh,y) 

Jlier  ist  0  eine  von  A?/  abhängige  Function,  und  das  Intervall  Qh 
kann  durch  Wahl  von  li  beliebig  verkleinert  werden.  Nichtsdestoweniger 
darf  man  nicht  schliessen,  dass  der  bestimmte  Grenzwerth,  welcher 
sich  auf  der  rechten  Seite  ergiebt,  der  Differentialquotient  der  Function 
F{x,y)  an  einer  bestimmten  Stelle  in  Bezug  auf  y  ist.  üenn  jener 
Grenzwerth  kommt  nur  so  zu  Stande,  dass  auch  das  Argument  0//, 
variirt,  während  die  Ableitung  nach  y  durch  die  Gleichung 

j^.^   F{x,y-\-Ay)-P{x,y) 

definirt  ist.     Nur  falls   die  Ableitunof  — -  für   alle  Punkte   im  Gebiete 

o    dy 

existirt,  und  eine  in  Bezug  auf  die  beiden  Variabelen  integrirbare 
Function  ist,  folgt  nach  dem  im  §.  169  geführten  Beweise  die  Ver- 
tauschbarkeit  der  Differentiation  und  Integration  bei  der  Gleichung  1) 

und  daraus  die  Existenz  von  -^,  sowie  die  Gleichunor  — -  =  J*^  -    Fälle, 

cx^  °   dy        dx  ' 

in  denen  die  allgemeine  Formulirung  der  Bedingung  nothwendig  wird, 
lassen  sich  augeben.  Es  sei  ^(^)  eine  Function,  die  innerhalb  eines 
bestimmten  Intervalles  zwar  stetig  ist,  aber  keine  zweite  Ableitung 
besitzt.    Substituirt  man  dann  0  =  (p{x, y},  so  erhält  man  eine  Function 

^{(p{sc,A^))  =  J'\x,y),  für  welche  die  gemischte   Ableitung  /„     nicht 

0  Xv  y 

existirt,  obgleich  diese  Function  ein  totales  erstes  Differential  besitzt, 
dessen  Integral  stets  unabhängig  bleibt  vom  Integrationswege. 

Für  den   Beweis  des  Satzes  1)   in   diesem  Paragraphen,   dass   die 
Summe  der  Integrale: 


/ 


Fdx  +  Qdy 

gebildet  in  positivem  Umlaufe  für  sämmtliche  Randcurven  eines  mehr- 
fach zusammenhängenden  Gebietes  gleich  Null  wird,  war  die  Bedingung 

SP        cO 

-K-  =  77^-  wesentlich.    Ob  dieselbe  nothwendi«?  ist,  darüber  Heften  keine 
dy       ex  o      j  ts 

Untersuchungen  vor. 

17G.  Die  Bedingungen  der  Integrabilität  bleiben  bestehen,  wenn 
an  Stelle  der  Variabelen  x  und  y  zwei  neue  Variabele  u  und  v  einge- 
führt werden,  deren  erste  und  zweite  Ableitungen  existiren. 

Sei  X  =  q)  (Uf  v)y  y  =  il^  (tt,  v),  so  verwandelt  sich  das  Differential 
JUlx  -\-  Qdy  vermöge  der  Gleichungen 

dx  =  ^du+  f"  dv,       dl,  =  ?:^  du  +  -f ^  dv 

du  '     dv         '  •'  du  ^    dv 

in  die  Form  F^du  +  Q^dVj  wobei: 
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'  du    *     ^  du  ^          ^'  c;v     '    ^  c'v  ' 

und  es  wird 


dF 

dv 


^w  \_dx   dv    *    dy    dv j    '    du\_dx  dv     *    dy  dv J 

+  P  /J|_  +  ,3  /t^ 

dv  idx   du     '    t^y   cu\    '"  ^v  [^^   ^^         ^^2/    ^wj 


Demnach  ist 
und 


+ 

P 

+    <> 

du  dv 

JiP.du  +  Ö.rZz;)  ==J\pdx  +  (JrZ?/)  +  C^. 

Bei  der  Ableitung  dieser  Formel  ist  die  Existenz  sämmtlicher  zweiter 
Differentialquotienten  der  ursprünglichen  Function  vorausgesetzt. 
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Die  Integrale  complexer  Functionen.   Die  allgemeinen 
Eigenschaften  analytischer  Functionen. 

Erstes    Capitel. 

Das  bestimmte  Integral  einer  eindeutigen  analytischen  Function  im 

complexen  Gebiet. 

177.  Unter  der  Function  f{z)  einer  complexen  Veränderlichen  z 
wurde  im  §.  80  eine  Grösse  definirt,  welche  sich  aus  z  durch  eine  end- 
liche oder  auch  unendliche  Anzahl  von  Rechnungsoperationen  herech- 
nen  lässt.  -Analytisch  wurde  dann  solch  eine  Function  in  einem  zu- 
sammenhängenden Gebiete  genannt  (§.  84),  in  welchem  sie,  mit  Aus- 
nahme singulärer  Stellen,  überall  eine  bestimmte  Ableitung  f\z)  un- 
abhängig vom  Differentiale  dz  =  dx-\-idy  besitzt.  Die  beiden  Bestand- 
theile  u  und  v  einer  analytischen  Function 

f{z)  ==  li  -\-  iv 

sind,  wie  weiter  gefolgert  wurde,  stetige  Functionen  der  beiden  Varia- 
belen  x  und  ?/,  mit  bestimmten  Ableitungen  nach  x  sowohl  wie  nach  ijj 
welche  die  Gleichungen  erfüllen: 

du dv        du  dv 

dx       dy  ^      dy  dx 

Auch  wurde  gezeigt,  dass  diese  Gleichungen  zusammen  mit  der  Stetig- 
keit der  Ableitungen  auch  die  hinreichenden  Bedingungen  dafür  sind, 
dass  die  Function  f{x  -{-  iy)  =  u  -\-  iv  eine  vom  Differentiale  unab- 
hängige Ableitung  besitzt,  also  eine  analytische  Function  von  z  in  dem 
ursprünglich  definirten  Sinne  ist. 

Die  folgenden  Untersuchungen,  durch  welche  der  Integralbegriff 
im  complexen  Gebiete  festgestellt  werden  soll,  behandeln  zuerst  die 
Function  einer  complexen  Veränderlichen  überhaupt  und  gehen  dann 
zu  dun  analytischen  Functionen  über,  deren  allgemeine  Eigenschaften 
das  Endziel  bilden. 

In  der  complexen  Ebene  seien  zwei  Punkte  z^^  und  Z  gegeben 
und  durch  eine  beliebige  Curve  von  endlicher  Länge  mit  einander  ver- 
bunden.    Die    Gleichung    der    Curve    kann    man    sich    in    der    Form 
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(p(^x,y)  =  0  oder  auch  in  der  Parameterdarstellung'  x  =  (p(t),  y  =  ib(t) 
gegeben  deiikeii.  Jedem  Werthe  von  t  soll  alsdann  eindeutig  ein  Werth 
von  X  und  einer  von  y  entsprechen ,  continuirlich  auf  einander  folgen- 
den Werthen  der  Variabelen  f,  von  welcher  wir  annehmen,  dass  sie 
keinen  Wechsel  der  Zu-  oder  Abnahme  zwischen  den  Grenzen  ^„  und 
t  erleidet,  entsprechen  die  continuirlich  auf  einander  folgenden  Punkte 
von  Zy^  bis  Z.  Schaltet  man  nun  zwischen  <2?„  und  Z  beliebig  viele  auf 
der  Curve  gelegene  Punkte  ein,  z^,  z^  -  .  •  Zn—\j   uii<J  bildet  die  Summe:" 

A^o)  (^1  -^o)   +  fi^d  fe  --^l)   +  fi^'^  i^-^-^t)   ■    ■   ■  /•(««-!)   (^  -   .'»-.), 

so  heisst  der  complexe  Grenzwerth,  dem  diese  Summe  bei  beliebig 
wachsendem  Werthe  n  zustrebt,'  das  bestimmte  Integral  der  Function 
f{z)j  (jehildet  von  ^^  bis  Z  auf  dem  durch  die  Curvengleiclmng  vorge- 
schriebenen  Wege  *) . 

Unter  welchen  Bedingungen  ist  ein  bestimmter  Grenzwerth  vor- 
handen? Nimmt  man  zunächst  an,  dass  die  Function  f\z)  in  allen 
Punkten  der  Curve  endlich  bleibt ,  also  eine  obere  Grenze  angebhar 
ist,  die  ihr  Modul  nicht  überschreitet,  und  dass  die  Punkte,  an  denen 
der  reelle  und  der  imaginäre  Theil  von  f{z)  endliche  Discontinuitäten 
oder  unendlich  viele  Oscillationen  mit  endlichen  Schwankungen  er- 
leiden, eine  discrete  Menge  bilden,  so  ist  das  Vorhandensein  einer  be- 
stimmten Grenze  vermittelst  der  Sätze  über  das  reelle  Integral  leicht 
zu  erkennen.     Denn  verwandelt  man  durch  die  Substitution 

s^x+iy^  cp{t)  +  «>(<),    /(«)  in  /-, (0  +  if,it), 

und  sind  ^y,  ^, ,  ^., ,  .  .  .  t^-iy  T  die  Werthe,  welche  den  Punkten  z^^, 
z^j  z.^  ...  Zn-i,  Z  entsprechen,  so  geht  die  obige  Summe  über  in: 

die  sich  in  einen  reellen  Theil: 

§/■>*•)  [?-('*■+.)  -  n>{h)]  -2'/:,(4)  10 (4.+,)-^ (4)1 

und  einen  imaginären: 


Ä-=«— I  k  —  n 

i 

k=o 


i~^f2ih)[<pih+^)-<p(.h)]+i^i;{h)  \<l'{h+0  -  Htk)-] 


*)  Caiichy:   Memoire  siir    les  intejjfrales   definies,    prises    entre   des    limitea 
nnaginaires.     1825.      Compts    rendiis   18  IC».  h'ieniann:    Grundhigen    für    eine 

allgemeine  Theorie  der  Functionen  einer  verüiKleilichen  complexen  Grösse.  1851. 

22* 
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zerlegt.     Der  ersten   Summe   und   analog  den    drei   übrigen  kann  man 
die  Form  geben: 

h+1 


y,i\W — I — :— i —  [jk+i  ~  h). 


üie  Curve,  welche  als  Integrationsweg  gewählt  ist,  soll  eine  endliche 
Länge  haben;  sie  hat  daher  auch  sicherlich  überall  (mit  Ausnahme 
einer  discreten  Puuktmenge)  einen  vorwärts  genommenen  DifFerential- 
quotieuten ,  der  selbst  im  allgemeinen  eine  stetige  Function  und  mit 
dem  rückwärts  genommenen  identisch  ist  (geometrisch:  die  Curve  hat 
nur  in  discreten  Punkten  Ecken).  Es  lassen  sich  daher  (§.  100)  die 
Intervalle  so  klein  annehmen,  dass  im  allgemeinen  bei  jedem  Werthe 
von  f 

^A+l  —  ^k 

wo  d  eine  beliebig  kleine  Grösse  bedeutet.    Mithin  erhält  jede  der  vier 
Summen  eine  Form  wie: 

2"^,  (4)  'P'ih)  (4+,  -  h)  +  ö'^f]  ih)  {t,+,  -  4), 

die  bei  beliebig  wachsendem  Werthe  von  n  in  das  bestimmte  Integral 

T 

j'f\(t)q,'(t),U 
übergeht.     Es  ist  also 

Z  T 

I.  Lim^A^,.)  («,+,  -  ^,)  =ff{s)<h  =Ju\  {t)q,\t)-f,{t)t'{t)\(n  + 

T  T 

+  ij  {mw{t)+u  (t)t'(f)]ät  =J[f,  {i)+if,  mw{t)+i,i^'{t)\  dt 

eine  hestimmte  endliche  Grösse. 

Ist  z.  \^.  das  Integral  vom  Punkte  z^^  =  a:,,  +  ?'?/,)  zum  Punkte 
Z  ^=  X  -\-  iY  auf  geradlinigem  Wege  zu  bikleu,  so  ist: 

x  =  x,,  +  {X~-  x^,)t,      y  =  %  +  (Y-i/,)t, 
also 

Jaz)dz==\X~x,  +  i{Y-y,J\Jf{x,  +  iy,  +  t{X.--x,)  +  it{Y-y,))d 
Ist  das  Integral  über  den  Bogen  eines  Kreises  zu  führen,  dessen  Mittel- 
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puukfc  der  Punkt  x^^  +  «2/(,,  «^  li^it  man,  wenn  r  den  Radius  bedeutet, 
zufolge  der  Gleichungen: 

x  =  x^^-{-  rcost,    y  =  y^-\-rshit,    dx=>  —  r  s'ui  t  dt j    dy  ^=^  r  cos  t  dt, 

Z  T  '  T 

lf{z)dz  =jf\x,,  +  iy,  +  rc'O  ir&'dt  =  irjf\x^  +  iy^  +  r&')  c'  dt, 

wobei  t^^  und  T  die  zu  dem  Anfangs-  und  zu  dem  Endpunkte  gehörigen 
Werthe  von  t  bezeichnen. 

178.  Auch  für  das  complexe  Integral  gelten,  wie  aus  der  Glei- 
chung 1.  hervorgeht,  die  Sätze: 

Z  z^ 

1)  •  Jmä^--Jmciz, 

nur  müssen  beide  Integrale  sich  auf  dieselbe  Curve  beziehen. 

Z  xj^  z 

2)  j'm  dg  =^.Jm  dB  +J'f{g)  dz, 

«o  'o  'k 

nur  müssen  die  Integrationswege  von  Zq  über  2k  nach  Z  oder  von  z 
über  Z  nach  Zk  i^  allen  Integralen  dieselben  sein. 

Desgleichen  besteht  hier  ein  Mittel werthsatz;  doch  hat  derselbe 
nicht  die  einfaclie  Form  wie  beim  reellen  Integrale. 

Aus  der  Gleichung: 

ZT  T 

j'f{z)  du  =jt\{t)  \<p'{t)  +  ii,\t)-\  dt  +  ij'M)\'P'(t)  +  itl>'mdt 

folgt: 

z 

'f(z)  dz  =  M,  (Z  -  ^„)  +  i  31,  {Z  -  g,), 


f> 


wobei  Ji",  einen  Mittelwerth  von  /",  (Q,   M.^  einen  Mittelwerth  von  f\{f) 
bedeutet.     Sind  diese  Functiojien  auf  dem   Integrationswege  stetig,  so 
kann  man  dieser  Gleichung  die  Form  geben: 
z 

3)    j'f  [z) dg  =  [t\  (l„  +  0 (T-  Q)  +  if,  (<„  +  Q\T-  Q)\  [Z - g„\. 

Die  Werthe  0  und  0'  werden  aber  im  allgemeinen  verschieden  sein. 
Aus  dieser  Gleichung  lässt  sich  weiter  folgern,  dass  das  Integral 
in  allen  Punkten  des  Integrationsweges  eine  Function  der  complexen 
Veränderlichen  darstellt,  und  zwar  im  allgemeinen  eine  analytische 
Function.  Denn  bedeutet  z  einen  beliebigen  Punkt  auf  dem  Integra- 
tionswege, so  wird  der  Dilferentialquotient  des  Integrales 
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Jm<i 


f,feiiommen  nach  der  oberen  Grenze,  in  beliebiger  Richtung  abgeleitet, 
indem  man  den  Quotienten 


ii^(^) 


dz 


})i]det,  wobei  h  irgend  welche  nach  Null  convergirende  Grösse  bedeu- 
tet und  das  Inti^gral  auf  irgend  einem  Wege  zwischen  den  Punkten  z 
und  z  -\-  h  geführt  wird.  Entsprechen  diesen  Punkten  die  Werthe  t 
und  t  -\-  Ic  derart,  dass  auf  dem  Integrationswege  mit  h  =:  0  auch  Je 
nach  Null  convergirt,  so  ist  nach  Gleichung  3) 

4)  Ijaz)  dz  =  t\  {t  +  Ql)  +  if,  it  +  07.), 

* 
also 

Lim  .]   l't\s)  ds  =  /•,  {()  +  ifS)  =  m. 

z 

Das  bestimmte  Integral,  als  Function  der  oberen  Grenze  betrach- 
tet, besitzt  also  im  allgemeinen  in  den  Punkten  des  Integrationsweges 
die  Ableitung  f{z).     Insbesondere  ist  auch 

z  z 

dJ't\Zj  dz  djf[z)  dz 


womit  gemäss  §.  84  ausgedrückt  ist,   dass  das  Integral  eine  Function 
der  complexen  Veränderlichen  x  +  iy  =  z  ist. 

Ist  längs  des  Integrationsweges  eine  eindeutige  analytische  Func- 
tion F{z)  bekannt,  deren  Ableitung  gleich  f\z)  ist,  so  ist  auch 

z 
5)  jf(p)  dz  =  F{Z)  -  F(^„). 

Denn  geht  vermittelst  der  Substitution  z  =  qp(0  +  ^^(0>  A-^)  "^"^^^^  "^ 
/*iW  +  ^fiit)  und  F(z)  üher  in  F.^{i)  -f  iF^\i),  so  ist 

F\z)=^f{z)==\F;{i)  +  iF;{i)-S^l^, 
also 

folglich: 
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ZT  T 

fmdz=J\f,{t)  +  if,(t)]  \q,'{t)  +  ii-(t)]dt^j\I'\{t)+iF,\t)]dt 

=  \F,{T)  +  iF,{T)\  -  [F,{t,)  +  iF,{t„)]  =  F{Z)  -  i''K). 
Die  Definition  des  bestimmten  Integrales  lässt  sich  ebenso  wie  früher 
erweitern  : 

Wird  die  Function  f{z)  in  discreten  Punkten  c, ,  C2  .  .  .  unendlich, 
so  lautet  die  Definitionsgleichung: 

e,  r,— J 

I  f(z)  dz  ==  Lim    1  f  (z)  dz. 

Auch  hier  besteht  das  Kriterium: 

Das  Integral  rechts  besitzt  einen  bestimmten  Grenzwerth  für  ^  =  0, 
falls  der  Betrag  von  (c  —  zY  f{z)  für  z  =  c  eine  endliche  Grösse  bleibt, 
unter  v  einen  positiven  Werth  kleiner  als  1  verstanden,  wie  auch  immer 
der  Werth  von  z  nach  c  convergirt.    (Vgl.  §.  181,  3.) 

Verläuft  der  Integrationsweg  in  bestimmter  Weise  ins  Unendliche, 
so  ist 


1  f\z)  dz  =  Lim  /  f{z)  dZy 


für  z  =  <x> 


wenn  der  Punkt  z  auf  der  vorgeschriebenen  Linie  ins  Unendliche 
übergeht. 

Das  Integral  besitzt  dann  sicherlich  eine  bestimmte  Grenze,  wenn 
bei  diesem  Processe  der  Betrag  von  z^f[z)  endlich  bleibt  und  v  eine 
Zahl  grösser  als  1  ist.    (Siehe  §.  181,  4.) 

179.  Ein  wesentlicher  Unterschied  zwischen  dem  Integrale  einer 
complexen  Function  und  dem  einer  reellen  liegt,  trotz  der  Gleichartig- 
keit der  Sätze  des  vorigen  §.  mit  den  früheren,  noch  immer  vor;  denn 
ein  complexes  Integral  kann  zwischen  zwei  bestimmten  Grenzen  z^^  und 
Z  auf  sehr  verschiedenen  Wegen  genommen  werden,  während  für  das 
reelle  Integral  eben  durch  die  Forderung,  dass  es  reell  sein  soll,  auch 
immer  zugleich  nur  ein  Weg  zwischen  den  Grenzen  vorgeschrieben 
ist.  Es  kann  daher  das  comi)lexe  Integral  einer  und  derselben  Func- 
tion zwischen  denselben  Grenzen  verschiedene  Werthe  je  nach  dem 
Integrationswege  annehmen. 

Erstreckt  man  z.  B.  /  —  vom  Punkte  +  1  bis  zum  Punkte  —  1 
auf  dem  oberen  Halbkreise  um  den  Coordinatenanfangspunkt,  so  wird, 
indem  man  z  =  cos(^)  +  i  sin(^),  dz  ==  [ —  sin(Q  +  i  cos(0]  dt  setzt, 

—  1  TT 


I  —  =  i  j  dt  =  i7t, 
+1  ü 
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Dagegen  wird  auf  dem  uutereii  Halbkreise : 


/ 


-1 

dz         •  t    11 

—  =  i  I  dt  =  —  iTt . 


+10 

Es  entsteht  also  die  Frage:  Unter  welchen  Bedingungen  ist  das 
Integral  einer  eomplexen  Function  selbst  eine  cindeidigc  Function  seiner 
oberen  Grenze,  unabhängig  vom  Integrationswegey  Diese  Frage  wird, 
wie  Kiemann  gezeigt  hat,  vermittelst  des  Green'schen  Satzes  und 
seiner  Folgesätze  (§.  174 — 176)  beantwortet. 

Es  sei  ein  einfach  zusammenhängendes  Gebiet  gegeben  und  für 
dasselbe  die  eindeutige  Function  f{2)  =  u  -\-  iv  definirt.  Die  Func- 
tionen u  und  V  seien  in  diesem  Gebiete  durchweg  •  stetig.  Sollten 
Punkte  vorhanden  sein,  an  denen  dieses  nicht  zutrifft,  so  umschliesse 
man  dieselben  mit  Curven  und  zähle  dieselben  den  Randcurven  des 
Gebietes  zu.  Von  der  Integration  in  solch  einem  mehrfach  zusammen- 
hängenden Gebiete  wird  im  folgenden  später  die  Rede  sein.  Ferner 
werde 

Z  x,y 

Jf{z)dz=FyZ)-F{z,)=^{U+iV)-{h\-\-iV,)=^j\u  +  iv){dx  +  idy) 

gesetzt,  wobei  ebenfalls   U  und   V  reelle  und  zwar  stetige  Functionen 
von  X  und  y  bedeuten. 

Die  Function  U  -{-  iV  soll  die  Eigenschaft  haben,  dass  sie  in  jedem 
Punkte  des  Gebietes  unabhängig  vom  Integrationswege  ist  und  den 
Gleichungen  genügt: 

also  muss: 

?-?  =  ,     ?-^  =  _       ?z  =       ^z  = 

dx  '       dy  '       dx  ^       dy 

sein.     Mithin   wird   man   auf  das   früher   behandelte    Problem   zurück- 
geführt, dessen  Lösung  (§,   175)  aussagt: 

In  dem  einfach  zusammenhängenden  Gebiete  ist  U  eine  stetige 
Function,  deren  partielle  Ableitungen  nach  x  und  y  überall  bezüglich 
u  und  — V  sind,  und  ebenso  V  eine  stetige  Function  mit  den  Ablei- 
tungen V  und  Uj  wenn  die  Functionen  u  und  v  die  Eigenschaft  haben, 
bestimmte  partielle  Ableitungen  nach  x  sowohl  wie  nach  y  zu  besitzen, 
zwischen  denen  die  Gleichungen  bestehen: 

f)u  dv         dv  du 

dy  dx  ^      dy         dx' 

Die  Functionen  U  und    V  werden  alsdann,  durch  die  Integrale 
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x^  y  X.  y 

I  {iidx  —  vdy)     und     /  {vdx  +  udy) 

gebildet,  auf  beliebigem  Wege  erhalten.  Das  sind  aber  die  Gleichungen, 
welche  aussagen,  dass  die  Function  t\^)  eine  analytische  Function  mit 
der  bestimmten  Ableitung 

A^\ du    .     .dv  1    [du    .     .dvl 
^^  —  dx  '^^dx—  i    \dy  "^  ^dy\ 
ist. 

Sonach  ist  bewiesen:  Ist  in  einem  einfach  ziisammenhäny enden  end- 

liehen  Gebiete  f{s)  ausnahmslos  eine  analytische  Funetiony  so  ist  1  f {2)  dz 

So 

eine  vom  Integrationswege  völlig  unahhänglge  im  ganzen  Gebiete  ana- 
lytische Function  mit  der  Ableitung  f(z). 

180.  Führt  man  in  das  Integral  /  f(z)  dz  eine  neue  Veränderliche 

ein,  durch  die  Substitution  z  =  ip{z)j  wobei  ^(/)  in  dem  ganzen  Ge- 
biete, in  welchem  das  Integral  gebildet  werden  soll,  eine  analytische 
Function  ist,  so  wird  nach  §.  176  die  Eigenschaft  der  Integrabilität 
in  Bezug  auf  die  neue  Variabele  /  nicht  gestört,  und  es  ist: 


j  f{z)  dz  =Jf(^p{z))  xl^\z)  dz 


eine  analytische  Function  von  /  mit  der  Ableitung  f(ip(z'))  .  rp\z). 

Hat  man  das  Integral  über  ein  Gebiet  zu  erstrecken,  welches  ins 
Unendliche  verläuft,  so  kann  man  durch  die  Transformation  vermittelst 
reciproker  Radien  (§.  79)  dasselbe  in  ein  Integral  verwandeln ,  das 
innerhalb  eines  endlichen  Bereiches  zu  untersuchen  ist.  Aus  der  Sub- 
stitution 

,=  ^,dz  =  -%  folgt:  Jt\z)  dz  =  -//-(z)  |l'. 
und  beliebig  wachsenden  Werthen  von  z  entsprechen  die  Werthe  von 
z   mit  beliebig  kleinem   Modul.     Soll  also   das  Integral    /  f{z)  dz  auf 
einer  Curve  geführt  werden,  bei  welcher  z  unendlich  wird,  so  ist 

Umj'fiz)  dz  =  Lim  -J' f.  (^V)  ^^  ■ 

für  *  =  CO  für  »'  =  U 

181.  An  den  Lehrsatz  des  §.  179  schliesst  sich  eine  Reihe  von 
Folgesätzen : 

1.  IHldet  man  das  Integral  längs  einer  geschlossenen  Curve y ,  welche 
innerhalb  des  einfach  zusammenhängenden  Gebietes  licgty  so  ist  der  Werth 
desselben  Null. 
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Denn  ist  der  Weg  von  ' z^^  über  z^  nach  z  der  eine  Theil  dieser 
Curve,  und  der  Weg  von  z^^  über  z.-,  nach  z  der  andere,  so  sind  die 
Integrale  auf  diesen  Wegen  einander  gleich;  und  weil 

j  {{z)  äs  =  -  jf{£)  dz        (§.178,1), 

SO  wird  für  den  geschlossenen  Weg  die  Summe  der  beiden  Integrale 
von  z^^  nach  z  und  von  z  nach  z^^  Null. 

2.  Ist  das  Gebiet  kein  einfach  zusammenhängendes,  so  sind  die 
beiden  Integrale 

/  {u  +  i'o^  ißoo  +  iily)  =  I  {iidx  —  vdy)  +  i   1  {vdx  +  ^^dy) 
gebildet   für   sämmtliche   Kandcurven   des   Gebietes  in   positivem   Um- 
laufe gleich  Null  (§.  175,  1).     Bildet  man  also    1  f{z)  dz  in  positivem 

Umlaufe  für  sämmf liehe  Eandeurven  eines  mehrfaeh  zusammenhängenden 
Gebietes,  in  tvelchem  f\z)  eine  analytische  Function  ist,  so  erhält  es  den 
Werth  mal 

Längs  jeder  einzelnen  Ilandcurve  besitzt  es  einen  bestimmten  Werth. 

Zieht  man  im  Gebiete  eine  geschlossene 
Curve,  welche  für  sich  allein  ein  ein- 
fach zusammenhängendes  Gebiet  um- 
schliesst  z.  ß.  a,  so  verschwindet  das 
Integral  längs  dieser  Curve;  zieht  man 
aber  eine  Curve,  welche  mit  einer  Rand- 
curve  zusammen  ein  Gebiet  umschliesst 
z.  B.  ß,  so  ist  das  Integral  längs  dieser 
Curve  gleich  dem  Werthe,  den  es  für  die 
Kand curve  erhält. 

Daraus  bildet  man  sich  die  Regel: 
3)  Verliert  die  zu  intogrirende  Func- 
tion f{z)  an  einzelnen  Stellen  (discreter 
Mannigfaltigkeit)  eines  einfach  zusammenhängenden  endlichen  Gebietes 
die  Eigenschaft  einer  analytischen  Function  (indem  sie  an  solch  einer 
Stelle  unstetig  oder  unendlich  wird,  oder  keine  Ableitung  besitzt),  so 
umschliesse  man  dieselben  in  beliebiger  Nähe  mit  Curven,  rechne  diese 
den  Randcurven  des  Gebietes  zu,  und  führe  die  Untersuchung  in  dem 
melirfach  zusammenhängenden  Gebiete.  Verschwindet  das  Integral  für 
die  Randcurve  um  solch  eine  Stelle,  so  kann  die  Begrenzung  dieser 
Stelle  Aufgehoben  werden,  immerhin  kann  jedoch  die  Integral function 
hingeleitet  in  solch  einen  Punkt  ebenfalls  die  Eigenschaft  einer  ana- 
lytischen   Function   verlieren.     Denn   dass    auch    die    Integralfunction 


Fi&.  17. 
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analytisch  ist,  wurde  nur  bewiesen  für  die  Stellen  an  denen  f{z)  stetig 
bleibt. 

Es  ist  also  zweierlei  zu  entscheiden:  erstlich  ob  das  Integral  um 
eine  singulare  Stelle  verschwindet,  zweitens  ob  es  hingeleitet  bis  in  die 
singulare  Stelle  endlich  oder  überhaupt  analytisch  bleibt. 

Man  kann  zunächst  einsehen:  Verschwindet  das  Integral  um  die 
singulare  Stelle  nicht,  so  ist  die  Integralfunction  eine  mehrdeutige 
Function,  und  die  singulare  Stelle  ein  Verzweigungspunkt  derselben; 
längs  eines  von  diesem  Punkte  ausgehenden  Verzweigungsschnittes 
diflFeriren  die  Werthe  des  Integrales  um  eine  constante  Grösse. 

Denn  hat  das  Integral,  geführt  um  eine  Begrenzungscurve  des 
Punktes  «  den  Werth  A^  so  hat  es  für  jede  Begrenzungscurve  um  den 
Punkt  a  denselben  Werth,  weil  zwei  Begrenzungscurven  eine  Ring- 
fiäche  bestimmen,  in  welcher  die  Function  ausnahmslos  analytisch  ist. 
Zu  beiden  Seiten  einer  vom  singulären  Punkte  ausgehenden  Curve 
diiferiren    die  Integral  werthe  um  A-^   das  Integral  ist  also  mehrdeutig. 

Von  einem  bestimmten  Werthe  des  Integrales  geführt  bis  in  den 
singulären  Punkt  kann  hier  nicht  die  Rede  sein;  derselbe  hängt  viel- 
mehr davon  ab,  auf  welchem  Wege  man  bis  zum  singulären  Punkte 
geht;  wie  oft  man  z.  B.  dabei  den  Verzweigungsschnitt  durchschneidet. 

Verschwindet  dagegen  das  Integral  um  die  Begrenzung  einer  Stelle 
a ,  so  bleibt  das  Integral  zwar  eine  eindeutige  Function  in  noch  so 
kleinem  Gebiete  um  die  Stelle  «,  aber  dieser  Punkt  kann  selbst  ein 
sin^ulärer  für  das  Intejjrai  sein. 

Eine  nothwendige  Bedingung  dafür,  dass  das  Integral  bis  in  den 
Punkt  K  endlich  bleibt  (stetig  ist  es  dann  sicher),  besteht  darin,  dass 
zu  jeder  noch  so  kleinen  Zahl  ö  ein  Kreis  mit  dem  Radius  r  um  die 
Stelle  a  angegeben  werden  kann,  so  dass  für  alle  Werthe  von 

Z  —  a  ==  Q  (cos  tp  -f-  i  sin  ili), 
bei  denen  9  <  ^  ist,  der  Betrag  des  Integrales     • 


Q&'!')  C'^  (Iq 


unabängig  von  i/;  kleiner  wird  als  8.  Das  wird  z.  B.  sicherlich  dann 
der  Fall  sein,  wenn  die  Function  f{z)  so  beschaffen  ist,  dass  für  9  <  r 
und  0  <  1^  <  1 

abs  [f{a  -\-  Q&'f)  .  ()^'] 
kleiner  bleibt  als  eine  endliche  Grösse  G,     Denn  es  ist 

abs  /V(«  +  pc'V^jc"/'  (Iq  <  /abs  [f{a  +  QC'^f')]  dQ  <  G  j'"^^  =  G  ^ 

r  (t  0 

und  diese  Grösse  kann  durch  Wahl  von  r  kleiner  gemacht  werden  als 
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d.  Es  lässt  sich  auch  eine  Bedingung  angeben,  welche  genügt,  damit 
das  Integral  um  die  Begrenzung  einer  Stelle  verschwindet.  Dieselbe 
besteht  darin,  dass 

Lim  [{3  -  ß)  f{2)]  =  0 

wird,  dass  sich  also  ein  Gebiet  um  den  Punkt  «  abgrenzen  lässt,  in 
welchem  der  Betrag  des  Productes  {z  —  a)  f\z)  gleich  oder  kleiner  ist 
als  eine  beliebig  kleine  Zahl  d. 

Denn  alsdann  ist  geführt  um  den  Kreis  mit  dem  Radius  r 

27t 

abs  /  /'(^)  dz  <    /  abs  [f{a  +  re'"/^)  ire''^}  dtp  <  27td 

und  dieser  Werth  ist  beliebig  klein;  es  ist  also  nicht  möglich,  dass 
das  Integral  um  die  Begrenzung  einen  endlichen  Werth  besitzt,  viel- 
mehr muss  dieser  Werth,  da  er  ein  bestimmter  und  für  alle  Begren- 
zungscurven  der  gleiche  ist.  Null  sein. 

Nunmehr  können  wir  uns  orientiren  über  den  Einfluss  etwaiger 
Singularitäten. 

a)  Verliert  die  Function  f\z)  die  Eigenschaft  einer  analytischen^ 
Function  in  einem  Punkte  dadurch,  dass  sie  zwar  endlich  bleibt,  aber 

unstetig  wird  oder  der  Gleichung  J  -|-  i-^  =  0  nicht  mehr  genügt,  so 

hat   dieser  Punkt   gar  keimen  Einfluss   auf  das  Integral.     Denn  es  ist 

Lim  [{z  —  ay  f\z)]  =  0 

für  V  gleich  sowohl  wie  kleiner  als  L  Das  Litegral  bleibt  eine  ana- 
lytische Function  im  Punkte  «,  seine  Ableitung  ist  Lim  f{z)  für  z  =  a. 
(Siehe  übrigens  die  Bemerkung  c.) 

b)  Wird  aber  die  Function  f(z)  an  einer  Stelle  unendlich,  wobei 
die  Stelle  eine  wesentliche  oder  ausserwesentliche  singulare  sein  kann, 
so  ist  dieselbe  stets  auch  eine  singulare  für  das  Litegral,  denn 

Lim  {z  —  ay  l\z) 

wird  hier  nicht  endlich  für  ein  v  kleiner  als  1  ;  weil  bei  dem  ausser- 
wesentlichen  singulären  Punkte 

Lim  (z  —  «)'"  t\z) 
nur  für  m  gleich  oder  grösser  als  1  endlich  wird,  bei  dem  wesentlichen 
aber   überhaupt  kein   in  angebbar   ist.     Dieses   und  die  Entscheidung, 
ob   der   singulare   Punkt  ein  Yerzweigungspunkt   ist  oder  nicht,    wird 
an  den   Beispielen  des  folgenden  Paragraph  näher  erörtert  worden. 

c)  Es  ist  nothwendig  auch  dieMöglichkeitzu  erwägen,  ob  die  Function 
/■(£?)  die  Eigenschaft  einer  analytischen  Function  längs  einer  ganzen 
im   Innern   des   Gebietes  gelegeneu  Curve  c  dadurch   verlieren 
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kann,  dass  sie  in  der  Umgebnng  dieser  Curve  zwar  stetig  ist,  jedoch  in  allen 

j'nnkten  derselben  nicht  mehr  der  Gleichnng  J  -\- i  7  -  =  0  genügt; 

0  X  cy 

während  die  Ableitungen  endlich  bleiben.    Indessen  involvirt  diese  An- 
nahme, wie  später  bewiesen  werden  wird,  einen  Widerspruch. 

Umschliesst  man  nämlich  die  Curve  mit  einer  Begrenzung  l  in 
beliebiger  Nähe,  so  wird  das  Integral  um  diese  Begrenzung  verschwin- 
den, weil  die  Functionswerthe  auf  dem  rechts  von  c  gelegenen  Theile 
von  l  sich  von  dem  links  beliebig  wenig  unterscheiden,  wenn  l  dem 
c  beliebig  nahe  rückt;  die  Summe  der  Integrale,  die  in  entgegen- 
gesetzter Richtung  geführt  sind,  wird  also  beliebig  klein.  Auch  bleibt 
für  jeden  Punkt  der  Curve  c  das  Integral  endlich.  Es  würde  also 
solch  eine  Curve  nicht  singulär  sein  für  das  Integral.  Daraus  folgt, 
dass   auch   in   den  Punkten   der  Curve  die  Gleichun<j:en  gelten : 

X,  y 

wobei 


U  +  iV  ==j  {u+  iv)  (dx  -f  idy)f 


U  =  I  {udx  —  vdy),  V  =  1  {vdx -\- udy). 

Es  ist  also  das  Integral  U  -}-  iV  eine  analytische  Function,  deren  Ab- 
leitung f{2)  =  u  -\-  iv  ist.  Später  wird  gezeigt  werden,  dass  auch  die 
Ableitung  einer  analytischen  Function  differentiirbar  ist,  und  unab- 
hängig wird  von  dem  Quotienten  ,^;  es  müssen  folglich  auch  für  die 
Punkte  der  Curve  die  Gleichungen 

du dv        dv du 

dy  dx'      dy        dx 

bestehen  bleiben,  dass  heisst  die  ursprüngliche  Annahme  ist  unmöglich, 
d)  Wird  die  Function  f{3)  zu  beiden  Seiten  einer  im  Innern  des 
Gebietes  gelegenen  Curve  unstetig,  so  führen  auch  die  Integrations- 
wege zu  beiden  Seiten  solch  einer  Curve  zu  verschiedenen  Werthen; 
d.  h.  auch  das  Integral  ist  in  dem  Gebiet  keine  analytische  Func- 
tion mehr. 

4.  Enthält  das  -Gebiet  des  Integrales  den  unendlich  fernen  Punkt, 

so  verwandelt   man   es   durch  die  Substitution  z  =  ~  in  ein  endliches. 

z 

Dem  Integrale 

.    -./>(^)Jf 

geführt  beliebig  nahe  um  den  Nullpunkt  in  positivem  Umlauf,  ent- 
spricht ein  Integral  in  s  auf  einer  beliebig  weit  gelegenen  den  Null- 
punkt gleichfalls  umsch liessenden  Curve,  welche  so  zu  durchlaufen  ist, 
dass  das  Unendliche  zur  Linken  bleibt,  und  welche  eine  den  Unendlich- 
keitspunkt umschliessende  Curve  heisst.  Der  VVerth  dieses  Integrales 
ist  sicherlich  Null  falls 
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wird.    Die  Integralfunctioii  wird  auch  für  den  unendlich  fernen  Punkt 
endlich  bleiben,  wenn  nach  dem  eben  bewiesenen  Satze: 

wird,  wobei  2  —  v  >  1  oder  v  <  1  ist. 

182.  Als  explicite  Darstellung  eindeutiger  analytischer  Functionen 
haben  wir  nur  die  rationalen  algebraischen  und  die  Potenzreihe  inner- 
halb ihres  Convergenzkreises  kennen  gelernt.  Ihre  Integrale  sollen 
gebildet  werden.  Dabei  sind  insbesondere  die  singulären  Punkte  zu 
berücksichtigen. 

1.  Das  Integral  einer  rationalen  ganzen  Function. 

Die  Function  z"  ist  innerhalb  der  gesammten  Ebene  ausnahmslos 
eine  analytische  Function,  falls  n  eine  positive  ganze  Potenz  ist.  Es 
ist  daher  auf  jedem  Integrationswege: 


/ 


n  +  l     ' 


Erstreckt  sich  das  Integral  ins  Unendliche,  so  wird  auch  die  Integral- 
function  unendlich.  Der  (Jnendlichkeitspunkt  ist  ein  ausserwesentlich 
singulärer. 

Mit  Hülfe  des  leicht  zu  beweisenden  Satzes,  dass  auch  das  com- 
plexe  Integral  einer  Summe  von  Functionen  gleich  der  Summe  aus 
den  Integralen  gebildet  von  den  einzelnen  Summanden  ist,  gewinnt 
man  hieraus  die  Formel  für  die  Integration  jeder  ganzen  rationalen 
Function: 


i 


,K+«l^+«2^'+-''««^")^^^  =  «0^+Y«/'+J^2^^+"-^^ 


2.  Das  Integral  einer  gebrochenen  rationalen  Function. 

Jede  gebrochene  rationale  Function  lässt  sich,  in  eine  ganze  Func- 
tion und  in  Partialbrüche  zerlegen,  deren  Zähler  constant,  deren  Nenner 
eine  ganze  Potenz  ist;  denn  die  in  §.  111  entwickelten  Identitäten 
gelten  auch  für  die  complexe  Variabele.  Demnach  erfordert  die  Inte- 
gration einer  gebrochenen  Function  nur  die  Untersuchung  der  Integrale : 

/ und  allj'emeiner    l — — — ,  statt  deren  man  auch,  indem  man 

statt  0  —  a  2  schreil)t,   also   den  Punkt   a   zum  Nullpunkt  wählt,  die 

einfacheren  Integrale 

/'dz       l'dz 

J'^'  J  '- 

zu  behandeln  hat. 


Das  complexe  Integral  der  analytischen  Functionen.  36 1 

Betrachtet  man  zuerst  den  Fall:  n  ganzzalilig  positiv  grösser  als 
1 ;  so  erkennt  man,  dass  die  Function  —  an  der  singulären  Stelle  Null 

den  Charakter  einer  analytischen  Function  verliert;  in  der  ganzen 
übrigen  Ebene  einschliesslich  des  Unendlichkeitspunktes  ist  sie  regulär. 
Man  umffebe  die  singulare  Stelle  mit  einem  Kreise  vom  Radius  r.  Das 
bestimmte   Integral   bekommt   längs   der  Peripherie  dieses  Kreises,   da 

0  =  r  (cos  q)  -{-  i  sin  g)) ,      dz  =  r  {—  sin  (p  +  /  cos  qp)  dcp 

wird,  den  Werth: 

r^  =  _ J     r.^^+i£»liEc/9>=-'  ,-  r[co.s(«-  l)9-««iu(«  -l),p|</,f. 
J  z'"'         ^«-1  y  cos nqp-j-i sinn qp     ^        T      J 

ü 

Da  w  >  1,  so  wird  dieser  Werth  gleich  Null.  Es  verschwindet 
also  das  Integral  um  die  Begrenzung  des  Nullpunktes  geführt;  dem- 
nach braucht  die  Randcurve  nicht  berücksichtigt  zu  werden.  Auf  jedem 
Wege  in  der  Ebene,  auch  solche  die  den  IJnendlichkeitspunkt  über- 
schreiten, denn  für  diesen  ist  Lim  L^  —  =  0,  ist  das  Integral 

/'-dz         «-»+'     ,    ^ 

und  verschwindet  auf  jedem  geschlossenen  Wege.  Der  Nullpunkt  aber 
ist  ein  ausserwesentlich  siugulärer  Punkt  des  Integrales. 

Der  Fall  w  =  1,  welcher  schon  im  §.  179  als  Beispiel  diente,  er- 
fordert eine  besondere  Behandlung;  denn  hier  wird  für  einen  den  Null- 
punkt umschliessenden  Kreis: 


Das  Integral  wird  also  unabhängig  vom  Radius  r  gleich  2  jr/.  Um  den 
IJnendlichkeitspunkt  hat  das  Integral  gleichfalls  einen  endlichen  Werth ; 
denn  führt  man  das  Integral  auf  einem  Kreise  mit  beliebig  grossem  Radius 
ii,  so  dass  derNullpunkt  zur  Rechten  bleibt,  so  verwandelt  es  sich  durch  die 

Substitution  z  =  —,     dz  =  —    T,   in 

z  '  z  * 


/? 


hinerstreckt  auf  einem  Kreise   vom  Radius  -jr  so,   dass  der  Nullpunkt 

zur  Linken  bleibt;  es  erhält  also  den  Werth  —  2111.  Demnach  wird 
der  Werth  des  Integrales  abhängig  von  dem  Integrationswege  sein;  es 
bekommt  auf  einer  im  Endlichen  geschlossenen  Curve  geführt  dun  Werth 
Null  oder  auch  den  Werth  2i7ihj  je  nachdem  die  geschlossene  Curve 
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den    Nullpunkt   keinmal    oder  /c-mal    umschliesst.     Das  Integral  /  — 

ist  eine  eindeutijje  Function  seiner  oberen  Gren^^e  z.  wenn  die  We^re, 
welche  von  der  unteren  Grenze  z^  nach  z  führen,  einen  vom  Nullpunkt 
zum  Unendlichkeitspunkte  führenden  Schnitt  nicht  überschreiten;  nur 
in  dieser  zerschnittenen  Ebene  sind  die  auf  solchen  Curven  berech- 
neten Integralwerthe  stetig;  in  beliebiger  Nähe  des  Verzweigungs- 
schnittes unterscheiden  sich  die  Werthe  des  Integrales  um  die  constante 
Grösse  2/;r. 

Die  vieldeutige  Function  aber,  welche  durch  das  Integral  geliefert 
wird,  ist  der  im  §.  82,  5  behandelte  Logarithmus;  denn  l[z)  ist  die- 
jenige Function,  deren  Ableitung  —  ist.  Die  Art,  wie  dort  vermittelst 
beliebig  vieler  Blätter  die  Function  zu  einer  eindeutigen  gemacht  ist, 
gilt  auch  für  das  Integral.  Für  jeden  den  Verzweigungsschnitt  nicht 
überschreitenden  Wesf  ist 


j  —  =  l{z)  —  1{Zq),     also  insbesonders    /  —  ^  l[z). 

Aber  indem  man  diese  Gleichung  schreibt,  muss  man  beachten,  dass 
nun  links  eine  bestimmte  Grösse,  rechts  dagegen  noch  eine  vieldeutige 
steht.  Welcher  Werth  rechts  gehört  zu  einem  bestimmten  Wege? 
Eine  bestimmte  Art  des  Weges  kann  erst  dadurch  charakterisirt  werden, 
dass  man  einen  bestimmten  Verzweigungsschnitt  wählt,  z.  B.  die  positive 
Ordinatenaxe;  (die  positive  Abscissenaxe  wird  deshalb  nicht  genommen, 
damit  die  untere  Grenze  +  1  nicht  auf  dem  Verzweigungsschnitte  liegt, 
denn  sonst  müsste  man  die  beiden  Ufer  unterscheiden). 

Von  1  nach  z  gehen  in  demselben  Blatte,  heisst  einen  im  übrigen 
beliebigen  Weg  nehmen,  der  diesen  Schnitt  nicht  überschreitet.  Von 
1  nach  z  gehen  und  zugleich  vom  ersten  ins  k  -(-  l^""  Blatt  gelangen, 
heisst  einen  beliebigen  Weg  nehmen,  welcher  diese  Linie  k  -\-  k'-ma\ 
in  der  Richtung  von  der  rechten  nach  der  linken  Seite  und  Ä;'-mal  in 
umgekehrter  durchschneidet;  ins  — {Jc-{-V'')  Blatt  vom  ersten  kommen, 
heisst  den  Schnitt  k'  -{-  k-mal  von  links  nach  rechts,  und  A;'-mal  von 
rechts  nach  links  überschreiten. 

Bleibt  man  im*  ersten  Blatte,  so  kann  man,  falls  z  nicht  im  zweiten 
Quadranten  (a;  <  0,  y  >  0)  liegt,  das  Integral  von  1  nach  z=x-\-iij 
insbesondere  so  führen,  dass  man  zuerst  von  1  parallel  der  Ordinaten- 
axe nach  y  und  alsdann  parallel  der  Abscissenaxe  bis  zum  Werthe  ic  geht. 

Setzt  man: 

l'dz  /*  dx  4-  idy  i\x  —  iy)dx    .     .  C{x—iy)dy 

J  z  —J    Ic'-fly       J    ^'  +  y'    "^y     ^-^y'    '    ■ 
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so  ist  (wie  in  §.  175,  4)  das  erste  Integral  der  rechten  Seite  auf  dem 
ersten  Theil,  des  Integration sweges  Null,  auf  dem  andern  gleich 

1 

oder  gleich 

=  Y  l  W  +  Vo^)  -2^1  +  ?/o')  +  «*  [arctg  |j  -  arctg  «/o]  -  i^, 
je  nachdem  x^)  positiv  oder  negativ  ist;  der  arctg  bedeutet  hierbei  immer 
einen  Wertli  zwischen  —  —  und  -\-  -  .  Denn  im  zweiten  Falle  wird 
arctg  ^- ,  indem  x  durch  Null  hindurchgeht,  stetig  in  den  Werth  arctg  ^  —  n 

übergeführt. 

Für    das    zweite    Integral    erhält   man   auf  dem   Integrationswege 
parallel  der  Ordinatenaxe : 

iP^^^  =  Y  Kl  +  y»')  +  i  arctg  y,. 


n 
; 


Der  arctg  bedeutet  hierbei  immer  einen  Werth  zwischen  —  —  und  -(-  - 
also  ist,  im  ersten  Blatte,  (falls  nicht  «/o  >  ^;  ^o  <  ö) 

J  T  =  T  ^  (^'o'  +  2/()')  +  i  arctg  |^  •  +  0  oder  —  Itc  ; 

je  nachdem  x^^  >   oder  <  0. 

Für  einen  Punkt  des  zweiten  Quadranten  gehe  man  zuerst  von 
X  =  \  parallel  der  Ordinatenaxe  nach  dem  Punkte  1  —  iy^^  von  dort 
parallel  der  Abscissenaxe  in  den  Punkt  .t,, —  «i/,,,  und  schliesslich 
wieder  parallel  der  Ordinatenaxe  nach  x^^  -\-  iy^^-^  so  wird 

Jt  -J  t  +/t  =  I  ^  i<'  +  y»')  -  '•  -tg  I  -  i«  +J  ";■ 

Das  letzte  Integral  ist  aber  gleich: 

also  ist  für  die  Punkte  des  2'*""  Quadranten 

/  !'"  =  .!  l  W  +  ?/o-')  +  i  arctfi  ^f  -  in. 
Auf  der  rechten  S<M'i<'  der  positiven  ()nliii;if<"ii.i\('  betragen   die  Werthe 

Uariiack,   Dififereutial-  u.  inlegralrechuung.  23 
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des  Integrales  —  l  {y^^)  +  i  y,  auf  der  linken  dagegen  —  l{yii^) ^; 

sie  unterscheiden  sich  um  2i7t. 

3.  Das  Integral  einer  complexen  Potenzreihe. 

Innerhalb  des  Kreises  um  den  Punkt  a,  in  welchem  die  complexe 
Potenzreihe 

«0  +  «1  (^  —  «)  +  «2  {3  —  a)2  +  .  .  .  a„  (^  —  ß)"  H 

convergirt,  stellt  sie  eine  eindeutige  und  stetige  Function  f{0)  dar,  ohne 
singulare  Punkte;  für  jeden  Punkt  ^  =  Z  im  Innern  des  Convergenz- 
kreises  convergirt  die  Reihe  unbedingt;  und  folglich  convergirt  sie 
auch  gleichmässig;  d.  h.  es  lässt  sich  ein  n  angeben,  von  dem  ab 
der  Betrag  des  Restes  kleiner  bleibt  als  eine  beliebige  Zahl  d,  für 
jeden  Werth  von  s,  der  die  Eigenschaft  hat,  dass  abs  (2 —  «)  <  abs(Z —  a). 
Denu 
abs  [ün  (Z-af  +  a„+i  (Z~ß)«+i  ■\ ]  <  A^U-  +  ^n+iii«+i  _^  . . . 

wenn  A  =  abs  0,  H  ==  abs  (Z  —  a)  bedeutet. 
Da  aber  die  Reihe: 

convergirt,  so  kann  ein  n  angegeben  werden,  für  welches  die  rechte 
Seite  der  obigen  Ungleichung  kleiner  bleibt  als  d;  um  so  mehr  wird 
also  auch 

abs  [a„  {Z  —  «)«  +  a„+i  {Z  -  «)"+i . .  .]  <  ^„r«+  ^„+1^«+^  +  •  •  •  <  ^ 

wenn  abs  \Z  —  «]  =  r  <  B,. 

Daraus  ergiebt  sich  der  Satz: 

Das  Integral  der  comj^lexen  Potenzreihe  hingeleitet  vom  Punkte 
#0  bis  zum  Punkte  Z,  die  beide  im  Innern  des  Convergenzkreises  liegen, 
ist  eine  analytische  Function  und  wird  durch  die  Differenz  der  Potenz- 
reihen für  die  Werthe  z^  und  Z  geliefert,  welche  aus  der  gegebenen 
durch  gliedweise  Integration  hervorgehen: 

z 

J'm  dz  =  [«„  {Z-a)  +  ^iZ-  ay  +  ^'  (^  _  „)3  +  .  .  .]  _ 

« 

-  [«„(^0  -  «)  +  f  (^0  -  «)■'  +  Y  K  -«)'  +  •■  •]. 

Insbesondere  ist: 
z 

a 

Der  Convergenzkreis  dieser  neuen  Reihe  kann  weder  kleiner  noch 
grösser  sein  als  der  der  ursprünglichen.  Wolil  aber  ist  es  möglich, 
dass  diese  zweite  Reihe  noch  auf  dem  Kreise  selbst  (bedingt  oder  un- 
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bedingt)  convergirt,  während  die  ursprüngliche  in  den  Punkten  des 
Kreises  divergirt.  In  diesem  Falle  stellt  die  Reihe  auch  für  den  Punkt 
des  Convergenzkreises  das  Integral  der  Function  f{ß)  dar.  Denn  be- 
zeichnet Z  solch  einen  Punkt,  so  ist: 

z  z^-  j 

i'f{^z)dz  =  Lim  i)\z)  dz  == 

a  a 

=  Lira  \^.,(,Z-8^a)  +  f  (Z-d-«)-'+  f  {Z-S-af  +...]• 

Da  eine  Potenzreihe  stetig  bleibt,  falls  sie  in  <\ii\\  Punkten  des 
Grenzkreises  convergirt  (§.  83),  so  geht  die  rechte  Seite  stetig  in  die 
Reihe: 

«„  (^  - «)  +  f  (^  - «)'  +  f  (^  -  «)^'  +  •  ■  • 

über. 

Ist  das  Convergenzgebiet  der  Reihe  die  unendliche  Ebene,  so  wird 
der  Werth  des  Integrales  für  noch  so  grosse  Beträge  von  Z  durch  die 
Potenzreihe  dargestellt.  Für  den  Punkt  Z  =  cxd  kann  das  Integral, 
wenn  man  darunter  den  Grenzwerth  eines  bestimmten  Weges  versteht, 
endlich  bleiben,  nur  kann  der  Werth  nicht  mehr  durch  eine  Potenz- 
reihe ausgedrückt  werden. 

Letzteres  ist  z.  B.  der  Fall  bei  dem  Integrale  /  e*  (?^ ,  welches  für 

jeden  endlichen  Werth  von  Z  den  Werth  erhält: 
z  z 

0  u 

=  Z  +  i  +  i^  +  ■■■4-^-v.  +  ■■■-''-'■ 

Führt  man  dieses  Integral  auf  einem  Wege  ins  Unendliche,  auf 
welchem  die  Abscisse  x  negativ,  die  Ordinate  y  positiv  beliebig  wächst, 
so  kann  man  diesen  Process  so  vollziehen,  dass  mau  erst  auf  der 
Abscissenaxe  den  Integrationsweg  bis  —  a,  alsdann  auf  der  Parallelen 
zur  Ordinatenaxe  den  Weg  h  zurücklegt;  a  und  h  sollen  schliesslich 
beliebig  wachsen.  Man  denke  sich  z.  B.  als  Integrationsweg  die  Parabel 
y=x'^y  und  betrachte  den  Punkt  z=  —  a  -}- ia"^,  welcher  auf  der 
Parabel  liegt.  Das  Integral,  hinerstreckt  bis  zu  diesem  Punkte,  erhält 
den  Werth: 


»  — a  u 

I  cuh  =  I  e"  dx  -\-  i  I  e-«+«y  dy  = 


=  [c-«  —  1]  +  rr^'  Ic'""  —  1]  =  —  1  +  e- «+♦■"'. 
Convergirt   (t    njuli    un(;n(lli('h ,    so   geht   die    rechte  Seite    über   in  den 


23* 
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Wertli   —  1.     Aber    nur    auf*   einem   bestimmten   Wege   wird    ein  be- 
stimmter Werth  des  Integrales  erzielt. 

Um   das  Verhalten   des  wesentlichen   singulären   Punktes   bei  der 

Integration  überhaupt  an   diesem  Beispiele   zu  erkennen,  verlegen  wir 

ihn   durch   die  Substitution  ^  =  -r    in  den  Nullpunkt  und  betrachten 

das  Integral 

geführt  um  den  Nullpunkt  in  negativem  Umlauf. 

Wir  haben  hier  eine  Potenzreihe,  die  nach  Potenzen  der  Variabelen 
—  fortschreitet,    und   wollen   daher  zunächst   allgemein   den   Satz   be- 

weisen : 

Das  Integral  einer  Reihe  F(0),  welche  nach  Potenzen  einer  Func- 
tion f\2)  fortschreitet,  wird  in  einem  Gebiete,  in  welchem  die  Reihe 
convergirt  und  f(s)  eine  analytische  Function  ist,  durch  Integration 
der  einzelnen  Glieder  erhalten. 

Zu  dem  Zwecke  hat  man  nachzuweisen,  dass  die  Reihe 
F{,)  =  «„  +  «,  [/-(«)]  +  a,  [a^)Y  +  ■••«„  [/■(«)]»  +  •  •  • 
innerhalb  ihres  Convergenzgebietes  gleichmässig  convergirt.  Man  sieht 
ein:  Convergirt  die  Reihe  für  einen  bestimmten  Werth  von  Z,  so  con- 
vergirt sie  für  jeden  Werth  von  z,  für  welchen  abs  f(z)  <  abs  f(Z) 
ist,  unbedingt.  Denn  indem  die  Reihe  für  f(Z)  convergirt  (bedingt 
oder  unbedingt),  müssen  die  Glieder  ihrem  Betrage  nach  abnehmen, 
derart,  dass  für  An  =  abs  [an] ,  II  =  abs  \f{Z)] 

Än^iE-+'  <  AnE'^  und  Lim  "^^  E 

höchstens  gleich  1  wird. 
Demnach  ist 

F{z)  =  «„  +  o,  ^!J  F{z)  +  a,  [^^1]'  [F{z)Y  +  ..■«„  [^^J  [F(^)]"  +  •  ■  • 

eine  Reihe,  welche  unbedingt  convergirt;  denn  es  convergirt  die  Modul - 
reihe : 

A„  +  A,  ^11  +  A,  (^y  m  +  ---A„  {g-  ii'  +  -- ., 

weil 

Lim  ^'  •  ^  •  ^  <  1.  (für  r  <  E). 

So  lange  die  Reihe  unbedingt  convergirt,  convergirt  sie  aber  auch 

gleichmässig;  denn  es  bleibt  für  jodenWorth  von  0,  a„/(^)"+ö„/(^)"+^H 

seinem  Betrage   nach  kloijier  als  d,   falls  man  n  so  gross  wählt,  dass 
AnE'^  -f  yl„+,7^+^  -I <  J  ist  und  E  >  abs  /(,?)  ist.    Folglich  wird 
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Die  Integrale  der  rechten  Seite  sind,  da  f{z)  eindeutige  analytische 
Functionen  sein  sollen,  selbst  analytische  Functionen  unabhängig  vom 
Integrationswege. 

Die  vorstehende  Reihe  ist  in  ihrem  Convergenzgebiete  gleichmässig 
convergent. 

Mit  Hülfe  dieses  eingeschalteten  Satzes  wird  das  Integral 

~j  \t^  +    1  z'  +  2!74"  "I  »TI  7n+2  "1         J  ^^^'^ 

geführt  um  den  Nullpunkt  in  negativem  Umlaufe,  da  die  Reihe  für 
alle  endlichen  Werthe  von  /,  die  von  Null  verschieden  sind,  conver- 
girt,  durch  die  Substitution  z  =  q  (cos  cp  -\-  i  sin  cp)  erhalten : 

0 

Der  wesentlich  siuguläre  Punkt  der  Exponentialfunction  ist  also 
kein  Verzweigungspunkt  der  Integralfunction;  wohl  aber  ist  er  selbst 
ein  wesentlich  singulärer;  denn  es  wird: 


z 

f*  1 


a 

eine  Potenzreihe  mit  ,dem  singulären  Punkt  z  =  0. 

i  2 

Betrachtet   man   aber    z.  B.  die  Function  e'  oder    auch  e'-  —,   so 

z' 

wird  der  wesentlich  singulare  Punkt  ^^  =  0  zugleich  ein  Verzweiguugs- 
punkt  des  Integrales.  Auch  wenn  man  einen  ausserwesentlichen  sin- 
gulären Punkt  in  der  allgemeinen  Form  betrachtet: 

flz)  =  y     ^-  .^^   K  +   «1    (^  -   «)   +  «2  (^   -   «)■-'  +•••], 

i^z — a) 
wobei  die  Potenzreihe  in  der  Umgebung  der  Stelle  a  convergent  sein 

soll,  wird  für  f  f{z)  dz  der  Punkt  a  immer  ein  ausserwesentlichor  sin- 
gulärer bleiben  (wenn  m>  1),  und  zugleich  ein  Verzweigungspunkt  sein, 
falls  in  deniGliede  a,„-_i  {^  —  «)'"~^  der  Coeflicienta,;j_i  nicht  verschwindet. 
Die  vorstehenden  Beispiele  lehren  also,  dass  der  Charakter  eines 
singulären  Punktes  für  das  Integral  nur  insofern  sich  ändern  kann, 
als  derselbe  möglicherweise  zugleich  ein  Verzweigungsimnkt  wird. 


358  Viertes  Buch.     Zweites  Capitel.    §.  183.  184. 


Zweites    Capitel. 

Die  Entwickelung  der  eindeutigen  analytischen  Functionen  in 
Potenzreihen.     Allgemeine  Eigenschaften. 

183.  Die  Definition  der  Functionen  vermittelst  der  Rechnuiigs- 
operationen  Hess  (mit  Ausnahme  der  rationalen  algebraischen),  wie 
mehrfach  hervorgehoben  wurde,  das  Problem  ihrer  Berechnung  doch 
noch  ungelöst;  für  die  reellen  Functionen  ergab  sich  als  Lösung  dieses 
Problemes  der  Taylor 'sehe  Satz:  Kennt  man  die  Werthe  einer  irgend- 
wie definirten  Function  und  aller  ihrer  Ableitungen  an  einer  Stelle, 
und  weiss  man,  dass  diese  innerhalb  eines  Intervalles  sämmtlich  stetig 
sind ,  so  kann  der  Werth  der  Function  und  aller  ihrer  Ableitungen 
vermittelst  der  Taylor 'sehen  Potenzreihe  für  jede  Stelle  des  Inter- 
valles berechnet  werden,  vorausgesetzt,  dass  diese  Reihe  convergirt. 

Nunmehr  handelt  es  sich  um  die  Berechnung  einer  Function  in 
einem  complexen  Gebiet;  dieselbe  wird,  wie  die  folgenden  Unter- 
suchungen zeigen  sollen,  durch  folgenden  einfachen  Satz  geleistet: 

Kennt  man  von  einer  irgendivie  definirten  Funetion  den  Werth  der 
Function  und  aller  ihrer  Ableitungen  an  einer  Stelle,  und  weiss  man, 
dass  die  Function  innerhalb  eines  endlichen  einfach  oder  mehrfach  zu- 
sammenhängenden Gebietes  eine  analytische  Function,  also  eindeutig  stetig 
und  mit  einer  bestimmten  endlichen  ersten  Ableitung  begabt  ist,  so  convergirt 
die  Taylor' sehe  Reihe  um  diese  Stelle  innerhalb  eines  Kreises,  der  von  dem 
Gebiete  umschlossen  ist.  Um  jede  Stelle  im  Gebiete  lüsst  sich  solch  eine 
Reihenenttvichelung  angeben,  und  die  Berechnung  der  Function  und  aller 
ihrer  Ableitungen  wird  für  jeden  Werth  der  Variabelen  auf  diese  Weise 
geleistet. 

Während  also  bei  der  Beschränkung  auf  das  reelle  Intervall  die 
Stetigkeit  der  Ableitungen  und  die  Convergenz  der  Taylor'schen  Reihe 
noch  zu  den  Voraussetzungen  gehörten,  die  für  die  Lösbarkeit  des 
Problemes  bewiesen  werden  mussten,  erscheint  hier  einfach  der  Cha- 
rakter der  analytischen  Function  als  die  hinreichende  Voraussetzung, 
so  dass  man  den  Satz  auch  in  der  prägnanten  Form  aussprechen  kann : 

Jede  in  einem  zusammenhängenden  Gebiete  ausnahmslos  analytische 
Function  ist  für  die  Umgebung  jeder  Stelle  durch  eine  nach  ganzen  posi- 
tiven Potenzen  fortschreitende  Reihe  darstellbar. 

Damit  gewinnen  diese  Potenzreihen,  die  in  den  Untersuchungen 
bisher  auch  immer  besonders  berücksichtigt  wurden,  ihre  fundamentale 
Bedeutung.  Sie  liefern  nicht  nur  die  einfachste  Weise  eine  Function, 
die  nicht  eine  rationale  algebraische  ist,  zu  berechnen,  sondern  jsie 
definiren  überhaupt  alle  stetigen  Functionen  eijier  complexen  Variabelen 
mit  bestimmter  erster  Ableitung. 
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Der  Weg,  auf  dem  man  zur  Erkenntniss  des  Satzes  gelangt,  ist 
durch  Cauchy  vorgezeichnet. 

184.  Ist  in  einem  einfach  zusammenhängenden  Gebiete  (einschliess- 
lich der  Begrenzung)  f\z)  ausnahmslos  eine  analytische  Function,  und 
bedeutet  t  =  ii-{-iv  eine  im  Innern  gelegene  Stelle,  so  ist  der  Quotient 

m 

z  —  t 
im  Gebiete   ebenfalls    eine   analytische   Function,    nur  die   eine  Stelle 
z  =  t   ist  eine  ausserwesentlich  singulare.     Umgiebt  man  t  mit  einem 
beliebig    kleinen   Kreise    vom   Radius   Qy    so    entsteht   ein    durch   zwei 

Curven  begrenztes  Gebiet,  in  welchem 
der  obige  Quotient  ausnahmslos  ana- 
lytisch ist.  Integrirt  man  den  Quo- 
tienten sowohl  auf  der  äusseren  Begren- 
zungscurve  als  auf  dem  Kreise  (>,  indem 
bei  der  Integratiousbewegung  die  Ring- 
fläche zur  Linken  bleibt,  so  ist  die 
Summe  dieser  beiden  Integrale  Null. 
(§•  181.) 

Den  Werth  des  Integrales,  geführt 

um  den  beliebig  kleinen  Kreis  mit  dem 

Radius  q  in   negativem  Umlauf,   d,  h. 

so,  dass  das  Innere  des  Kreises  rechts  bleibt,  ermittelt  man  wie  folgt: 

Für  einen  Punkt  auf  der  Peripherie  dieses  Kreises  ist 

z — t==Q{co^(p-\-i^m(p)  =  Qe^^j   dz  ==  Qi&'f'd(p  =  Qi{co^cp-\-i^h\(p)d(py 
also  wird: 

(p=27t 


Fig".  18. 


J-Bi  <''  =  -  ^J'nt  +  9e<-P)dq>. 


Die  Function  f  ist  in  der  Umgebung  der  Stelle  z  =  t  stetig.  Es 
lässt  sich  also  q  so  klein  wählen,  dass  die  Differenz  der  Werthe  f{t) 
und  f(t  +  Qe^'P)  bei  allen  Werthen  von  (p  kleiner  bleibt  als  eine  Zahl 
d,  deren  Modul  beliebig  klein  ist.     Demnach   unterscheidet  sich  auch 

2rt  2rt 

ijfij^  +  Qe''P)d(p      und     i  ff{t)d(p  =  2i7tf{t) 

*o  *0 

von  einander  um  eine  Grösse,   deren  Modul  kleiner  ist  als  der  Modul 
der  beliebig  kleineu  Zahl  2;rd;  d.  h. 

tp=27t 


i  lfii+  Qe^'P)  d(p 
ist  unabhängig  vom  Werthe  q  gleich  2i7tf{t). 
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Es  bestellt  mithin  für  das  Integral  geführt  um  die  äussere  Begrenzung 
(und  überhaupt  auf  jeder  den  Punkt  t  umschliessenden  Curve),  in  posi- 
tivem Umlauf  die  Gleichung: 

I-  f{^\d,~^inf(t)^i)      oder       fXt)  =  A.ffi^^d,. 

Diese  Gleichung  besagt:  Kennt  man  die  Weithe  der  Function  f{z) 
längs  einer  geschlossenen  Curve,  und  weiss  man,  dass  die  Function 
innerhalb  dieser, Curve  ausnahmslos  analytisch  ist,  so  kann  man  den 
Werth  von  /'{z)  für  jede  im  Inneren  gelegene  Stelle  t  durch  ein  be- 
stimmtes Integral  ermitteln^). 

185.  Dass  die  Function  f{0)  allenthalben  im  Inneren  und  auf 
dem  Rande  eine  erste  Ableitung  besitzt,  bildete  die  Voraussetzung;  in 
der  That  kann  man  nun  auch  leicht  diese  erste  Ableitung  vermittelst 
eines  bestimmten  Integrales  ausdrücken.     Denn  es  wird: 

f{t±  At)  -  m   _  _l_  />,  X dz 

At  2inj'^''^'    lz-i—At){z-t) 

Convergirt  A^  nach  Null,  so  erhält  man,  da  auch  die  rechte  Seite  eine 
stetige  Function  von  A^  ist,  die  Gleichung: 

"•  r(t)  =  ^-fj/^d., 

wobei  das  Integral  auf  jedem  beliebigen  Wege  um  t  geführt  werden 
kann,  der  innerhalb  des  anfangs  definirten  Gebietes  bleibt.  Daraus 
folgt  aber  weiter,  dass  die  Ableitung  f" {t)  allenthalben  im  Inneren 
selbst  eine  analytische  Function  ist;  denn  es  wird: 


f'it  +  At)- 

-fit) 

At 

also 

111. 

r(f 

'    ^  ^       'iiTtJ  [z  —  tY 


In  gleicher  Weise  ergeben  sich  alle  höheren  successiveu  Ableitungen 
der  Function  für  jede  im  Inneren  des  Gebietes  gelegene  Stelle  und 
es  wird: 

*)  Dieser  Satz  ist  keineswegs  so  zu  verstehen,  dass  man  die  Wcrthc 
der  Function  f{z)  längs  der  Begrenzung  willkürlich  annehmen  und  nun  ver- 
mittelst der  Gleichung  I.  flen  Werth  für  jede  Stelle  im  Inneren  berechnen  kann. 
Es  müssen  vielmehr  die  Functionswerthe  an  der  Begrenzung,  wie  man  sich  leicht 
überlegt,  bereits  Bedingungen  geniigen,  damit  eine  analytische  Function  für  das 
Innere  zu  Stande  kommt.  Die  Untersuchungen  über  diese  Frage  —  Definition 
einer  Function  durch  Grenz-  und  Stetigkeitsbedingungen  —  fasst  man  unter  dem 
Namen  das  Dirichlefsche  Princip  zusammen. 
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Eine  in  einem  einfach  zusammenhangenden  Gebiete  analytische 
Functimi  ist  also  nicht  nur  nebst  ihrer  ersten  Ableitumj  endlich  und 
stetig j  sondern  sie  behält  auch  für  jeden  Funkt  im  Inneren  des  Gebietes 
höhere  Ableitungen,  und  diese  alle,  wie  viele  man  auch  bilden  mag,  sind 
analytische  Functionen. 

.     186.    Aus  der  Gleichung  I.  folgt  aber  auch  die  Eutwickeluiig  der 
Function  f{t)  in  eine  Potenzreihe. 

Ein  im  übrigen  beliebiger  Punkt  a  werde  so  gewählt,  dass  der 
grosstmögliche  Kreis,  welchen  man  um  a  beschreiben  kann,  ohne  die 
Kandcurve  des  Gebietes  zu  überschreiten,  den  Punkt  t,  für  welchen 
die  Functionswerthe  berechnet  werden  sollen,  umfasst.  Diesen  Kreis 
wähle  man  zur  Integration scurve  der  Gleichung  I.,  so  ist  für  jeden 
Punkt  Ä'  auf  der  Peripherie  des  Kreises 

abs  \t  —  a\  <  abs  [2] —  «]. 
Demnach  ist 


\ ^1 

'z—t         -^-^     1  _ 

z  —  a 

eine  convergente  Reihe.     Nach  dem  in  §.  182,  3  bewiesenen  Hülfsatze 

wird  also 

+  {t-  aY  C/^'^,,  ds  +  . . .  (^  -  aY  f   ~^%Ti  dZ'-' 
und  man  erhält  die  Gleichung: 

die  man  zufolge  der  Gleichungen  1.  bis  IV.  auch  in  der  Form  schreiben 
kann: 

V.      m  =  f{a)  +  it-  a)na)  +  ^^'  /"'(«)  +  •  •  •  ^f-  /'"(«)  •  •  • 

Diese  Potenzreihe  convergirt  sicher  und  zwar  unbedingt,  für  alle  Werthe 
von  t,  welche  innerhalb  des  um  den  Punkt  a  beschriebenen  Kreises, 
der  über  die  Randcurven  des  ursprünglichen  Gebietes  nicht  hinausgeht, 
gelegen  sind.  Sie  ist  die  Taylor'sche  Entwickelung  für  eine  complexe 
Function. 

Der  Inhalt  der  Gleichung  V.  kann   in  die  Worte  gefasst  werden : 

Kennt  man  den   Werth  einer  Function  und  aller  ihrer  Ableitungen 

(in  einer  Stelle,  und  iveiss  man,  dass  die  Function  innerhalb  eines  den 

Funkt  a  umschliessenden  Kreises  analytisch  ist,  so  wird  der  Werth  der 
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Function  für  jedm  Pimlct  im  Inneren  dieses  Kreises  durch  die  Potenz- 
reihe  V.  hcrechnet, 

oder:  Eine  uebst  allen  ihren  Ableitungen  an  einer  Stelle  bekannte 
Function  ist  in  der  Umgebung  dieser  Stelle  nur  dann  analytisch,  wenn 
sich  ein  Kreis  von  beliebig  kleinem  aber  endlichem  Radius-  angeben 
lässt,  innerhalb  welchem  die  Reihe  V.  convergirt. 

Die  Reihe  V.  wird  im  allgemeinen  nicht  für  alle  Werthe  t  con- 
vergiren,  die  innerhalb  des  anfanglich  angenommenen  Bereiches  liegen, 
in  welchem  f{z)  als  analytisch  vorausgesetzt  wurde.  Man  kann  aber 
den  Mittelpunkt  a  so  variiren,  dass  man  zu  einem  Kreise  und  damit 
zu  einer  Reihenentwickelung  gelangt,  welcher  den  verlangten  Punkt 
umfasst.  Denn  ist  dieser  Punkt  t  von  den  Grenzen  des  Kreises  um 
eine  endliche  (übrigens  noch  so  kleine)  Grösse  entfernt,  so  ziehe  man 
vom  Punkte  a  bis  t  eine  beliebige  Curve,  die  stets  in  endlicher  Ent- 
fernung von  den  Randcurven  bleibt.  Der  Kreis  um  den  Punkt  a  wird 
diese  Curve  in  einem  Punkte  a  zwischen  a  und  t  treffen.  Für  einen 
auf  der  Curve  und  im  Inneren  des  Kreises  beliebig  nahe  zu  a  gelegenen 
Punkt  kann  man  aus  der  Reihe  V.  die  Function  /"  und  beliebig  viele 
Ableitungen  berechnen;  und  sonach  denselben  zum  Mittelpunkte  einer 
neuen  Reiheneutwickelung  mit  lauter  bekannten  Coefficienten  machen. 
Der  neue  Convergenzkreis  schneidet  in  einem  Punkte  a",  der  bereits  sicher- 
lichnäher beiniegt;  und  die  Fortsetzung  dieses  Processes  mussschliesslich, 
da  die  Radien  unter  eine  angebbare  endliche  Grösse  nicht  herabgehen 
können  (weil  sich  der  Weg  aa  a"  ...t  in  angebbarer  Entfernung  von 
den  Randcurven  hält),  zu  einem  Kreise  führen,  der  den  Punkt  t  umfasst. 

Dieses  Verfahren  kann  auch  dazu  dienen,  um  eine  nur  durch  eine  Po- 
tenzreihe definirte  analytische  Function  ausserhalb  des  Convergenzkreises 
fortzusetzen  in  ein  Gebiet,  welches  keinen  singulären  Punkt  umschliesst. 
(§•  87.) 

Jede  Potenzreihe  definirt  die  Function  für  ein  bestimmtes  kreis- 
förmiges Convergenzgebiet  und  heisst  ein  Functionselement.  Man 
erhält  je  nach  Wahl  des  Mittelpunktes  der  Potenzentwickelung  ver- 
schiedene Functionselemente,  und  auch  dieselbe  Stelle  des  Argumentes 
gehört  verschiedenen  Functionsj^lementen  an.  Ist  aber  die  Function 
eindeutig,  so  müssen  die  verschiedenen  Elemente  für  dieselbe  Stelle 
auch  denselben  Werth  liefern.  Kommt  man  bei  dieser  Fortsetzung  der 
Function  aus  einem  irgendwie  begrenzten  (einfach  oder  mehrfach)  zu- 
sammenhängenden Gebiete  nicht  heraus,  so  ist  die  Function  nur  für 
dieses  Gebiet  vorhanden. 

Zwei  oder  mehrere  innerhalb  gegebener  Gebiete  irgendwie  definirte 
analytische  Functionen  der  complexen  Veränderlichen  sind  nur  dann 
als  zu  der  nämlichen  Function  gehörig  zu  betrachten,  wenn  sich  die 
Functionselemente  der  einen  aus  denen  der  anderen  ableiten  lassen. 
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In  diesem  8inne  ist  eine  analytische  Function  vollkommen  bestimmt, 
wenn  man  die  VVertho  der  Function  und  aller  ihrer  Ableitungen  an  einer 
Stelle  kennt,  oder  was  dasselbe  bedeutet,  wenn  die  Functionswerthe 
längs  einer  noch  so  kleinen  Linie  gegeben  sind.  Denn  alsdann  lassen 
sich  die  Ableitungen  bestimmen.  Functionen,  welche  nicht  in  diesem 
Zusammenhange  stehen,  sind  als  von  einander  unabhängig  zu  be- 
trachten *). 

187.  Weiss  man  von  einer  Function,  dass  sie  an  gewissen  Stellen 
der  Ebene  c,  ,c.,  ...  die  Eigenschaft  einer  eindeutigen  analytischen 
Function  verliert,  und  will  man  dieselbe  in  der  Umgebung  einer  Stelle 
a  in  eine  Potenzreihe  entwickeln,  so  wird  der  Radius  des  Convergenz- 
kreises  nur  so  gross  sein  dürfen,  dass  einer  der  Punkte  c  oder  auch 
mehrere  auf  der  Peripherie,  keiner  aber  im  Inneren  des  Kreises  liegt. 
Denn  die  Potenzreihe  ist  im  ganzen  Kreise  eine  eindeutige  analytische 
Function,  während  die  Function  der  Voraussetzung  zufolge  in  den 
Punkten  c  diese  Eigenschaft  verliert. 

Man  ist  also,  sobald  man  die  Eigenschaften  einer  Function  kennt, 
im  Stande  die  Grösse  der  Convergenzgebiete  für  die  I*otenzreihen  von 
vornherein  anzugeben.  Es  soll  dies  an  den  bisherigen  Functionen  er- 
läutert werden. 

I.  Von  der  Exponentialfunctiou  e^+'v  =  e-*  (cos  y  -\-  i  sin  y)  ist 
bekannt,  dass  sie  in  der  ganzen  Ebene  (für  jeden  endlichen  Werth 
von  X  +  iy)  analytisch  ist.  Es  existirt  um  jeden  Punkt  a  eine  lieihen- 
entwickelung  mit  beliebig  grossem  Radius,  dieselbe  ist 


e*  =  c« 


'+'T"  +  ^---} 


IL  Die  Function  ?(^),  welche  als  Umkehr  der  Exponentialfunctiou 
definirt  wurde,  ist  eine  vieldeutige  Function  von  s.  Eindeutig  lässt  sie 
sich  den  Punkten  einer  Windungsfläche  mit  unendlich  vielen  Blättern 
zuordnen,  die  längs  Verzweigungsschnitten  vom  Punkte  0  nach  oo  zu- 
sammenhängen. Beschreibt  man  um  einen  (in  irgend  einem  Blatte 
gelegenen)  Punkt  a  einen  Kreis,  welcher  den  Nullpunkt  umfasst,  so 
ist  innerhalb  dieses  Gebietes  der  Logarithmus  keine  eindeutige  ana- 
lytische Function;  auch  ist  das  Gebiet  selbst  nach  der  Vorstellung,  die 
wir  uns  über  die  Windungsfläche  gebildet  haben,  kein  geschlossenes; 
denn  die  Kreisperipherie  überschreitet  den  Verzweigungsschnitt  in  einer 
ungeraden  Anzahl  und  man  gelangt  nicht  in  den  Anfangspunkt  zurück, 
sondern  in  ein  anderes  Blatt.  Beschreibt  man  dagegen  um  den  Punkt 
a  einen  Kreis,    der  allenfalls  durch  den  Verzweigungspunkt  hindurch- 

*)  Hankel,  Untersuchungen  über  die  unendlich  oft  oscillirenden  und  un- 
stetigen Functionen,  S.  44tt*.  40flf.  Weierstrass:  Monatsberichte  der  Berliner 
Akademie.    1870  August. 
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j^^eht,  so  ist  iunerluilb  dieses  Kreises  die  Function  durchaus  analytisch, 
und  der  Kreis  selbst,  wiewohl  ein  Theil  desselben  in  ein  anderes 
Blatt  fallen  kann,  geschlossen.  Die  Function  /(^)  muss  sich  also  in 
eine   Reihe    nach  Potenzen    von    z  —  a  darstellen    lassen,    und    diese 

j^     12'    3' 

Reihe  lautet,  weil  die  Ableitungen  bezüglich  y,  — g-,  ^',  —~  u.s.w.  sind: 

'(^)  =  n«)  +  ^"-^  +  ^"^'-^^?^±-(abs(.-«)<absa). 

Durch  die  Reihe  wird  derjenige  Werth  des  Logarithmus  dargestellt, 
welcher  durch  continuirliche  Aendevung  des  für  [{a)  angenommenen 
VVerthes  hervorgeht,  auf  jedem  Wege,  der  in  das  Innere  des  Convergenz- 
kreises  fällt.  Setzt  man  die  Function  l{z)  über  den  Convergenzkreis 
hinaus  fort,  indem  man  einen  neuen  Punkt  a\  der  im  Inneren  des 
früheren  Kreises  liegt,  zum  Mittelpunkte  der  Entwickelung 

macht,  so  kann  man  für  jeden  Punkt  der  Ebene  den  zugehörigen  Loga- 
rithmus berechnen,  und  zwar  erhält  man  denjenigen  Werth,  welcher 
in  demselben  Blatte  wie  l{a)  liegt,  wenn  man  den  Punkt  a  und  z  durch 
eine  Curve  verbindet,  welche  den  Verzweigungsschnitt  nicht  über- 
schreitet, und  nun  successive  Punkte  dieser  Curve  zu  Mittelpunkten 
der  Entwickelung  wählt,  bis  man  zu  einem  Kreise  gelangt,  welcher 
den  Punkt  z  umfasst,  und  bei  welchem  die  vom  Mittelpunkte  nach  z 
gezogene  Curve  durch  den  Verzweigungsschnitt  nicht  zerschnitten  wird. 
IlL  Das  Binom  (1  +  ^)"  wird,  wenn  n  eine  rational  gebrochene 
Zahl  -  ist,  eine  g'-deutige  Function,  deren  Verzweigungspunkte  z=  —  1 

und  z  ==  (x>  sind.  Durch  eine  Fläche  von  q^  Blättern,  welche  längs  eines 
von  —  1  nach  oo  geführten  Verzweigungsschnittes  zusammenhängen ,  ist 
die  Function  als  eindeutige  Function  von  z  dargestellt.  Wählt  man 
einen  beliebigen  Punkt  a,  indem  man  zugleich  ein  Blatt  fixirt,  zum 
Mittel})unkte  einer  Reihenentwickelung,  so  convergirt  dieselbe  innerhalb 
eines  Kreises,  der  höchstens  durch  den  Verzweigungspunkt  z  =  —  1 
geht,  denselben  aber  nicht  umfasst;  es  wird: 

{\-^zY=  (1  +  a)«+  ^  {^z-a)  (l+a)«-i+  "^^^{z-aYiX^aY'^^ 
_l_  nj»i  -  UJn-2)  ^^  _  a)3(l  +  a)«-3  + . . .  abs  {z-a)<  abs  (—  1  -  «). 

Durch  diese  Reihe  wird  derjenige  Werth  der  Wurzel  an  der  Stelle  z 
dargestellt,  welcher  aus  dem  für  (1  +  af  angenommenen  auf  jedem 
Wege,  welcher  in  das  Innere  des  Convergenzkreises  fällt,  durch  con- 
tinuirliche Aenderung  hervorgeht.  Ist  a  insbesondere  der  Nullpunkt, 
und  wählt  man  für  V-  den  einfachen  Werth  1,  so  ist 
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/.     .      N           1     I     >*         ,    nln  —  l)    ^    ,    n(n—1)(n  —  2)     «  ,  i      ^    ^  i\ 

(l  -j-  ;2;)«  =  1  -f  —  ^  -}-  -~^—  g-  + — ^ Z^  "  '  (abs  ^  <  1). 

Ist  der  Exponent  n  eine  conijilexe  Zahl,  so  bleibt  diese  Reihe  unver- 
ändert bestehen;  es  ist  dann 

(1  4-  üY  =  e"'^^+^) 
eine  unendlich  vi-eldeutige  Function;  wählt  man  für  ^f  =  0  den  Werth  1, 
so  stellt  die  obige  Reihe  denjenigen  Werth  von  e"'^^+-^  dar,  welcher 
aus  der  Zahl  0  durch  continuirliche  Aenderung  hervorgeht,  wenn  sich 
der  Punkt  z  z.  ß.  auf  einem  vom  Nullpunkte  ausgehenden  Radius  be- 
wegt.    Man  kann  diesen  Werth  in  der  Form 

^7i(^i/((l+x)'-'+r]4-i-a.ctg-Y_^J 

eindeutig  fixiren;   unter  arctg   eine  zwischen und  +  .^    liegende 

Grösse  verstanden. 

188.  Von  der  impliciten  algebraischen  Function  iv^  welche  durch 
die  Gleichung  /"(^^^  w^")  =  0  definirt  ist ,  wurde  im  zweiten  Buche 
Capitel  4  nachgewiesen,  dass  sie  eine  w-deutige  Function  mit  einer  ge- 
wissen endlichen  Anzahl  von  kritischen  Punkten  und  ausserwesentlichen 
singulären  Punkten  ist.    Kritisch  heissen  dabei  zunächst  alle  diejenigen 

Punkte  z,  für  welche  auch      ,.  ' —  gleich  Null  wird:  weil  hier  der  zu- 

gehörige  Werth  von  w  eine  mehrfache  Wurzel  ist.  In  der  Umgebung 
jedes  anderen  regulären  Punktes  ist  jeder  Zweig  von  w  eine  analytische 
Function,  und  folglich  muss  sich  um  jeden  regulären  Punkt  a  eine 
Reilieneutwickelung  angeben  lassen,  deren  Convergenzradius  jedenfalls 
so  gross  ist,  dass  keiner  der  singulären  oder  der  kritischen  Punkte  von 
diesem  Kreise  umschlossen  wird.  Bezeiclinet  man  mit  w^  einen  der 
zum  Punkte  a  gehörigen  Werthe,  der  für  diesen  Punkt  ein  einfacher 
Werth  sein  muss,  so  lautet  die  Reihenentwickelung 

wobei  mit  (™^)  der  Werth  der  w^*""  Ableitung,  gebildet  an  der  Stelle 


a.w, 


^  ==  a,  w  =  wj  bezeichnet  ist.  Man  kennt  von  dieser  Reihe  einen 
(Jonvergenzkreis,  wenn  man  sämmtliche  singulare  und  kritische  Punkte 
vorausbestimmt  hat. 

Es  handelt  sich  nur  darum,  die  w'*'  Ableitung  zu  finden.  Im  §.  94 
ist  gezeigt  worden,  wie  man  die  erste  Ableitung  der  impliciten  b'unction 
berechnet : 

dw  _  ^ .  ^/ 

dz  dz  '  f)w 

und  dass   diese   erste  Ableitung   für  jeden  regulären  Punkt  einen  end- 
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liehen  bestimmten  Werth  hat,  weil  hier   5^'-  von  Null  verschieden  ist. 

Alle   höheren  Ableitungen   ergeben    sich    aus    dieser    durch    successive 

Differentiation:   die  partiellen  Ableitungen   p^  >  ^    sind   selbst   wieder 

algebraische  Ausdrücke  in  z  und  Wj  und  folglich  solange  tv  eine  ein- 
deutige analytische  Function  von  s  ist,  selbst  wieder  eindeutige  ana- 
lytische Functionen  von  z.  Also  ist  auch  der  Quotient  eine  analytische 
Function  von  z^  und  es  wird  nach  der  nämlichen  Diff'erentiationsregel 
erhalten : 

df 

4^w dw 

___ 


(dy,^f_  dw\  _df  (  dy    ,   dlf  dw\ 
\dz^'^dwdz  dz)     dz  \özdw~^dw^  dz  ) 


Es  gilt  hier  der  Satz  von  der  Vertauschung  der  Differentiationsordnung, 
denn  die  aljjfebraischen  Functionen  ^    '   ,  ^ — '^-  sind  stetige  Functionen 

der  Variabelen  z  und   w\  setzt  man   also   für  -5—  seinen   Werth   ein, 

'  dz  ' 

so  folgt: 

d±[  (dfV_  2  _^/L  d±df  .d^f  (dfV 
dHü  dz-^\dw)  dzüwdz  dw~^ dw^\dzj 


dz' 


\diü) 


Man  hat  dann  in  dem  Ausdrucke  rechts  für  z  den  Werth  a,  für  w  den 
Werth  Wa^  zu  substituiren. 

Die  successive  Differentiation  dieses  Quotienten,  die  keine  schwierige 
Rechnung  ist,  aber  zu  grösseren  Formeln  führt,  liefert  der  Ableitungen, 
so  viele  man  bilden  will.    Wesentlich  ist,  dass  in  allen  diesen  Formeln 

7)  /' 

nur  die  Grösse  ~  im  Nenner  auftritt,  welche  nicht  verschwindet,  solange 

man  sich  in  einem  Gebiete  von  regulären  Punkten  befindet,  so  dass 
sämmtliche  Ableitungen  endliche  und  bestimmte  Werthe  erhalten,  da 
auch  die  Punkte  ausgeschlossen  sind,  in  denen  w  unendlich  wird. 

Wiewohl  hiermit  auf  den  wesentlichen  Punkt  der  zur  Berechnung 
der  Ableitungen  dienenden  Gleichungen  hingewiesen  ist,  so  ist  es  doch 
für  eine  spätere  Verwerthung  der  Formeln  wichtig,  einige  abgekürzte 
Bezeichnungen  einzuführen,  durch  welche  man  eine  gewisse  üebersicht 
über   die   zu   bildenden   Gleichungen    gewinnt*).      Man    bezeichne   den 

Dift'erentialquotienten  --^  mit  Wky  ferner  die  partielle  Ableitung   j-p'   p 

mit  fk—p,p  und  setze: 


*)  l'lücker:  Theorie  der  algebraischen  Curven.  l^onn  1839,  S.  15G.  •  Lioii- 
ville:  M«'nioire  snr  quelques  propositions  gen«'rales  de  geometrie  et  sur  la 
tbeorie  de  relimiiuition  dans  les  equations  algebriques.     Journal  de  niath.  T.  VI. 
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w  —  w 
so  besteht  für  das  Verhältniss =  w, ,  welches  für  z  =  a  in  die 

Ableitung     .     übergeht,  die  nach  Potenzen  von  2  geordnete  Gleichung: 

et  z 

0  =  «D,  +  (^  -  a)ct),  +  {z-  ay%  +■■■, 

welche,  je  nachdem  m  grösser  oder  kleiner  ist  als  w,  mit  dem  Gliede 
(^  —  «)"*  oder  (0  —  aY  abschliesst. 

Aus  der  Gleichung  w  —  tVa  =  w^{z  —  a)  geht  hervor,  dass 

dz^        ^  '   dz^    ^      d^-^  ' 

es*  bestellt  also  für  ^  =  a   die   Relation  (      r )  =k       ^ '!'  •       Mithin 

\dz^  /  dz''-^ 

a 

werden  die  höheren  Ableitungen  w^j  w.^  .  .  .  u.  s.  f.  erhalten,  indem 
man  die  obige  Gleichung  total  nach  z  differentiirt,  und  in  den  abge- 
leiteten Gleichungen  z  =  a,       .J^  =  y  •  Wk  setzt.    Um  die  Recursions- 

formel  für  die  h^^  Ableitung  zu  erhalten ,  sind  in  der  Gleichung  nur 
die  Glieder  bis  zur  Potenz  {z  —  ö)*~^  zu  berücksichtigen.  Kür  die 
ersten  Wertlie  von  h  erhält  man  die  Gleichungen: 

«,  =  0, 


, .-  i^  «".  +  3 -  an,  «'»  +  T  M»  \i)  +  T  a»!  «"^  +  *4  =  0, 

^!   cw^      «>    '    4!   t7^t',      ^     '    8!2  dwi^      ^     •'    '    3!  dwy      ^    ' 


Man  erkennt  auch  in  dieser  Form,  dass  für  den  regulären  Punkt,   in 

welchem  —      ==  /ii  1=  .      nicht  verschwindet,  sämmtliche  Differential- 
Oii\        '  '  ow  ' 

quotienten,  wie  viele  man  auch  bilden  mag,  endlich  bleiben. 

Wir  kehren  zu  dem  Hauptresultate  der  Untersuchung  der  alge- 
braischen Function  im  regulären  Punkte  zurück,  und  formuliren  dasselbe 
in  dem  Satze: 

Kennt  man  von  chu r  gcgchcnen  algehraisrhiu  Function  l\z*'^,w'*)  -=  0 
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einen  einzigen  Werth  von  w  an  einer  regulären  Stelle  z  -=  a,  so  kann 
man  den  zu  irgend  einer  anderen  Stelle  Zj  welche  innerhalb  des  regulären 
Gebietes  um  a  liegt ^  zugehörigen  Functionswerth  berechnen,  indem  man 
durch  eine  bestimmte  Folge  von  ausführbaren  Rechnungsoperationen  be- 
liebig viele  Glieder  der  Fotenzreihe  entwickelt. 

Vollständiger  noch  kann  man  den  Satz  so  fassen:  Ke^int  man 
von  einer  gegebenen  algebraischen  Function  f(z"^,w^)  =>  0  sämmtliche 
kritische  und  singidäre  Stellen  und  ausserdem  an  einer  regulären  Stelle 
einen  Functionswerth  ^  so  kann  man  durch  eine  bestimmte  Folge  von 
endlichen  Bechnungsoperationen  die  n-deutige  Function  vermittelst  Ver- 
zweigungsschnitten  in  n  Zweige  zerlegen^  von  denen  jeder  nur  längs  den 
Verzweigungsschnitten  unstetig  ist  und  in  ausserwesentlichen  singulären 
Funkten  unendlich  wird;  und  zu  jeder  beliebigen  Stelle  können  die 
Werthe  sämmtlicher  Zweige  vermittelst  beliebig  vieler  Glieder  einer  Potenz- 
reihe berechnet  werden. 

Dieser  Satz  wird  vermittelst  der  in  den  vorigen  Beispielen  wieder- 
holt besprochenen  Methode  der  stetigen  Fortsetzung  einer  Function  über 
ihren  Convergenzkreis  hinaus  erkannt.  Den  zu  a  gegebenen  Functions- 
werth bezeichne  man  als  dem  ersten  Blatte  zugehörig.  Vom  Punkte  a 
ziehe  man  Curven  bis  in  beliebige  Nähe  jedes  kritischen  Punktes,  die 
in  endlicher  Entfernung  von  jedem  anderen  kritischen  Punkte  ver- 
laufen, und  umschliesse  den  betreffenden  Punkt  mit  einem  beliebig 
kleinen  Kreise. .  Solch  eine  Curve  mit  dem  kleinen  Kreise  nennt  man 
eine  Schleife.  Man  kann  durch  Reihenentwickelung  feststellen,  ob  das 
Durchlaufen  der  ganzen  Schleife  eine  Aenderung  des  zu  a  gehörigen 
Functionswerthes  herbeiführt;  wenn  dieses  nicht  der  Fall  ist,  so  ist  der 
Punkt  kein  Verzweigungspunkt  für  das  erste  Blatt;  wenn  es  der  Fall 
ist,  so  stelle  man  durch  wiederholte  Reiheuentwickelung,  indem  man 
den  neuen  für  die  Stelle  z  =  a  gefundenen  Werth  benutzt,  fest,  wie 
viele  Blätter  im  Punkte  mit  dem  ersten  zusamraenliängen.  Heissen 
dieselben  1,  2  .  .  .  jp,  so  kann  für  jedes  dieser  Blätter  die  Bedeutung 
jedes  anderen  kritischen  Punktes  vermittelst  der  Schleifen  bestimmt 
werden.  Dabei  wird  man  in  einem  anderen  Verzweigungspunkte  auch 
den  Werth  eines  neuen  Blattes  für  z  =  a  kennen  lernen,  der  unter 
den  Werthen  1,  2  .  .  .p  noch  nicht  vorhanden  war. 

Sollte  der  Fall  eintreten,  dass  das  Umlaufen  aller  Schleifen  aus 
den  Blättern  1  bis  ])  nicht  herausführt  (oder  allgemeiner,  dass  man 
bei  diesem  Processe  nicht  alle  n  Werthe,  welche  zu  z  =  a  gehören, 
erhält),  so  bedeutet  das,  wie  später  (§.  195)  bewiesen  werden  soll,  dass 
die  algebraische  Function  f{^",  w")  =  0  sich  in  Factoren  zerlegen 
lässt,  welche  in  Bezug  auf  z  und  w  rational  sind.  Bei  einer  irreduci- 
belen  Function  kommt  dieses  nicht  vor,  und  für  sie  gilt  der  ausge- 
sprochene Satz. 
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189.  Nachdem  festgestellt  ist,  dass  die  analytischen  Functionen 
durch  Potenzreihen  ausdrückbar  sind,  ist  noch  die  Discussion  der  sin- 
gulären  Punkte  derselben  nothwendig,  um  zu  ermitteln,  wie  sich  die 
analytischen  Functionen  je  nach  der  Beschaffenheit  der  singulären 
Punkte  in  der  Umgebung  derselben  entwickeln  lassen. 

Man  niuss  allem  zuvor  erkennen,  dass  eine  in  einem  Gebiete  im 
allgemeinen  eindeutige  analytische  Function  keine  anderen  Singulari- 
täten haben  kann,  als  die  ausserwesentlichen  und  wesentlichen,  in  denen 
sie  unendlich  wird. 

Denn  ist  f{z)  eine  analytische  Function,  welche  in  einzelnen  Punkten 
a  eines  Gebietes  endliche  Discontinuitäten  erleidet,  so  ist  {z  —  «)/W 
in  der  Umgebung  der  Stelle  cc  eine  analytische  Function,  einschliesslich 
der  Stelle  a  an  welcher  sie  Null,  und  ihre  erste  Ableitung  gleich 
Lim  f{z)  für  z  =  a  ist.  Demnach  besteht  eine  Reihenentwickelung  von 
der  Form: 

{z  -  a)f{z)  =  Lim  f{z)  ,  {^z  -  a)  +  a,{z  -  af  +  «3  (^  _  «)3  +  . . . 

Ertheilt  man  also  der  Function  f{z)  an  der  Stelle  a  den  Werth  Lim  /*(/), 

so  ist  diese  Stelle  eine  reguläre. 

Desgleichen  ist  es  nicht  möglich  (siehe  §.  181,  4),  dass  eine  ana- 
lytische Function  in  einem  Gebiet  in  einzelnen  Punkten  oder  längs  einer 
ganzen  Curve  dadurch  eine  Singularität  bekommt,  dass  sie  zwar  selbst 
endlich  und  stetig  bleibt,  ihre  partiellen  Ableitungen  aber  nicht  mehr 

der  Gleichung  ^  -\-i~'=0   genügen.     Alsdann  wäre    if{z)(lz  auch 

hingeleitet  bis  in  irgend  einen  Punkt  a  der  irregulären  Curve  eine 
analytische  Function;  denn  das  Integral  ist  stetig  und  seine  Ableitung 
wird  Lim  f{z)  für  z  ■-=  a.  Die  analytische  Function  besitzt  aber,  wie 
bewiesen  wurde,  beliebig  viele  Ableitungen,  und  alle  diese  sind  selbst 
wieder  stetige  Functionen.    Es  muss  also /"(0)  eine  bestimmte  Ableitung 

auch  an  der  Stelle  «  haben,  und  sonach  muss  die  Gleichung  1^  +  i  i  -  =  0 
erfüllt  sein. 

Es  sind  also  nur  die  wesentlichen  und  ausserwesentlichen  Punkte 
zu  betrachten  und  diese  sind  auch  wie  sich  zeigen  wird  singulär  für 
alle  Ableitungen. 

Es  sei  ein  um  den  Punkt  a  mit  dem  Radius  jR  beschriebener  Kreis 
gegeben.  Man  wisse,  dass  eine  Function  f{z)  im  Punkte  a  regulär 
und  innerhalb  des  ganzen  Gebiets  einschliesslich  der  Grenzen  analytisch 
ist,  mit  Ausnahme  der  im  Kreise  gelegenen  Punkte  Cj,  c.2  ...  c„,  welche 
singulare  Punkte  (wesentliche  oder  ausserwesentliche)  sein  sollen.  Be- 
schreibt man  um  den  Punkt  a  einen  Kreis,  welcher  die  Punkte  c 
sänimtlich  ausschliesst,  so  läs.st  sich  innerhalb  dieses  kleineren  Kreises 

Harnack,    Differential-  u.  Intogralreolinunar.  24 
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Figr.  19. 


eiae  nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  z  —  a  fortschreitende  Reihe 
angeben,  deren  Coeflicienten  die  Ableitungen  an  der  Stelle  a  sind. 
Es  soll  nun  aber  gezeigt  werden,  dass  auch  eine  für  das  ganze  Gebiet 
mit  dem  Radius  R  gültige  Reihenentwickelung  existirt,  welche  freilich 
nicht  mehr  blos  ganze  positive  Potenzen  von  z  enthält,  und  deren 
Coefticienten  nicht  mehr  die  Ableitungen  an  der  Stelle  a  sind,  welche 

aber  für  jeden  Punkt  z  im  Inneren  des 
Kreises  R  die  Berechnung  der  Function 
liefert,  ohne  dass  also,  wie  im  ersten  Falle, 
Fortsetzungen  der  Potenzreihen  nöthig 
werden. 

Man  umschliesse  die  Punkte  c,,  c.^  ...  c„ 
mit  Kreisen  von  beliebig  kleinem  Radius  ^; 
so  ist  innerhalb  der  zwar  eindeutigen,  aber 
mehrfach  zusammenhängenden  Fläche  f(z) 
eine  analytische  Function ;  und  die  Summe 
der  Integrale,  geführt  um  den  Kreis  a,  und 
um  die  Kreise  Cj,  C2  ...  c„,  so  dass  die  Fläche 
zur  linken  bleibt,  ist  Null.  Mau  kann  dies  ausdrücken  durch  die 
Gleichung 

Jmcu  ==jMdz  +Jmdz ...  +Jf{,z)dz, 

(«)  (c,)  (fr.)  (c„) 

wobei  dann  die  rechts  stehenden  Integrale  so  zu  führen  sind,  dass  die 
Kreisflächen  um  c  zur  linken  bleiben. 

Bedeutet  t  einen   beliebigen  Punkt  im  Inneren   der   mehrfach   zu- 
sammenhängenden  Fläche,  so  ist  -    v      ju   dieser   Fläche    ebenso    wie 

f{z)  eine  analytische  Function,  und  nur  der  Punkt  z  —  t  ist  ein  ausaer- 
wesentlicher  singulärer.     Mithin  ist  auch 


(•0 


oder 


dz. 


(0 

Nun  ist 


(a) 


(c,) 


(c,) 


(^«) 


^^dg  =  2i7cm. 


Die  Integrale  rechts  aber  lassen  sich  durch  Potenzreilien  ausdrücken. 
Da  für  das  erste  derselben  z  einen  Punkt  auf  dem  Kreise  ]{  bedeutet, 
so  ist  mod  [z  —  «)  >  mod  {t  ■—  «);  mithin 


Die  eindeutigen  analytischen  Functionen.  371 


Z  —  t         Z  —  u  t  —  a 

Z  —  a 

eine  unbedingt  convergente  Refhe.     Demnach  wird 

(«)  (a;  («)  («) 

Die   Coefficienten  dieser  Potenzreihe   sind   aber   nicht    mehr    die   Ab- 
leitungen an  der  Stelle  a,  wiewohl  sie  die  nämliche  Form  haben,  wie 
früher;  denn  der  Kreis,  für  welchen  die  Integrale  gebildet  sind,  kann 
nicht  mehr  beliebig  um  den  Punkt  a  zusammengezogen  werden. 
Für  jedes  Integral  um  einen  Punkt  c  ist 

mod  (t  —  c)  >  mod  {z  —  c), 
weil  t  ein  Punkt  ausserhalb  der  Kreisperipherie  ist;  folglich  ist 

_1      ^    -1     1  _„  =  _  L_L_  fl  4-  ^1:1^  4-  ii~^  -I-  ÖT-^I'  4-       1 

z-t  t  —  c  z-c  i-c[       '     ^-C    '     («  — C)2     '     (*  — c)3     '  J 

t-c 
eine  unbedingte  convergente  Reihe;  und  es  wird: 

(c;  (c)  (c)  (c) 

Bezeichnet  man  die  Coefficienten  der  Reihe  VI.  dividirt  durch  2i;r 
kurz  mit  A^^  A^^  A.^ . . .  ^  ebenso  die  der  Reihe  VII.,  wenn  sie  sich  auf 
den  Punkt  Ck  bezieht,  mit  C/*),  C.^^\  C^^^  ...  (bei  dieser  können  die 
bestimmten  Integrale  auf  einem  Kreise  von  beliebig  kleinem  Radius 
ermittelt  werden),  so  hat  man  das  Resultat:  Für  alle  Punkte  t  im 
Inneren  des  Kreises  JR,  in  welchem  die  Punkte  c,,  Cj  .  . .  c„  singulare 
Punkte  für  die  analytische  Function  f{z)  sind,  besteht  die  Entwickelung: 

m  =  A  +  -i,(*  - «)  +  A(<  - «)' + Mi  -  «)=  +  ■•  • 

VIII. 


C',' 

+  ••• 

+  {«-0,1« 

+  ••• 

also  eine  Reihenentwickelung,  welche  sowohl  nach  positiven  wie  nach 
negativen  ganzen  Potenzen  von  t  fortschreitet. 

Aus  dieser  Entwickelung  erkennen  wir  auch,  wie  sich  die  beiden 
Arten  der  singulären  Punkte  in  der  Art  der  Potenzentwickelung  unter- 
scheiden. 

Der  ausserwesentliche  wurde  dadurch  charakterisirt,  dass  für  den- 
selben eine  positive  ganze  Zahl  m  angebbar  ist,  für  welche  t\z)(s  —  c)'" 
gleich  einer  endlichen  Grösse  ist.  Daraus  folgt:  Ist  der  Punkt  c  ein 
ausser  wesentlicher,  so  verschwinden  für  denselben  alle  Coefficienten  C^^^\y 

24* 
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C,u+<i . .  .  C,n^k-\ .    In  tler  That  wird  das  Integral /7(;2)(^—r)"'+^7/^, 

c 

weil  sich  der  Radius  q  so  klein  wählen  lässt,  dass  sich  f{ß){z  —  c)'" 
von   einer  endlichen   Zahl   G  beliebig  wenig  unterscheidet,   von   dem 

Integral   G  \  {z  —  cYdz  beliebig  wenig  differiren,   und  dieses  Integral 

hat  den  Werth  Null.  Umgekehrt  erkennt  man,  dass,  wenn  für  einen 
Punkt  C  die  Coefficienten  (7»,+i,  0„,-f2  . .  .  säramtlich  verschwinden,  er 
ein  ausserwesentlicher  singulärer  sein  muss,  weil  dann  {z — cY^f{z)  für 
z  =  c  endlich  bleibt. 

Jeder  andere  Funkt,  in  welchem  f{z)  unendlich  wird,  ist  ein  wesent- 
lich singulärer,  und  man  sieht  nun,  dass  der  wesentlich  singulare  sich 
bei  allen  analytischen  Functionen  ebenso  verhält  wie  bei  der  Exponential- 
reihe,  wo  wir  ihn  zuerst  erkannten:  es  existirt  für  seine  Umgebung 
eine  nach  negativen  Potenzen  fortschreitende  unendliche  Reihe. 

Bildet  man  die  Function  jr- .  so  wird  dieselbe  an  der  Stelle,  wo 
f{z)  eine  ausserwesentliche  Singularität  hat,  verschwinden.  Denn  wenn 
{z  —  cy^fiß)  =  G  ist  für  z  =  Cy  so  ist  -r-:  =  q^  ==  0  für  z  =  c.  Da- 
gegen bleibt  ein  wesentlich  singulärer  Punkt  auch  ein  eben  solcher 
für  die  reciproke  Function.  Denn  würde  in  dem  Bereiche  eines  wesent- 
lich singulären  Punktes  tt-t  regulär  sein,   so  müsste  dasselbe  auch  mit 

f{z)  der  Fall  sein;  und  würde  ^^     eine  nur  ausserwesentliche  Singularität 

bekommen,    so  müsste  f{z)  regulär  bleiben.     Der  Punkt  ist  gleichfalls 

ein    wesentlich    singulärer    für    die    Function    fT-.zrry   wobei  C  eine 

beliebige  Constante  bedeutet;  daraus  erschliesst  man:  Um  den  wesent- 
lichen singulären  Punkt  lässt  sich  ein  Kreis  vom  Radius  q  angeben, 
in    welchem    sicherlich   Stellen   gelegen    sind,    an    denen   der   Betrag 

von  f{z),   77-r,  j-y:_(^  grösser  wird  als  eine  beliebig  vorgegebene  noch 

so  grosse  Zahl  K\  d.  h.  Stellen  an  denen  der  Betrag  von  f{z)  grösser 
wird  als  Ä",  aber  auch  Stellen,  an  denen  er  sich  von  Null  und  von 
jeder  Zahl  C  um  die  beliebig  kleine  Grösse  ,.  beliebig  wenig  unter- 
scheidet. Mit  anderen  Worten:  Eine  Function  ist  im  wesentlich  sin- 
gulären Punkte  völlig  unbestimmt  zwischen  unendlichen  Grenzen,  sie 
convergirt  in  der  Nähe  des  Punktes  nach  jedem  beliebigen  Werthe. 
(Bei  der  Exponentialfunction  wurde  diese  Eigenschaft  bereits  hervor- 
gehoben. §.  82,  4.) 

Das  Integral  von  fyz),  geführt  um  die  beliebig  nahe  Begrenzung 
einer   wesentlichen   oder  ausser wesentliclien   singulären    Stelle   c,   wird 
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nur  dann  gleich  Null,  wenn  in  der  auf  den  Punkt  c  bezüglichen  Ent- 
wickelung  der  Coefficient  des  Gliedes  _  Null  ist.  Das  Integral,  hin- 
geleitet in  den  singulären  Punkt,  wird  immer  unendlich,  und  zwar  beim 
ausserwesentlichen  von  der  Ordnung  m  wird  die  Integralfunction  von 
der  Ordnung  m — 1  unendlich,  beim  ausserwesentlichen  von  der  Ordnung 
1  wird  das  Integral  logarithmisch  unendlich. 

190.  Fragt  man  nun,  wie  sich  das  Gebiet  von  [{s)  ausserhalb  des 
Gebietes  R  fortsetzen  lässt,  so  findet  man  folgendes:  Es  sei  jR' >  J? 
ein  Kreis  um  den  Radius  a,  in  demselben  möge  f{^z)  im  allgemeinen 
eine  analytische  Function  sein,  nur  sollen  die  Punkte  c„+i .  . .  c„+a  als 
singulare  hinzutreten.  Dann  ändern  sich  in  der  Reihenentwickelung 
VIII.  die  Coefficienten  A^^,  A^  .  A^-^  während  die  Coefficienten  C  sämmtlich 
erhalten  bleiben  und  neue  Glieder  durch  die  Punkte  Cn+\  . . .  Cn+k  hinzu- 
kommen. 

Nehmen  wir  zuerst  an,  dass  die  Function  f{2)  im  Unendlichen 
nicht  singulär  ist,  sondern  für  ^  =  c»  nach  einem  bestimmten  endlichen 
Werthe  convergirt  und  überhaupt  eine  endliche  Anzahl  von  m  singulären 
Punkten  in  der  gesammten  Ebene  hat,  so  convergiren  die  Integrale 
der  Reihe  VI.,  welche  die  Coefficienten  A  bestimmen,  sämmtlich  nach 
Null,  denn  es  lässt  sich  B  so  gross  wählen,  dass  f(0)  sich  von  einer 
endlichen  Zahl  beliebig  wenig  unterscheidet;  demnach  ist  auch: 

0 

beliebig  klein.     Nur 


"  •llltj     Z—U 


wird  gleich  G. 

Eine  Function  also,  welche  in  der  ganzen  Ebene  m  singulare 
Punkte  besitzt  und  sich  im  Endlichen  regulär  verhält,  ist  von  der  Form : 

C '  C '  C '  C  ^'"^  C  ^'"^  C  ^'"^ 

Eine  Function,  welche  im  Endlichen  nur  ausser ivcscntliche  singulare 
Punkte  besitzt  nnd  im  Unendlichc^i  regulär  ist,  ist  eine  rationale  echt 
gebrochene  Function.  Denn  dann  brechen  die  Glieder,  welche  sich  auf 
die  verschiedeneu  Punkte  c  beziehen,  sämmtlich  ab,  und  bringt  man 
den  Ausdruck  auf  einen  gemeinsamen  Nenner,  so  wird  die  Ordnung 
des  Zählers  mindestens   um  eine  Einheit  kleiner  als  die  des  Nenners. 

Hat  die  Function  f{z)  im  Unendlichkeitspunkte  eine  ausserwesent- 
liche  singulare  Stelle,  und  ist  im  übrigen  die  Anzahl  der  singulären 
Punkte  in  der  ganzen  Ebene  eine  endliche,  so  verwandele  nnin  dieselbe 

durch   die  Substitution   z  —  ß  =    . ,   oder  wenn   der  Nullpunkt  von  z 
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kein   siugulärer   ist,    durch    die   Substitution  z  = -y  in   eine   Function 

von  /,  welche  sich  im  Unendlichen  regulär  verhält.  Für  diese  Func- 
tion gilt  dann  in  der  gesammten  Ebene,  da  auch  der  Nullpunkt  ein 
ausserwesentlicher  singulärer  ist,  die  Entwickelung: 


f(l\  —  _^_  _i-         ^^'         4-         <^'3' 
'\t'  j       1         "^  /i        y~^/i        \ 


+  .  .  .  T^-  + 


1  +  7-1 \T  +   .  .  .  (t  +    ^,    4-  _  -^   .  .  .   -^ 


(f-^^)  (f-^^«y 


d.  h. 

/  W       ^;  _  c,  -r  (^ _  c,j2  -r  (^ -  c,)3  "^  •  •  •  ^ -  c^,^  "T"  (2-c,j2  -t-  (^_cj3  -r 

Hieraus  folgt:  Eine  Function,  ivelche  im  Unendlichen  eine  misser- 
ivcsentliche  singulare  Stelle  besitzt ,  und  im  Endliclien  eine  endliche  An- 
zahl eben  solcher  Punkte^  ist  eine  unecht  gebrochene  rationale  Function. 
Hat  sie  im  Endlichen  gar  keinen  singulären  Punkt,  so  ist  sie  eine 
ganze  Function. 

Ist  endlich  der  Unendlichkeitspunkt  ein  wesentlich  singulärer,  so 
bricht  in  der  vorigen  Reihe  die  Entwickelung 

t'    T    fiT  '  •  '    ^,n    "T-  '   '  ' 

nicht  ab;  es  bleibt  also  auch 

eine  endliche  Reihe,  die  für  jeden  endlichen  Werth  von  z  couvergirt. 
Damit  ist  die  allgemeinste  Form  der  Entwickelung  gewonnen: 

Ist  f(z)  eine  analytische  Function ,  Welche  in  der  endlichen  Ebene 
die  (wesentlichen  oder  ausserwesentlichen)  singulären  Punkte  Cj ,  C2  .  .  .  c„i 
besitzt,  und  für  welche  der  Unendlichkeitspunkt  ebenfalls  ein  wesent- 
lich singulärer  ist,  so  gilt  für  jeden  endlichen  Werth  von  z  die 
Entwickelung : 

/i  '                     r>  '                       (1  '  f^  (m)  /-i  (m) 

f(z)^      ^'- [-        ^2         -4 -^ U  .-^-_        -L        ^2  _L 

+  T^c'Y  +'"  +  (^  +  K,z  +  K,z^  +  K,z^  +  ,,,^ 

wobei  die  Coefficienten  C  und  K  vermittelst  bestimmter  Integrale    zu 
berechnen  sind,  K  insbesondere  aus  der  Form: 
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Kn=^  ffCl')^'""'^  ä^'  =  T^  Lim  Cfi^  e-^Ar^'e^^'P  dcp,     (fürr  =  0) 


„  .     ,       ,,-.-,         um  den  Punkt  ^?  =  oo. 
11 


oder  auch  gleich 

Existiren  im  Endlichen  gar  keine  singulären  Punkte,  so  ist 

durch  eine  Potenzreihe  darstellbar,  welche  in  der  gesamraten  Ebene 
convergirt.  In  diesem  Falle  heisst  f{z)  eine  ganze  transscendente  Func- 
tion*). Zu  dieser  Classe  gehört  die  Exponentialfunction.  Die  Berech- 
nung der  Coefficienten  K  kann  dann  auch  auf  jede  Curve  um  den 
Nullpunkt  reducirt  werden,  und  es  ist,  da  keine  singulären  Punkte 
eingeschlossen  sind: 

Die  Sätze,  welche  aus  der  Entwickelung  der  analytischen  Func- 
tion in  eine  Reihe  von  der  Form  VIII.  folgen,  finden  ihre  Vervollstän- 
digung noch  durch  die  folgenden: 

Eine  analytische  Function  ^  ivelche  gar  Iceine  singiüäre  Stelle  hat^ 
also  für  Iceinen  Punlct  unendlich  wird,  ist  eine  Constante. 

Sie  kann  weder  eine  ganze  rationale,  noch  eine  ganze  transscen- 
dente Function  sein,  weil  die  ersteren  im  Unendlichen  eine  ausser- 
wesentliche,  die  anderen  eine  wesentliche  singulare  Stelle  haben. 

Weiter:  Eine  analytische  Function  ohne  wesentlichen  singidären 
Funkt,  welche  an  keiner  Stelle  Null  wird,  ist  eine  Constante. 

(Die  Exponentialfunction  wird  im  Endlichen  nicht  Null,  ihr  Null- 
punkt fällt  mit  dem  wesentlichen  singulären  zusammen.) 

Eine  analytische  Function  muss  jeden  beliebigen  Werth  mindestens 
einmal  annehmen;  oder  sie  ist  eine  Constante. 

Der  Werth  kann  auch  dem  wesentlich  singulären  Punkte  angehören. 

Eitle  analytische  Function  ist  bestimmt,  sobald  sie  längs  eines  noch 
so  Meinen  aber  endlichen  CurvcnstücJces  gegeben  ist. 

Denn  alsdann  lassen  sich  alle  Ableitungen  der  Function  an  einer 
Stelle  berechnen;  mithin  wird  die  Potenzreihe  in  der  Umgebung  dieser 
Stelle  erhalten,  und  diese  kann  ausserhalb  ihres  Convergenzbezirkes 
fortgesetzt  werden  (§.  186). 

*)  Die  Classification  der  transsccndenten  analytischen  Functionen  in  ganze 
und  gebrochene,  und  die  weitere  Eintheilung  derselben  nach  der  Anzahl  der  wesent- 
lichen singulären  Funkte  ist  von  Weierstraas:  Zur  Theorie  der  eindeutigen  ana- 
lytischen Functionen,  Abhandlungen  der  k.  Akad.,  Berlin  1876,  gegeben  worden. 
Dort  wird  auch  gezeigt,  wie  sich  die  Functionen  analytisch  entwickeln  lassen, 
wenn  die  Anzahl  der  ausberwesentlichen  singulären  Stelleu  unbeschränkt  ist. 
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Eine  analytische  Fiinction  ist  constant,  sobald  sie  längs  eines  noch 
so  Meinen  aber  endlichen  Curvenstiickes  constant  ist. 

Denn  dann  sind  alle  Ableitungen  an  einer  Stelle  Null. 

191.    Umkehr  der  eindeutigen   analytischen  Function. 

Hat  in  einem  endlichen  Gebiete  f{3)  keinen  singulären  Punkt,  so 
ist  vermöge  der  Gleichung  w==f{z)  auch  die  inverse  Function  z  =  (p  (iv) 
eine  analytische.     Denn  da  ein  bestimmter  DifFerentialquotient 

vorhanden  ist,  so  existirt  auch  eine  Ableitung  von  z  nach  tv,  nämlich 

dz 1_ 

dw  ~  'f\z)  ' 

an  jeder  Stelle  im  Innern  des  Bereiches,  und  zwar  ist,  wenn  iv==u-\-iv 
gesetzt  wird, 

1^  +  i  f  =  0. 

du    '       ov 

Diese  Ableitung  kann  nur  an  einzelnen  Stellen,  wo  f'{z)=0  wird, 
unendlich  werden,  und  diese  Stellen  werden  Verzweigungspunkte  für 
die  Function  z  =  cp(w). 

Man   kann  dasselbe  genauer  folgendermassen  prüfen,   um  zweifel- 

dz 
los  zu  erkennen,   dass  die  Ableitung  -y-  in   eindeutiger  Weise   von  w 

abhängt.  Zu  einem  bestimmten  Werthe  z  ==  a  gehört  ein  bestimmter 
Werth  w  =  ß.  Umgekehrt  können  demselben  Werthe  w  =  ß  ver- 
schiedene Werthe  von  z  in  endlicher  Anzahl  entsprechen.  Nimmt  man 
nun  fürtv  einen  bestimmten  Werth  an,  und  betrachtet  einen  der  dazu 
gehörigen  Werthe  z  =  cc,  so  entsteht  die  Frage,  wie  sich  z  ändert, 
falls  der  Werth  von  ß  beliebig  wenig  verändert  wird.  Es  soll  gezeigt 
werden,   dass   diese   Aenderung   stetig  und  eindeutig  ist,    derart,    dass 

dz 
auch  der  Dift'erentialquotient  ^-  einen  bestimmten  Werth  hat,  so  lange 

mau  w  nicht  eine  Stelle  überschreiten  lässt,  an  welcher  der  entspre- 
chende Werth  von  z  der  Gleichung  /"(^)  =  0  augehört.  Wiederum 
ist  zu  bemerken,  dass  diese  Gleichung  eine  endliche  Anzahl  von 
Lösungen  in  jedem  geschlossenen  Gebiete  besitzt;  dass  zu  jeder  Lösung 
ein  bestimmter  Werth  von  w  gehört,  dass  aber  umgekehrt  jedem  der 
so  ermittelten  Werthe  von  iv  verschiedene  ^-Werthe  angehören  können, 
von  denen  aber  im  allgemeinen  nur  einer  die  Gleichung  /"  {z)  =  0  be- 
friedigen wird. 

Die  eindeutige  und  stetige  Aenderung  von  tv  sieht  man  folgender- 
massen ein.  a  soll  eine  Stelle  sein,  für  welche  nicht /*'(«)  verschwin- 
det. Dann  bezeichne  man  einen '  benachbarten  Werth  von  w  mit 
ß  +  Aei;,  ihm  entspreche  der  Werth  cc  -f-  Az,  so  folgt  aus  der  Glei- 
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chuiig  ß  -{-  Aw  =  f{a  -\-  As) ,  wenn  die  rechte  Seite  nach  Potenzen 
von  As  geordnet  wird: 

Aw^  A,f'(a)  +  ^J'  /•"(«)  +  ^-f  r'(«)  +  •  .  . 

Diese  Gleichung  kann  bei  gegebenem  Werthe  von  Atv  innerhalb  eines 
endlichen  Gebietes  für  Az  möglicherweise  durch  verschiedene  Werthe 
von  As  befriedigt  werden;  aber  da  /"(«)  nicht  Null  ist,  so  hat  nur  einer 
dieser  Werthe  die  Eigenschaft,  gleich  Null  zu  werden,  falls  Aiv  nach 
Null  convergirt.  Die  übrigen  As  convergiren  nach  den Werthen,  für  welche 

/■'  («)  +  |f  /■"  («)  +  t-f-  /■'"(«)  +  •  •  •  =  0 

wird  (jede  Wurzel  dieser  Gleichung  liefert  zu  a  addirt  die  übrigen  Werthe 
von  s,  welche  zur  Stelle  w  =  ß  gehören). 

Diese  eine  Wurzel  hängt  von  Aw  stetig  ab,  derart,  dass  der  Quo- 

tient  ^—  einer  bestimmten  Grösse  zustrebt,  denn  es  ist 

also,  wenn  As  nach  Null  convergirt,  so  wird 

dz  1 

dw        /"(«) 

Dies  gilt  für  jede  Stelle,  an  welcher  f'(a)  nicht  verschwindet.  Die 
Grösse  s  ist  in  bestimmter  eindeutiger  Weise  fortsetzbar. 

Anders  wird  es,  wenn  wir  an  eine  Stelle  a  kommen,   für  welche 
diese  Bedingung  nicht  mehr  erfüllt  ist;  alsdann  ist 

oder  allgemeiner 

m\  '    ^^    '    (w+1)!  /       \^J  n-  '  '  '  } 

und  es  gehört  zur  Stelle  w  =  ß  ein  doppelt  (resp.  m-fach)  zählender 
Wertli  s  =  a  derart,  dass  es  zur  benachbarten  Stelle  ß -{- Aw  zwei 
Werthe,  s  =  cc-{-A^s  und  s  =  cc'-\-A2S  (resp.  m  Werthe)  giebt,  welche 
die  Eigenschaft  haben,  mit  Atv  nach  Null  zu  convergiren.  Ist  also  w 
in  eine  solche  Stelle  eingetreten,  dass  für  dieselbe  f'(s)  =0  wird,  so 
tritt  ein  Verzweiouugspunkt  auf  und  es  kann  die  Function  nicht  mehr 
in  eindeutiger  Weise  fortgesetzt  werden. 

Der  Funkt  w  =  ß,  in  dessen  Umgebung 

Aiv  =  ^  p-(a)  +  Ai_     /-+!(«)  +  .  .  . 

wird,  ist  in  der  That  ein  Verzweigungspunkt  für  die  gesuchte  Func- 
tion s  =  (p{w)y    derart ,   dass   in  demselben   m   Blätter  der   Function 


\ 


378  Viertes  Buch.    Zweites  Capitel:  §.  191. 

cyclisch  zusammeiihäntreu ;  oder  anders  ausgedrückt:  ümschliesst  man 
den  Punkt  mit  einem  beliebig  kleinen  Kreise  und  lässt  ^iv  die  Werthe 
durchlaufen,  welche  den  Punkten  dieses  Kreises  entsprechen,  so  wird 
bei  einmaligem  Umlauf  A^  sich  so  ändern,  dass  es,  beginnend  mit 
einem  der  w  möglichen  Werthe,  in  einen  zweiten  übergeht,  von  diesem, 
während  hiv  den  Umlauf  wiederholt,  in  einen  dritten;  nach  m  —  1- 
maligem  Uralauf  hat  /^z  einen  m^'^"  Werth  angenommen,  und  erst  nach 
;>i-maligem  Umlauf  erlangt  es  den  ursprünglichen  Werth.  Denn  es 
folgt  aus  der  Gleichung: 

welche  für  einen  verschwindenden  Werth  von  hz  stetig  in 

übergeht,  dass  man  um  den  Punkt  ß  einen  so  kleinen  Kreis  beschreiben 
kann,  dass  für  alle  Punkte  dieses  Kreises 

kleiner  wird  als  eine  Grösse  8 ,  deren  Betrag  beliebig  klein  ist;  dem- 
nach ist  auch 

^  =  ^^"'W  +  «*)  =  c+«*). 

Setzt  man  ^w  =  re'f  und  schreibt  die  vorstehende  Gleichung  in 
der  Form: 


( 


6.Z 

m 


C+{<ä), 


r 
SO    erkennt    man,    dass   die   Werthe  von  Az  in  ihrem  Verhältniss  zu 

dem  positiven  Wurzelwerthe  r"*  mit  beliebiger  Annäherung  durch  die 
Ausdrücke  dargestellt  werden: 

i(p  1^  >V/)-f2;r  _    1  i(p+2(m—l)rt 1^ 

_  J_ 

unter  C  '"  einen  der  m  möglichen  Werthe,  jedoch  überall  denselben 
verstanden.  Aendert  sich  9  um  2;r  (d.  h.  durchläuft  l\to  die  Kreis- 
peripherie), so  geht  jeder  dieser  Werthe  in  einen  anderen  über,  und 
folglich  müssen  sich  auch  die  verschiedenen  Werthe  von      y  ,  welche 

diesem  beliebig  nahe  kommen,  unter  einander  cyclisch  vertauschen. 
Demnach  erkennt  man:  Betrachtet  man  einen  Punkt«  im  Innern 
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des  Convergenzkreises  der  Function  f{z),  und  bezeichnet  man  diejenigen 
Punkte,  für  welche  /'(^)  =  0  wird,  mit  «j ,  «^  •  •  •  ^«  (^^^  Punkt  a  soll 
nicht  unter  diesen  enthalten  sein),  so  lässt  sich  um  den  Punkt  a  ein 
Kreis  mit  dem  Radius  r  beschreiben,  welcher  diese  n  Punkte  aus- 
schliesst.  In  einer  zweiten  Ebene  interpretire  man  die  Werthe  von  w. 
Dem  Mittelpunkte  a  entspricht  der  Punkt  ß.  Allen  Punkten  der  Kreis- 
peripherie muss  dann  in  der  Ebene  iv  eine  bestimmte,  im  Endlichen 
geschlossene,  den  Punkt /3  umschliessende  Curve  entsprechen;  dieselbe 
kann  sich  auch  nicht  selbst  durchschneiden,  denn  alsdann  würden  dem 
Durchschnittspunkte  w  zwei  verschiedene  Punkte  z  zugeordnet  sein. 
Jedem  Punkte  der  Kreisfläche  r  entspricht  ein  bestimmter  Punkt  im 
Gebiete  um  /3,  aber  auch  umgekehrt  jedem  Punkte  im  Gebiete  um  /3 
nur  ein  einziger  bestimmter  Punkt  im  Kreise  r.  Es  muss  eine  Reihen- 
entwickelung 

z  =  a  -\-  a^  {w  —  ß)  -\-  a^{w  —  ßf  -\-  a^^  {w  —  /3)^  +  •  •  •  ==  ^{^^) 

existiren;  dieselbe  convergirt  in  einem  um  den  Punkt /3  beschriebenen 
Kreise,  welcher  ganz  innerhalb  des  um  ß  begrenzten  Bereiches  liegt. 
Analytisch  wird  also  der  Radius  des  Convergenzkreises  so  anzugeben  sein. 

Durchläuft  z  die  Punkte  a  -\-  re"P ,  so  bestimme  man  den  klein- 
sten Modul  unter  den  Werthen  {iv  — ß)  =  f{z)—f{a)  für  diese  Punkte; 
dieses  Minimum  ist  der  Convergenzradius  der  nach  Potenzen  von  w 
fortschreitenden  Reihe. 

Die  Coefficienten  der  Reihe  sind  die  successiven  Differentialquo- 
tienten von  z  nach  w^  gebildet  für  die  Stelle  a;  sie  werden  durch  Dif- 
ferentiation der  Gleichung 

in  Bezug  auf  w  erhalten,  oder  in  der  Form  der  bestimmten  Integrale 

(7c  ^1): 

geführt  um  die  Stelle  z  =  a.  Im  Zähler  des  zweiten  Integrales  kann 
statt  z  auch  z  —  a  geschrieben  werden,  weil  das  Integral  des  mit  a 
multiplicirten  Theiles  verschwindet. 

Da  die  successive  Differentiation  von  z  nach  iv,  wobei  w  als  un- 
abhängige Variabele  zu  betrachten  ist,  zu  complicirten  Recursions- 
formeln  führt,  so  ist  es  wichtig,  zu  erkennen,  wie  sich  dieselben  noch 
in  anderer  Weise  ausdrücken   lassen.     Bildet  man  aus  der  Gleichunir: 

w  =  f{z)  =  \  +  h^z  +  h,z'^+  .  .  .     und     ß  =  1^  +  h^a +  h,a'^  +  .  . . 

die  Differenz ,  so  kann  man  dieselbe  nach  Potenzen  von  z  —  «  anord- 
nen, und  man  hat  die  Aufgabe,  die  Reihe 


si 
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IV  — ß^  {s—a)  [cQ+c^{2  —  a)  +  c.^(^  — «);+  ...J  =  {z-a)F{z  —  a) 
umzukehreij. 

193.     Y)'\{i  Function  F(z  —  a)  =  -— ^ —    '^    verschwindet  an    der 
Stelle  z  ^  a  nicht,  denn  sie  hat  daselbst  den  Werth 

und  sie  verschwindet  überhaupt  an  keiner  Stelle  im  Convergenzbezirk, 
weil  nur  für  z  =  a  iv  gleich  ß  wird.     Den    Werth   von  -^^ r  be- 

"^  '  H  \Z  —  a; 

zeichne  man  mit  ^(^  —  «),  so  ist  (p{z  —  a)  eine  Function,  welche 
sich  in  der  Umgebung  der  Stelle  a  in  eine  Reihe  entwickeln  lässt. 
Sonach  ist  die  Aufgabe  auf  die  specielle  Form  eines  von  Lagrange 
zuerst  gelösten  Problemes  gebracht:  Aus  der  Gleichung 

{w  —  ß)  (p  {z  —  a)  =  s  —  a     oder     w  (p{z')  =  z' 

als  Function   von  w  zu   berechnen.     Diese   Aufgabe    führt  auf  die 
frühere  Reihe 

z'  =  a^w  -\-  a.^iU'  -j-  a.^w'^  -\-  .  .  ., 

und  die  Coefficienten  ak  sind  aus  dem  Integrale 


zu  bestimmen.     Setzt  man  nun 

f(2)  -  fjcc) 
Z  —  U 

also 


nun 

==F(z-a)=  — -^ -, 


1  (2  —  a)  <p'  {Z  —  a) 


so  zerlegt  sich  das  Integral  in  zwei  Theile: 

_  _L_  /'[qPJ^j::!«)]*  d_z  _  _1_  r[q>(z  -  a)f-^  cp'  (z  -  a)    , 
'**-    2inJ    '     (^_a)*  2inJ    "  {z  ~  af'' 

Der  erste  Theil  ist  nach  §.  185  gleich 

an  der  Stelle  z  ==  a. 

Der  zweite  Theil  ist  gleich 

SO  dass 

"*      k-v.[k-i     t\       j^i  k]  -  '  a^-^       '  ''""'-" 
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Demnach  hat  man  den  obigen  Satz  in  der  von  Lagrange  angegebenen 
Form:  Ans  der  Gleichung:  w'(p{z')  =  z\  in  welcher  cp  eine  eindeutige 
analytische  Function  bedeutet,  folgt  die  Entwickelung : 


z'=0  z=0'  *'=0 

J)a 


m  -  m 


f'{z)         (p{z—a)  —  {z  —  a)(p'{z  —  u)' 


SO   überträgt  sich  die  frühere  Convergenzbedingung  in    Bezug  auf  die 
Function  (jd(/)  in  folgender  Weise: 

Bedeutet  r  den  Radius  des  um  0=0  heschriehenen  Kreises ,   in 
dessen  Innerem  (p{z)  —  z  (p' {s)  nicht  verschwindet^  und  ermittelt  man 

den  Meinsten  Werth ,  welchen  w  =  —-r-  avf  diesem  Keise  annimmt ,  so 

liefert  dieses  Minimum  den  Convergenzradius  für  w. 

Das  Gebiet  dieses  Kreises  in  der  Ebene  w  ist  umkehrbar  eindeutig 
auf  ein  im  Kreise  vom  Radius  r  eingeschlossenes  Gebiet  der  ^-'-Eböii 
abgebildet,  in  welchem  auch  (p{ß')  nicht  Null  wird. 

Dem  Punkte  /  =  0  entspricht  dabei  der  Punkt  w  =  0. 


Drittes  Capitel. 

Die  Entwickelung  der  mehrdeutigen  analytischen  Functionen, 
insbesondere  der  algebraischen. 

11>3.  Das  Problem,  die  implicite  algebraische  Function  f(z,w)=0 
nach  w  aufzulösen,  ferner  die  zuletzt  behandelte  Aufgabe,  die  inverse 
Function  einer  Potenzreihe  zu  bilden,  fülirten  auf  mehrdeutige  Func- 
tionen. In  beiden  Fällen  wurde  gezeigt,  wie  innerhalb  beschränkter 
Gebiete,  in  denen  die  Function  regulär  bleibt,  die  Taylor'sche  Reihen- 
entwickelung ausführbar  ist.  Bei  der  algebraischen  Function  (§.  188) 
gab  es  zwei  Arten  von  Punkten,  in  '  denen  die  Function  tv  auf- 
hört regulär  zu  sein:  erstlich  die  Punkte,  welche  ausserwesentlich  sin- 
gulare genannt  wurden,  in  denen  tv  unendlich  wird,  so  jedoch,  dass 
w,  mit  einer  rationalen  algebraischen  Function  multiplicirt,  endlich 
bleibt;  zweitens  alle  die  Punkte,  welche  als  kritische  bezeichnet  wurden, 
in   denen   der  Werth    von  w   eine   mehrfach   zählende  Wurzel  ist,   für 

welche  also  -  !:'—  =  0  wird.    Es  kann  auch  eintreten,  dass  für  einen 

Punkt  beide  Besonderheiten  zugleich  vorliegen.  In  der  zweiten  Auf- 
gabe bildeten  die  Verzweigungspunkte  die  irregulären  Stellen.  Er- 
weitert man  diese  Aufgabe  zu  dem  Probleme,  jedwede  eindeutige  ana- 
lytische Function  in  einem  beliebigen  Gebiete,  in  welchem  aucli  wesent- 
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liehe  und  ausserwesentliclie  singulare  Stellen  liegen,  umzukehren,  so 
werden  auch  in  der  inversen  Function  singulare  Stellen  dieser  Art 
auftreten. 

Demnach  sollen  im  folgenden  die  Eigenschaften  mehrdeutiger  ana- 
lytischer Functionen  überhaupt,  und  insbesondere  der  algebraischen 
Function  untersucht  werden. 

Unter  einer  r^-deutigen  analytischen  Function  von  z  ist  eine  Func- 
tion zu  verstehen,  welche,  mag  sie  für  ein  endliches  Gebiet  oder  für 
die  ganze  Ebene  definirt  sein,  im  allgemeinen  bei  jedem  Werthe  von  z 
n  verschiedene  Werthe  besitzt.  Jeder  dieser  Werthe  soll  —  mit  Aus- 
nahme von  wesentlichen   oder  ausserwesentlichen  singulären   Punkten 

—  der  Differentialgleichung   ?'  ~\~^j^  =  ^  genügen.    Ausserdem  aber 

soll  die  Function  Verzweigungspunkte  besitzen.  Unter  einem  Ver- 
zweigungspunkte ist  eine  Stelle  für  z  zu  verstehen,  bei  welcher  erstlich 
von  den  zugehörigen  Functionswerthen  mindestens  zwei  einander  gleich 
werden,  und  bei  welcher  zweitens  die  Functionswerthe  sich  geändert 
»aben,  wenn  z  eine  den  Punkt  umschliessende  Curve  durchlaufen 
hat  (§.  191).  Der  Verzweigungspunkt  kann  dabei  zugleich  ein  sin- 
gulärer  Punkt  sein.  Da  nun  bereits  erkannt  ist,  dass  in  jedem  aus- 
nahmslos regulären  Gebiete  die  Function  durch  die  Taylor 'sehe  Reihe 
darstellbar  ist,  die  sich  für  den  Fall,  dass  singulare  Punkte  im  Ge- 
biete vorkommen,  nach  der  im  §.  189  entwickelten  Methode  erweitert, 
so  bleibt  lediglich  nachzuweisen,  dass  auch  in  der  Umgebung  eines 
Verzweigungspunktes  eine  Reihenentwickelung  möglich  ist,  und  wie 
dieselbe  lautet.  Ferner  ist  festzustellen,  welches  die  Werthe  der  Ab- 
leitungen im  Verzweigungspunkte  sind.  Endlich  ist  zu  zeigen,  wie 
sich  die  analytische  Darstellung  der  Function  modificirt,  wenn  der  Ver- 
zweigungspunkt zugleich  ein  singulärer  Punkt  wird. 

Bei  der  Uebertragung  dieser  Sätze  auf  die  mehrdeutige  algebraische 
Function  ist  noch  besonders  die  Frage  zu  beantworten,  ob  hier  jeder 
kritische  Punkt  ein  Verzweigungspunkt  ist.  Da  sich  zeigen  wird,  dass 
dieses  nicht  immer  der  Fall  ist,  dass  vielmehr  der  kritische  Punkt  auch 
nur  ein  vielfacher  Punkt  ohne  Verzweigung  sein  kann,  so  entsteht 
die  Frage,  welches  dann  die  Werthe  des  ersten  und  der  höheren  Dif- 
ferentialquotienten sind,  eine  Frage,  die  für  reelle  Werthe  der  Func- 
tion schon  früher  (§.  60)  für  die  einfachsten  Fälle  beantwortet  wurde. 

194.  Die  Untersuchung  einer  mehrdeutigen  Function  f{z)  in  der 
Umgebung  eines  Verzweigungspunktes  «,  der  zunächst  kein  singulärer 
sein  soll,  in  welchem  m  Zweige  der  Function  derart  zusammenhängen, 
dass  sie  einen  Cyclus  bilden,  soll  der  bisher  stets  angewandten  Methode 
enisprechend  von  der  Betrachtung  eines  bestimmten  Integrales  aus- 
gehen.   Die  analytischen  Operationen  kann  man  sich  geometrisch  ver- 
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deutlichen;  indem  man  an  Stelle  der  einen  ^^-Ebene  nach  Riemann 
eine  Windungsfläche  m  —  1'^'  Ordnung  um  den  Punkt  a  construirt. 
Dieselbe  besteht  aus  m  Blättern ,  welche  längs  eines  willkürlich  ge- 
zogenen Verzweigungsschnittes  cyclisch  mit  einander  verbunden  sind; 
übereinander  liegende  Punkte  auf  diesen  Blättern  repräsentiren  den- 
selben Werth  von  z,  aber  jedem  dieser  Punkte  ist  immer  nur  einer 
der  m  Functionswerthe  eindeutig  zugeordnet.  Eine  geschlossene  Curve, 
z.  B.  ein  Kreis,  welche  den  Punkt«  umgeben  soll ,  muss  so  construirt 
werden,  dass  die  Curve,  von  einem  Punkte  z  des  ersten  Blattes  be- 
ginnend, zunächst  im  ersten  Blatte  um  den  Punkt«  geführt  wird,  so- 
dann aber,  beim  Verzweigungsschnitte  angelangt,  in  das  zweite  Blatt 
eintritt,  von  dort  nach  vollständigem  Umlauf  um  den  Punkt  «  ins 
dritte  Blatt,  schliesslich  ins  m^''  übergeht.  Von  diesem  tritt  sie  beim 
Verzweigung&'^chnitte  wieder  zurück  ins  erste  und  vollendet  dort  ihren 
anfangs  begonnenen  Umlauf. 

Substituirt  man  in  die  Function  f{z)  statt  z  die  neue  Variabele  J, 
welche  mit  z  durch  die  Gleichung  verbunden  ist: 

^  ==  0  —  a,  also:  f  =  (^  —  «)"*, 

wobei  man  zunächst  für  ein  bestimmtes  z  irgend  einen  der  m  mög- 
lichen Wurzelwerthe  fixirt,  so  wird  sich,  während  0  einen  Kreis  um 
den  Punkt  a  beschreibt,  der  W^erth  von  g  stetig  mit  rändern;  jedoch 
nach  vollständigem  Umlaufe  hat  0  nicht  den  früheren  Werth  ange- 
nommen,   es    ist    vielmehr    bei   stetiger   Aenderung   in   einen  anderen 

Wurzelwerth ,   dessen    Argument   von   dem  ursprünglichen  um  -     dif- 

ferirt,  übergegangen.  Erst  wenn  0  alle  m  Umläufe  vollzogen  hat, 
hat  g  den  anfänglichen  Werth  erlangt.  Interpretirt  man  die  Werthe 
von  g  in  einer  Ebene,  so  durchläuft  g  den  vollständigen  Kreis  um  den 
Punkt  t,  =  0  erst  dann,  wenn  0  auf  allen  m  Blättern  der  Windungs- 
fläche seinen  Umlauf  vollzogen  hat.  Den  Punkten  0  eines  einzelnen 
Blattes  im  Innern    eines  Kreises  mit  dem   Radius  r  entsprechen   blos 

die  Punkte  g,  welche  innerhalb  eines  Kreissectors  mit  dem  Radius  r"' 
und  dem  Centriwinkel  —  sich  befinden.     Indem   man  festgesetzt   hat, 

welcher  Wurzelwerth  von  {0  —  «)"»  anfänglich  gewählt  werden  soll, 
hat  man  eine  bestimmte  Beziehung  zwischen  den  aufeinander  folgen- 
den Kreissectoren  und  den  verschiedenen  Blättern  hergestellt. 

Die  Werthe,  welche  die  Function /'(;2?)  in  den  verschiedenen  Blät- 
tern annimmt,  lassen  sich  eindeutig  und  stetig  den  Punkten  der 
w  Kreissectoren  zuordnen,   so   dass   wir  sagen   können,   die  Function 

/■("')=/■«'"  +  «)  =  SP® 
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ist  für  das  'Innere  des  Kreises  um  den  Punkt  ^  =  0  eine  eindeutige 
und  stetige  Function.  Sie  ist  aber  auch  eine  analytische  Function. 
Denn  die  Function  f{z)  soll  an  jeder  Stelle  (mit  Ausnahme  des  Ver- 
zweigungspunktes) eine  bestimmte  endliche  Ableitung  besitzen;  also  wird 

d.  h. 

m— 1 

cp'  (i)  ==  mf\z)  '  {z  -  a)'^' 

ist  eine  allenthalben  bestimmte  endliche  Grosse.  Im  Punkte  z  =  a 
selbst  soll  f\z)  und  also  auch  (p{l)  endlich  und  stetig  bleiben;  derselbe 
kann  also  kein  singulärer  für  die  im  übrigen  eindeutige  analytische 
Function  q){l)  sein;  folglich  bat  auch  (§.  189)  cp  {l)  einen  bestimmten 
Werth.  Ist  dieser  Werth  ein  endlicTier,  von  Null  verschiedener,  so 
zeigt  die  Gleichung 

f  r^^  —        y  (^) 


m  (z  —  a) 


m 


lass  die  Ableitung  f  {2)  im  Verzweigungspunkte  von  der ^''"  Ord- 

TU 

nung  unendlich  wird.  Wird  cp' {^)  selbst  gleich  0,  so  kann  f\z)  end- 
lich (auch  Null)  sein,  wie  späterhin  genauer  festgestellt  werden  wird. 

Bildet  man  das  Integral  /  f{ß)  dz  für  den  vollständigen  Kreisum- 
lauf auf  allen  m  Blättern,  indem  man  im  ersten  Blatte  mit  einem  der 
m  möglichen  Werthe  von  f{z)  beginnt,  und  diesen  stetig  mit  z  ändert, 
so  entspricht  diesem  Integrale,  da  d z  =  m.^"^~^  d^j  das  Integral 

welches  auf  dem  Kreise  mit  dem  Radius  r"»  um  den  Punkt  Null  ge- 
führt wird.  Nach  dem  über  die  eindeutige  analytische  Function  be- 
wiesenen Fundamentalsatze  hat  dieses  Integral,  und  überhaupt  jedes 
Integral,  welches  auf  einer  den  Punkt  J  =  0  umschliesseuden  Curve 
geführt  wird,  in  deren  Innerem  kein  singulärer  Punkt  liegt,  den  Werth 

Null.  Desgleichen  folgt,  weil  auch  das  Integral  /  qp(J)  Jg,  auf  dem- 
selben Wege  geführt,  Null  wird ,  dass  auch  das  entsprechende  Integral : 


i/ 


m — 1 


(z-a)  - 

verschwindet.     Mithin  lautet  für  die  mehrdeutige   Function   der   ana- 
loge Satz: 

Umscläicfist  man  den  Vpr^wrifjunffspitnlt  einer  niclirdentiyen  Func- 
tion,   in   welchem  m  lUättcr  eycUsch  zusfimmcnhänycn ,    mit    einer  ye- 
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schlossenen  Cnrvc^  tvdfJie  sich  nothwendifj  in  mal  um  den  Funli  win- 

:  detj  so  sindj  vorausgesetzt ,   dass  in  dem  Innern  dieser  Curve  kein  sin- 

gulärer  Punlä  sich  befindet  ^  die  Integrale  über  diesen  geschlossenen  Weg, 

fm  dz     und      C    ^L^,  (U  % 
•^  -^  (^  -  «)"'"" 

gleich  Null. 

Aus  diesem  Satze  ging  die  analytische  Darstellung  der  eindeutigen 
Function  im  regulären  Gebiete  hervor  (§.  184);  er  leistet  dasselbe  für 
die  mehrdeutigen  Functionen;  nur  niuss  er  auch  hier  zunächst  erwei- 
tert werden  für  ein  mehrfach  berandetes  Gebiet. 

Sind  in  dem  Kreise  um  den  Punkt  ^  =  0  singulare  Punkte  vor- 
liaiulen ,  keiner  derselben  soll  vorerst  mit  dem  Nullpunkte  zusammen- 
fallen, so  umschliesse  man  solch  einen  Punkt  t,  ==  c  mit  einer  belie- 
bigen geschlossenen  Curve,  etwa  einem  Kreise  mit  dem  Radius  q.  Dem- 
selben entspricht  auf  der  Windungsfläche  vermöge  der  Gleichung: 

ebenfalls  eine  geschlossene  Curve;  dieselbe  verläuft  ganz  in  einem 
lilatte,  wenn  die  entsprechende  Curve  im  Kreise  t,  ganz  innerhalb  eines 
der  jedem  Blatte  entsprechenden  Sectoren  liegt;  tritt  diese  dagegen  in 
mehrere  Sectoren  ein,  so  befindet  sich  jene  auch  in  mehreren  Blättern, 
immer  aber  besteht  für  die  eindeutige  analytische  Function  g3(g)  und 
9{i)  '  i"'~^  ^er  Satz,  dass  die  Summe  aller  Integrale,  geführt  in  posi- 
tivem Umlauf  um  die  Randcurven  eines  Gebietes,  in  welchem  q){^) 
keine  singulären  Stellen  besitzt,  Null  ist.  Demnach  lautet  die  Erwoi- 
1<M-iing  des  obigen  Satzes: 

Bildet  mayi 

ff{z)iU     oder      f-J^     dz 
^  '^  (^-«)  '» 

in  positivem  Umlaufe  für  sämmtliche  liandcurven  eines  mehrfach  be- 
randcten  Gebietes,  welches  aus  m  Blättern  besteht,  die  längs  eines  vom 
Punkte  s  =  a  ausgehenden  Verzweigungsschnittes  cyclisch  zusammen- 
li (Ingen,  so  ist,  vorausgesetzt,  dass  in  dem  Innern  sokh  eines  Gebietes 
Lein  singidär er  Funkt  sich  befindet ,  die  Summe  aller  Integrale  gleich  Null. 

195.  Nunmehr  kann  man  analog  der  früheren  Entwickelung  folgen- 
dormasseu  vorgehen.  Es  habe  erstlich  f{z)  und  also  auch  q){^)  keine 
singulären  Punkte  innerhalb  der  vom   Radius  r  begrenzten   Windungs- 


ein /' ^M__;  dz  =  0  für  /.•  >  0. 


llaiiiack.  l>iHVionlial-  u.  IiUpgraliPolmung-. 
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fläche  um  den  Punkt  k.     Man  bilde  die  Function  r^,  unter  t  irgend 

einen  Werth  innerhalb  des  Kreises  um  den  Punkt  Null  mit  dem  Radius 
j_ 

yin  verstanden.  Umschliesst  man  auch  den  Punkt  t  mit  einem  beliebig 
kleinen  Kreise,  so  hat  man  ein  zweifach  berandetes  Gebiet  ohne  singu- 
lären  Punkt.     Es  wird  (§.  184): 

Das   Integral   ist  zu   führen   auf  den    den  Nullpunkt  umschliessenden 

i^ 
Kreis  mit  dem  Radius  r'". 

Daraus  folgt,  wenn  man  ^'"  +  ^  ^i^  ^*  bezeichnet,  wobei  \i  ein 
Punkt  auf  einem  bestimmten  Blatte  der  Windungsfläche  innerhalb  des 
Kreises  mit  dem  Radius  r  ist, 

f(z)  dz 


la.  f{u)  =  ^     / 


TW— 1  i^  2. 

{Z  —  et)    »*       [Z  —  a.)  "*  —  {u  —  a) '" 


Da   die  Werthe   von  0  die  Punkte   der  begrenzenden  Curve   bedeuten, 
w^älirend  u  irgend   einen   im  Innern  derselben  gelegenen  Punkt  dar- 

stellt,  so  ist  mod  (w  —  «)"*  <  mod  {0  —  a)'". 

Demnach  ist 

1  ?  3^ 

{z  —  a) '"  —  (u  —  a)  »*         (0  —  a)'« 
und  es  wird  (vergleiche  §.   186) 

,1.        /■(«)  =  ^  r  /Yi!)^  +  („  _  „)*  r_M^  + 

^^    (z—a)"'  ^   (z  —  a)    "« 

Die  Integrale  dieser  Reihe  beziehen  sich  sämmtlich  auf  die  in  allen 
Blättern  um  den  Nullpunkt  in  positivem  Umlauf  geführte  geschlossene 

Curve;   in    den    verschiedenen   Blättern   erhalten  f(^)  und  (z  —  a)  "* 

ihre  vorgeschriebenen  Werthe. 
j_ 

Die  Grösse  (w  — «)"»  und  ihre  Potenzen  nimmt  verschiedene  Wurzel- 
werthe  an,  je  nachdem  man  den  Werth  von  f{u)  m  einem  der  m 
Blätter  bestimmen  will. 

Die  Gleichung  II.  sagt  in   Worte  gefasst  aus; 
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Ist  der  Verzweigungspunld^  in  welchem  m  Werihe  der  FnncfiQu 
cyclisch  msammenhüngenj  nicht  zugleich  ein  singulärer  Funkt,  so  lassen 
sich  die  m  Werthe  der  Function  in  der  Umgehung  desselben  durch  eine 

nach  positiv  ganzen  Potenzen  von  {u  —  a)'^*  aufsteigende  Beihe  entwickeln. 
Diese  Umgehung  erstreckt  sich  über  ein  Gebiet,  in  ivelchcm  kein  singu- 
lärer Funkt  oder  kein  anderer  Verziveigungspunkt  der  Function  ge- 
legen ist. 

Die  Bedeutung  der  Coefficienten  kann  noch  in  anderer  Weise  her- 
vorgehoben werden. 

Setzt  man  u  =  a,  so  folgt: 

'  ^   ^         2inm  J     z  —  a 

Differentiirt  man  ferner  die  Gleichung  nach  w,  was  bei  einer  Po- 
tenzreihe durch  Differentiation  der  einzelnen  Glieder  geleistet  wird,  so 

w— 1 

erhält  man,  indem  man  mit  {u  —  «)  "*  beide  Seiten  multiplicirt,  und 
w  ==  «  setzt: 

1-1. 


LJ^m[rM(t.-«)"''  ]=^.A„J 


mdz 


\Z  —  a)    "« 
Durch  das  nämliche  Verfahren  ergiebt  sich: 

2(m-l)  _  m-2 

Lini  Yf"{u)  {u  -  a)     -      +  '''^^  f  {u)  {u  -  a)  -  J  = 

^  2(2->>n)        1      /'  na)dz 

{z  —  et)   "« 
Schreibt  man  die  Reihe  IL  in  der  kürzeren  Form: 

iL  ^ 

f{u)  =  «y  +  (t*  —  «)'«  ^1  +  (w  —  a)'«  ag  +  •  •  • 
so  erkennt  man,  dass,  falls  a^  nicht  gleich  Null  ist,   die  Ableitungen 
f\u)^  f"{u)  .  .  .  bezüglich   von  der  Ordnung      ~   ,        ~   ,  .  ..  unend- 
lich werden. 

Verschwinden  aber  die  auf  a^  folgenden  Coefficienten,  so  dass  die 
Reihe  die  Form  erhält: 

f(ii)  =  r/o  +  {u  —  «)"'  a^,  +  {u  —  a)  '"  a^,  +  i  +  (w  — «)  "»    0^+2  +  ..  • 

^  —  tu 

so  lautet  das  AufangsgliedderEntwickelung  von  f\u)'.  —  •  {u  —  a)  "*  a^, , 
und  dieser  Ausdruck  wird  für  u  ==  a  entweder  von  der  Ordnung  ^^^~ 
unendlich  gross,  oder  von  der  Ordnung  ^'^^  unendlich  klein,  je  nach- 
dem m  grösser  oder  kleiner  als  ft.     Für  m  =  ft  bleibt  er  endlich. 

25* 
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Es  kann  also  die  erste  Ableitung  eiuer  Function  in  einem  Ver- 
zweigungspunkte auch  Null  oder  endlich  sein.  Es  lässt  sich  aber  immer 
eine  Zahl  Ä  angeben,  so  dass  sämmtliche  Ableitungen,  deren  Ordnungszahl 
gleich  oder  grösser  h  ist,    im  Verzweigungspunkte   unendlich   werden. 

/( — km 

Denn  die  A'*''  Ableitung   beginnt  mit  dem  Gliede  (w  —  a)    '"    .     Dem- 
nach hat  man  den  Satz: 

Beginnt  die  Entwickelung  der  m-deutigen  Function,  abgesehen  von 

dem  Gliede  a^,  das  auch  Null  sein  hannj  mit  der  Potenz  (u  —  a)"*,  so 
wird  im   VerzweigungspunUe ,  wenn  h  >  —  geivählt  wird,  die  /.-"^  Ah- 

leitung  von  der  Ordnung  — ^-^  unendlich. 

Ist  Ti  ==  —  eine  ganze  Zahl,  so  bleibt  die  k^""  Ableitung  endlich,  und 

alle  Ableitungen  für  welche  h  <  —  verschwinden. 

196.  Nach  dem  im  §.  189  gelehrten  Verfahren  kann  die  Reihen- 
entwickelung auch  erweitert  werden  auf  ein  Gebiet,  in  welchem  singu- 
lare Punkte  (wesentliche  oder  ausserwesentliche)  der  Function  f{z)  und 
also  auch  der  Function  cp{Q  liegen;  vorausgesetzt,  dass  keiner  dieser 
Punkte  zugleich  ein  Verzweigungspunkt  ist. 

Heissen   die   singulären  Punkte   von  f{z)   c, ,  c^j  .  .  •  Ck,   die  ent- 

sprechenden  von   (p  (J)    bezüglich  }/,  =  (c,  —  «)"' ,  y^  =  (c.^  —  «)"*  .  .  . 

1 
y^.  ==  (Ci _  «)'« ,  wobei  jedesmal  auch  nur  eine  der  m  möglichen  Wurzeln 
einen  Punkt  y  zu  bestimmen  braucht,  der  ein  Unendlichkeitspunkt  für 
die  Function  (p{i)  ist,  so  besteht  die  Gleichung; 

TTT  ^m—     ^      [   r^i^)dt         r^[t)dt         r^)dt  ß{^)df\ 

m.  cp{t)-,^.^^J   J--      J    ^_-^     ~J     ^^-^     ~--J    j^j- 

Die  Integrale   sind   um   den  Punkt  Null   und   um   die  Punkte  y  so  zu 
führen,  dass  jeder  derselben  zur  linken  bleibt. 

Diese  (iJleichung  ergiebt,  wenn  mau  die  Substitution  i={z  —  «)'", 

t  ==  (u  —  «)»*  vollzieht,  für  die  Function  f(u)  die  Relation : 

Ula.  /•(«)  =  .-^  r  /l-/^-  '^' 


1.  1 

{z  -  a)    »t      {z—  cc)m  —  {u — a)w 


(Ci)  {Z  —  a)    in      {z—a)m  —  (u  —  ay>'  (c^,) 

Das  erste  integral  ist  für  die  äussere  Begrenzung  der  Windungsfiiiche 
zu  bilden;  jedes  der  anderen  bezieht  sich  auf  die  Curve,   welche  den 
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siiiguläreu  Punkt  Cj  der  kein  Verzweigungspimkt  ist,  umschliesst.    Das 
erste  Integral   kann  folglich,   da  u  einen  Punkt  innerhalb  der  Curve 

bedeutet,  auf  welche  sich  die  Werthe  von  z  beziehen,  nach  Potenzen 

1 

von  (-^")     entwickelt  werden.     In  den  andern  Integralen  bedeutet  z 

die  Punkte  auf  der  Curve   um   den  Punkt  c,   und   n   liegt  ausserhalb 
dieser  Curve.     Mithin  ist 

JL  1 

mod  (fip  =  mod  ^-^-'"r-''-'4  <  1 , 

(t*—  «)"♦  —  (c  — «)"* 


und  der  Quotient 


Y  wird  durch   eine  Reihe  darstellbar. 


[z  —  ay»-—  {u—ay>t 


deren  Anfangsglieder  lauten: 


(u—cc] 


(c-a) 


1    _l     (^-Cf)»»  — (C  — «)w 

i_  1 

(w  — a)"'  —  (c  — a)w 


1  In^ 

(ä  — «)"'  — (c  — «)»» 

Y~         1 

-(?*  — «)'«  — (c  — «)'«■ 


+ 


Demnach  folgt  aus  der  Gleichung  Illa.  die  Eiitwickelung : 
IV.    •     flu)  =  -}-  \    fM'il^  +  (u  -  a)i  f   «1^  + 

L(^    (^  — «)"»  (a)    {Z  —  a)     rii 


(o)    (-2;  -  a) 


f{z)dz 


-i  + 


(w  —  a) "« —  (c,  —  a)  "*  (c{)  {Z  —  a) 


+    p r^^ Jy:    /— ^^fo-«)'»-(c,-«)'»]rf^  + 

[(«-«)»'- (c,—«)™J  (5;)  («-«)  "• 

+  r — T^ — ir  T-— ^[(^-«)'"-(«.-«)'"T''^  +  •  • 


+ 


+ 


_     /     f(z)dz 


+ 


(?t --(v)'»  — (q— «)"•  ^v  (^-a)    ^rt 


r       -  -T 


/*   iw r       -^  -1 
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Der  Punkt  c,-  ist  ein  ausserwesentlich  oder  ein  wesentlich  singu- 
lärer,  je  nachdem  die  auf  diesen  Punkt  bezügliche  Entwickelung  eine 
endliche  ist  oder  nicht.  Im  ersteren  Falle  lässt  sich  eine  ganze  Zahl 
ii  angeben,  so  dass: 

f{u)l{u  — a)""— (d  — ay^] 

für  u  =  c  endlich  wird. 

197.  Ist  der  Verzweigungspunkt  «,  in  welchem  m  Blätter  der  Func- 
tion cyclisch  zusammenhängen,  zugleich  ein  singulärer,  so  wird  in  der 

Function  q){t)}  welche  aus  f{2)  durch  die  Substitution  t,=={z  —  «)"* 
hervorgeht,  der  Punkt  S  =  0  gleichfalls  ein  singulärer.  Mithin  lautet 
die  Entwickelung  (§.  189)  innerhalb  eines  Gebietes,  in  welchem  keine 
weiteren  singulären  Punkte  liegen: 

(0)  (0)  (0) 

(0)  (0)  (0) 

Derselben  entspricht  für  f\u)  die  Formel: 

V.         fiiC)  =  ,-^-  \  fr^^-  dz+{u-  ay-  f—^rr,  dz  + 

'  ^    ^         2inm       f    (z  —  ct)  '     ^  ^      f  ^ü±i  ' 


0* -«)"'(„)  («-«)  "*  (^  -«)'"(^  (^-«^)  "* 


(^ -«)'"(„)  (2-tt) 

Die  Integrale  sind  hier  längs  einer  den  Punkt  a  umschliessenden, 
durch  Umlauf  auf  allen  Blättern  vollständig  geschlossenen  Curve  zu 
bilden,  die  in  beliebiger  Nähe  des  Verzweigungspunktes  verlaufen  kann. 

Der  Punkt  selbst  ist  ein  ausserwesentlich  oder  ein  wesentlich  sin- 
gulärer, je  nachdem  der  zweite  Theil  der  Entwickelung  eine  endliche 
Gliederzahl  besitzt  oder  nicht.  Im  ersten  Falle  lässt  sich  eine  ganze 
Zahl  n  angeben,  so  dass 

n 
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für  u  =  a  endlich  bleibt.  f{ii)  wird  dann  im  Verzweiguiigspunkte  von 
der  Ordnuuf?    -  unendlich. 

Das  Integral  /  /'(^)  dz  geführt  um  den  Verzweigungspunkt  in  ge- 
schlossenem Umlauf  bekommt  nur  dann  den  Werth  Null,  wenn  der 
Coefficient   des  Gliedes  Null  ist;   denn   dieser  Coefficient   ist  das 

Integral  selbst.  Ist  diese  Bedingung  erfüllt,  so  i«t  der  Verzweigungs- 
punkt  (trotzdem  dass  er  zugleich  ein  singulärer  ist)  kein  logarith- 
mischer  Verzweigungspunkt  für  die  mehrdeutige  Integralfunction. 

Das  Integral,    hingeleitet   bis   in   den  Verzweigungspunkt,   erhält 

einen  endlichen  Werth  nur  dann,  wenn  auch  \  (p{i)  5"*~^  dt,  endlich 
bleibt.     Das  erfordert  (§.  181),  dass 

[')^(5).5"']  =  l/W(^-«)] 

verschwindet.  Es  müssen  also  in  dem  zweiten  Theile  der  obigen  Ent- 
wickelung  alle  Glieder,  welche  im  Nenner  eine  Potenz  von  u  —  a  mit 
einem  Exponenten  gleich  1  oder  grösser  als  1  enthalten,  verschwinden; 
die  Function  muss  also  im  Verzweigungspunkte,  der  nur  ein  ausser- 
wesentlich  singulärer  sein  kann,  von  niederer  als  der  ersten  Ordnung 
unendlich  werden. 

198.  Ist  der  unendlich  ferne  Punkt  ^  =  oo  ein  Verzweigungspunkt, 
in  welchem  m  Werthe  der  Function  cyclisch  zusammenhängen ,  und 
liegen   alle   singulären  Punkte  der  Function  innerhalb  eines  endlichen 

Gebietes,  so  wird  durch  Substitution  z  =  -,  f{z)  in  fy  >)  =  ^{z)  über- 
geführt, für  welche  der  Nullpunkt  der  Verzweigungspunkt  ist,  und 
welche  innerhalb  eines  endlichen  Gebietes  um  den  Nullpunkt  keine 
singulären  Punkte  besitzt. 

Demnach  ist  (§.  194  IL)  für  einen  beliebigen  Punkt  n'  dieses 
Gebietes: 

(0)  ^''"  (0)        ^'     '"  (0)       ^'     "* 

Die  Integrale  sind  in  positivem  Umlaufe  um  den  Nullpunkt  zu  führen. 
Daraus  folgt,  dass  für  die  urüsprüngliche  Function  die  Entwickelung 
lautet: 

f(„\—   ^    r  /*A-~)^^-s  ,   1     rf{z)dz  ,  1     rf[z)ds  , 
1^^^^  —  ~2i7tm    I    z     ^  L  /   i_.i  "^ T  /   i_i  "^ ' ■ 

]^^  um  J        z         "»  M"*    ^         Z         '« 

-(CO)  — (OD)  -(QO) 

Die  Integrale  sind  auf  den  ünendlichkeitspunkt  zu  beziehen,  dass  heisst 


392 
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auf  einer,  den  Nullpunkt  umschliessenden  Curve  zu  führen,  deren  Punkte 
beliebig  weit  liegen,  und  zwar  in  der  Richtung,  dass  die  endliche  Fliiche 
ebenfalls  zur  linken  bleibt. 

Ist  der  Punkt  ;2;  =  oo  zugleich  ein  singulärer,  so  erhält  man  nach 
der  nämlichen  Substitution  aus  der  Formel  V.  des  §.  195  die  Ent- 
wickelung:  • 


/■(«)  = 


2i7tm 


f 


f(z)  dz 


+ 


00) 


"i     2i; 


1  +  1 


1^     rf{z)dz    ■    1      rmd, 

1    /     i_i  "^   1    /     i_i 

*'"  •/     ^    '"       '^"^  •/     ^    '" 

-  (  00  )  -  (  00  ) 

l    /^f{z)dz       I    rmdz 

/  -7+1"  + ''   / "  7;t- 


+ 


+ 


—  (00)  —  (  00)  —  (  00) 

Ist  der  Unendlichkeitspunkt  ein  ausserwesentlich  singulärer,   so  lässt 
sich  eine  ganze  Zahl  n  angeben,  so  dass 


C 


W»' 


eine   endliche  Grösse   ist.     Die  Function  wird  dann  von  der  Ordnung 
im  Verzweigungspunkte  unendHch,  und  der  zweite  Theil  der  obigen 


n    • 
m 


Entwickelung  enthält  nur  die  Potenzen  u"^  bis  u^'K 

Das  IniegYSil  lf{s)  dz   geführt    um   den   Unendlichkeitspunkt   hat 

den  Werth  Null,  wenn  der  Factor  des  Gliedes  -   verschwindet. 

Das  Integral,   geführt  bis  in  den  Unendlichkeitspunkt,  hat  einen 


endlichen    Werth    wenn 


für  z'  =  0  verschwindet;    also    auch 


[f{z)  .  ^J  ==  0  wird.   Im  m —  1  fachen  Verzweigungspunkte  z  =  00  muss 

2=00 

also   die  Function   von   höherer  als  der  ersten  Ordnung  verschwinden, 
d.  h.  derselbe  kann  kein  singulärer  Punkt  sein,  und  es  muss  der  erste 

Theil  der  Entwickelung  mit  dem  Gliede  -^^qjj  beginnen. 

u   "* 

199.  Die  Untersuchungen  über  die  Beschaffenheit  der  mehrdeutigen 
Functionen  in  der  Umgebung  eines  Verzweigungspunktes  sind  noth- 
weudig,  um  eine  abschliessende  Einsicht  in  die  Theorie  der  algebraischen 
Äinctionen  zu  gewinnen. 

An  die  Spitze  dieser  Untersuchungen  lässt  sich  ein  Satz  stellen, 
durch  welchen  die  algebraischen  Functionen  vollständig  als  besondere 
Classe  unter  den  mehrdeutigen  charakterisirt  werden. 


^^!:::,,J-€^L^l^yCö-1^ 
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Denn  ebenso  wie  sich  unter  den  eindeutigen  analytischen  B\nic- 
tiunen  die  rationalen  algebraischen  defiiiiren  Hessen  als  diejenigen, 
welche  nur  ausserwesentliche  singulare  Punkte  (im  Endlichen  oder  Un- 
endlichen) besitzen,  gilt  für  die  mehrdeutigen  Functionen  der  Satz;*) 
Wenn  eine  Function  tv  für  jeden  Werth  von  z  n  Werthe  hat  y  und  in 
der  ganzen*  unendlichen  Ebene  nur  ausserwesentliche  singidäre  Punkte 
und  VerzweigungspunMe  der  oben  erörterten  Art  besitzt^  so  ist  sie  Wurzel 
einer  algebraischen  Gleichung  vom  Grade  n  in  w,  und  vom  Grade  m 
in  z:  /"(^™,  w"-)  =  0,  wobei  m  die  Summe  der  Ordnungszahlen  der  ün- 
cndlichkeitspunläe  angiebt. 

Es  seien  die  n  Werthe  der  Function  mit  w?, ,  w^)  .  .  -Wn  bezeichnet; 
ferner  seien  a, ,  a^j  .  .  .  a^  die  im  Endlichen  gelegenen  Unendlichkeits- 
punkte, die  nicht  zugleich  Verzweigungspunkte  sind;  in  jedem  der- 
selben wird  ein  Zweig  der  Function  unendlich,  und  es  mögen  die  Ord- 
nungen bezeichnet  werden  mit  *p  «2,  .  .  .  v>  ^^  ^^^^  ^^^^ 
w{z  —  «,)'»;  tv{z  —  «2)'^;  .  .  .  w{z  —  a^t)V 

endlich  bleiben;  dabei  ist  unter  w  jedesmal  derjenige  Zweig  zu  ver- 
stehen, welcher  in  dem  betreffenden  Punkte  a  unendlich  wird.  Es 
können  auch  Punkte  a  aufeinander  fallen. 

Ferner  seien  /3, ,  ß.^j  .  .  .  ßy  die  im  Endlichen  gelegenen  Verzwei- 
gungspunkte, die  zugleich  Unendlichkeitspunkte  sind;  in  solch  einem 
Punkte  mögen  bezüglich  Ä;j,  h^j  .  .  .  Jcy  Blätter  der  Function  zuammen- 
hängen;  und  es  werde  die  Ordnung  des  Unendlichen  (§.  197)  bezüg- 
lich  mit  /, ,  ^2?  •  •  •  ^»'  bezeichnet;  es  sind  also  die  Producte 

w{z  —  ^,)*';  tv{z  —  /Jj)*-^;  .  .  .  w{z  —  /3v)*v 

endlich.  Endlich  sei  der  Punkt  ^  =  00  ein  Verzweigungspunkt,  in 
welchem  k  Blätter  zusammenhängen,  seine  Ordnungszahl  heisse  ?,  so 
dass  also 


W[ 

z 


endlich  bleibt.     Es  sei 

m  =  (^^  +  ^2  +  .  .  .  i^,)  +  (/.-,  +  /.-.,  +  .  •  •  A",)  +  /. 

Bildet  man   die   in   Bezug   auf   die   Werthe  von   tv  symmetrische 
Function 

S  =  {ö  —  w^)  {a  —  tV.,)  ...((?  —  Wn), 

so  ist  dieselbe,  wie  überhaupt  jede  symmetrische  Function  der  Grössen 
tu,  eine  einwerthige  Function  von  Z'^  denn  auch  solche  Wege,  bei 
denen  sich  gewisse  Werthe  von  tv  cyclisch  unter  einander  vertauschen, 

*)  Riemann,    Theorie   der  Abel'schen  Functionen.  Werke  S.  101.     Briot 
und  Bouquet,  Theorie  dea  fonctions  elliptiques.    2.  ed.  pag.  216. 
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führen  doch  stets  zu  demselben  Werthe  der  Function  S.  In  jedem 
Punkte  a^i  wird  ;S'  unendlich  von  der  Ordnung  ^■^^,  in  jedem  Punkte  ßv' 
unendlich  von  der  Ordnung  /,,?  u»d  schliesslich  im  Punkte  ^  =  oo 
unendlich  von  der  Ordnung  l.  Mithin  niuss  die  einwerthige  Function 
^S",  da  sie  nur  ausserwesentlicbe  Singularitäten  besitzt,  eine  rational 
gebrochene  Function  von  z  sein,  (§.  190)  die  mau  in  der  Form  an- 
setzen kann: 

^  ^  f(z,  g) 
wobei  q>{z)   ' 

(P(Z)  =  {0  -   «,)'■'  (^  -  «2^  .  .  .  (^  -  «^)V  (Z  -  ß^)h   ,..{0-  ß,)h 

und  die  Ordnung  von  /  in  Bezug  auf  z  gleich  m  ist.     Mithin  ist 

S.q>{z)^f{z,  ö) 
eine  ganze   Function  m^*"  Grades   in  z  und   eine  ganze   Function  n*'^" 
Grades  in  ö. 

Da  nun  f{z"',  a")  als  Gleichung  n"""  Grades  in  0  betrachtet,  ver- 
schwindet, sobald  ö  einen  der  Werthe  e^, ,  w^,  .  .  .  Wn  annimmt,  so  ist, 
wie   die  Behauptung  besagt,   w  Wurzel   der  algebraischen  Gleichung: 

f[2'%  W")  =  0. 

Dieser  algebraische  Ausdruck  ist  irreducibel,  d.  h.  er  lässt  sich 
nicht  in  rationale  Factoren  niederen  Grades  in  iv  zerlegen,  sobald  die 
n  im  allgemeinen  verschiedenen  Werthe  der  Function  iv  derart  zu- 
sammenhängen, dass  man  durch  geeignete  Wahl  von  Wegen,  welche 
die  Verzweigungspunkte  umschliessen,  jeden  Functionswerth  Wi  in  jeden 
anderen  Wk  stetig  überführen  kann;  mit  anderen  Worten:  wenn  die 
zur  eindeutigen  Darstellung  der  Function  tv  erforderliche  w- blättrige 
Fläche  nicht  nur  in  einzelnen  Punkten,  sondern  längs  ganzer  Verzwei- 
gungsschnitte zusammenhängt. 

Denn  zerfällt  fiß'^y  W)  in  das  Product  r/(^,  iv)  .  h{z,  w),  so  müsste 
für  jeden  Werth  von  z^  da  keiner  dieser  Factoren,  welche  von  niederem 
als  dem  >^'^'"  Grade  in  w  sind,  für  alle  n  Werthe  tv  verschwinden  kann, 
jeder  der  beiden  Factoren  Null  sein,  z.  B. 

■  (/iZj  Wi)  =  0,        h{z,  Wk)  ==  0. 

Da  nun  durch  jede  algebraische  Gleichung  w  als  stetige  Function 
von  z  bestimmt  wird,  so  lässt  sich  um  jede  Stelle  ein  endlicher  Bereich 
angeben,  in  welchem  g{Zj  Wi)  als  Function  von  z  betrachtet  und  ebenso 
h{Zj  Wk)  überall  den  Werth  Null  hat.  Daraus  folgt  aber,  dass  jede 
dieser  Functionen  in  der  ganzen  zusammenhängenden  n- blättrigen 
Fläche  gleich  Null  ist;  denn  man  kann  aus  dem  endlichen  Gebiete  die 
Function  in  jedes  Blatt  vermittelst  der  Reihenentwickelung  nach  positiv 
ganzen  Potenzen  fortsetzen.  Da  bei  der  Annahme  zufolge  Wi  in  jeden 
anderen  Functionswerth  stetig  übergeführt  werden  kann,  so  ist  also 
g{0^  Wi)  =-  0,   g(z,  Wj)  =  0,  ...  g{z,  Wn)  =  0, 
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was  nur  möglich  ist,  wenn  g  vom  n^"''  Grade  in  Bezug  auf  w  ist.  Wenn 
die  Summe  der  Ordnungen  des  Unendlichen  der  Function  w  gleich  m 
ist,  so  muss  auch  g  vom  m}''°  Grade  in  z  sein,  d.  h.  der  Factor  /*(;?,  tVk) 
ist  auch  in  Bezug  auf  z  von  O^'^'"  Ordnung.  Also  ist,  wie  zu  beweisen  war : 

({z'^j  tV")  =  Const.  g{z''',  iV"). 
Umgekehrt  erkennt  man:  Wenn  die  algebraische  Gleichung /'(-s?,  iü)  =  0 
so  beschaffen  ist,  dass  man  von  einem  beliebigen  Anfangswerthe  w 
bei  beliebiger  Umkreisung  der  Verzweigungspunkte  nicht  zu  jedem 
andern  Wurzelwerthe  gelangen  kann,  so  zerfällt  die  algebraische  Form 
in  rationale  Factoren;  denn  jeder  zusammenhängende  Cyclus  genügt 
einer  irreducibelen  Gleichung  niederen  Grades  mit  rationalen  Coeffi- 
cienten. 

200.  Es  sei  jetzt  die  irreducibele  Gleichung  fiz'"-,  tv"")  =  0  ge- 
geben; so  sollen  Kriterien  aufgestellt  werden,  nach  denen  über  die 
Eigenschaften  eines  jeden  kritischen  Punktes  entschieden  wird,  und 
eine  Methode,  durch  welche  man  die  für  die  Umgebung  desselben 
giltigen  Reihenentwickelungen  erhält. 

Bei  dieser  Untersuchung  kann  man  sich  auf  Punkte  beschränken, 
in   denen  z  und  tv  endliche  Werthe  erhalten;  denn  diejenigen  Stellen, 

bei  denen  dies  nicht  der  Fall  ist,  werden  durch  die  Substitution  z=    , , 

z 

bezüglich  w  =  —r  in  Stellen  mit  endlichen  Werthen  transformirt. 

Es  soll  nun  zunächst  gezeigt  werden,  wie  man  gewisse  einfache 
Fälle  erledigen  kann,  ohne  besondere  Methoden  zu  Hülfe  zu  nehmen. 
Daraus  wird  sich  die  allgemeinste  Problemstellung  bei  beliebigen  Be- 
dingungen ergeben,  die  im  §.  202  ihre  Erledigung  findet. 

Es  sei  bekannt,  dass  für  einen  bestimmten  Werth  z  =  a  die  Func- 
tion w  den  Werth  h  annimmt,  so  lässt  sich  die  algebraische  Form 
f{z,  w)  nach  Potenzen  von  {z  —  a)  und  (w  —  h)  entwickeln  (§.  94). 
Die  Coefficienten  dieser  Entwicklung  sind  die  partiellen  Ableitungen 
von  f  nach  z  und  tv,  gebildet  für  die  Stelle  z  =  a,  w  =  b]  sie  sollen 
im  Folgenden  der  Kürze  halber  bezeichnet  werden : 

{  d'fjz,  IV)  \  _  .. 

Alsdann  wird: 

/•(«■»,  W)  =  {/,,„  (^  -  «)  +  f'o.i  («-•  ~  h)\  + 

+  it  |/'2,o («  -  ay  +  2A,.  {z  -  a)  {w  -b)  +  U.,uv  -  by\  + 

+  ---  +  h.  1^*.»  (^  -  <  +  ^'i  /"'-'■'  ('=  -  ")'"•  ('"  -'')  +  ••• 
+  ...  +  h,  /i_,. ,.  (ä  -  af-p  {w  -  6)p  +  .  .  .  /;, ,  («.  -  6)*{  + 
+ 
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Diese  Huiiime  schliesst  mit  Gliedern,  in  denen  z  —  a  bis  /Air  ;>i'^", 
IV  —  h  bis  zur  9i'^'"  Potenz  ansteigt,  ab. 

Ist  der  Punkt  z  =  a,  tv  =  h  ein  regulärer  für  die  Function  tv^ 
so  ist  /ö,i  von  Null  verschieden ;  in  diesem  Falle  gilt  für  die  Umgebung 
des  Punktes,  wie  im  §.  188  ausgeführt  wurde,  eine  Reihenentwicke- 
lung nach  positiven  ganzen  Potenzen: 

a,b  a,  b  a,  b 

Die  Ableitungen  — ^  werden    aus  der  Formel   j-  =  —  4^  durch 

successive  Differentiation  gewonnen.  Sind  insbesondere  /'i,o,  /2,o,  •  •  • 
fk-1,0  an  der  Stelle  z  =  a,  tv  =  h  sämmtlich  gleich  Null,  so  beginnt 
die  Reihenentwickelung  mit  dem  Glieder 

IV       ■        -  '-■      ~ •'*'"  ''"■' 


-^=^-(-«K'^)+-- 


dz^  fo,i 

a,  b 

Die  Tangente  der  algebraischen  Curve  ist  alsdann  in  dem  be- 
treffenden Punkte  parallel  der  Abscissenaxe  und  hat  eine  Berührung 
von  der  Ordnung  Je  —  1;  sie  schneidet  in  Ic  consecutiven  Punkten. 

Der  Punkt  z  =  a,  tv  =  h  ist  ein  kritischer,  wenn  für  denselben 
/o,i  =  0  wird. 

Als  erster  Fall  ist  hierbei  zu  betrachten,  dass  /!,()  von  Null  ver- 
schieden ist.  Dann  kann  in  der  soeben  erörterten  Weise  zunächst  z 
nach  ganzen  Potenzen  von  tv  entwickelt  werden ;  und  nimmt  man,  um 
hierbei  gleich  das  allgemeinste  Vorkommniss  zu  erwähnen,  an,  dass 
für  die  kritische  Stelle  auch  sämmtliche  partielle  Ableitungen 

fo,2  )    /o,3  ?    •  •   •  /o,  *— 1 

verschwinden,  so  erhält  man  die  Entwickelung: 

oder: 

{z  —  iC)  =.{w  —  Vfa\\  +  «,  {w  —  h)  +  a^{w-hY^r  •••  'B>n{w -hy] 

(Lim  B,n  =-  0). 
Zieht  man   auf  beiden  Seiten  die  ¥""  Wurzel  aus,  und  ordnet  die 
rechte  Seite  nach  Potenzen  von  tjv  —  6  vermittelst  des  Binomialtheorems 
und  seiner  Erweiterung  auf  Polynome,  so  folgt: 

1 
Indem  man  (-— -^j     mit  t  bezeichnet,  hat  man  nun  das  im  §.  192 
discutirte  Problem  zu  lösen,  die  Reihe: 
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t  =  (IV  —  h)  [1  +  «;  {w  -i>)  +  a.;  (?r  —  hy  +  ...] 

umzukehren.     Man  findet  hierdurch  eine  Entwickelung  von  der  Form: 

tv  —  h  =  t  +  ß,,t'' -j-  ßJ^ -\-  ... 
also:  1*2  3 

,^  _?,  =  (--)      +ßA~^)     +ßsK-)     +...        «=-)k!7,7 

Der  kritische  Punkt  ist  demnach  ein  Verzweigungspunkt  von 
der  Ordnung  Ti  —  1 ;  in  demselben  kängen  k  der  n  Blätter,  welche  zur 
eindeutigen  Darstellung  der  Function  w  dienen,  cyclisch  zusammen. 
Ist  der  betreffende  Punkt  ein  reeller  Punkt  einer  algebraischen  Curve 
mit  reellen  Coefficienten ,  so  hat  hier  das  reelle  Bild  der  Curve  eine 
zur  w'-Axe  parallele  Taugente  mit  /.;  —  l-facher  Berührung.  Die  Curve 
durchsetzt  zugleich  die  Tangente  (Wendepunkt),  wenn  h  eine  ungerade 
Zahl  ist, 

201.  Nunmehr  ist  der  kritische  Punkt  zu  untersuchen  für  den 
Fall;  dass  gleichzeitig  /ü,i  =  0  und  /;^o  =  0  sind.  Der  Kürze  halber 
werde  fortan  z  —  a  einfach  mit  ^,  tv  —  h  mit  w  bezeichnet,  was  nur 
aussagt,   dass   an  Stelle  des   Punktes  z  =  a,  tv  =  h  der  Coordinaten- 

d  hC 

anfanffspunkt  tritt;  ferner  sei  Wk=      \-     Verschwinden   dann   ausser 

den  beiden  ersten  Ableitungen  sämmtliche  partielle  Ableitungen  von 
der  2''",  3'^"  .  .  .h  —  P«"  Ordnung,  so  lautet  die  entwickelte  Gleichung: 

+  Th^{Uuo^^'-^' +  ...)  +  ... 

Der  betreffende  Punkt  heisst  in  diesem  Falle  ein  Ä'-elementiger  Punkt*), 
weil  hier  jede  durch  denselben  gelegte  Gerade  tv  =  az  mindestens 
h  Punkte  mit  der  Curve  gemein  hat. 

Setzt  man  in  der  Gleichung  für  z  den  Werth  Null,  so  erhält  man 
eine  Gleichung  w^<^"  Grades  für  iv^  von  den  Wurzeln  derselben  werden, 
wenn  wir  zunächst  annehmen,  dass  /J),^  nicht  gleich  Null  ist, 
h  Werthe  gleich  Null.  Denn  iv^  lässt  sich  als  Factor  herausheben.  Es 
stossen  also  jetzt  k  Blätter  in  dem  kritischen  Punkte  zusammen,  und 
es  fragt  sich  ob  sich  dieselben  hier  verzweigen. 

Zu  dem  Zwecke  ist  der  Quotient        in  der  Nähe  des  Z-elementio-en 

z  o 

Punktes  zu  untersuchen,  um  festzustellen,  welche  Werthe  die  erste 
Ableitung  ,  =  Lim  ,  sowiedie  höheren  in  demselben  erhalten.  Durch 
Division  mit  z^  bilde  man  die  Gleichung: 

0  ^  A  i/'." + '•■>  /-•'  (t) + ■  •  ■  '■■"  f-  '■•"(;")" + •  •  •  /-  CD'}  + 


')  Nöther,  Math.  Amial.  IUI.  IX.  S.  109. 
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die  in  Bezug  auf  den  Quotienten  vom  >^*•^"  Grade  wird,  und  für  s  ==  0 
nur  k  endliche  Werthe  liefert,  als  Wurzeln  der  Gleichung: 

^  (fk,o  +  h^k-iA^^  H kpfk-p,pW^P -] Ä,iW^i*)  =  0i-  =  O. 

Unserer  Annahme  zufolge  sind  die  k  Wurzeln  dieser  Gleichung  be- 
stimmte, nicht  unendliche  Grössen;  wir  wollen  weiter  annehmen,  dass 
sie  auch  alle  von  einander  verschieden  sind. 

In  dem  ä: -elementigen  Punkte  findet  dann  keine  Ver- 
zweigung statt;  denn  sämmtliche  höhere  Ableitungen,  welche  be- 
züglich zu  den  verschiedenen  Werthen  von  w  gehören,  bleiben  endlich. 
Dieselben  sind  einem  Systeme  zu  entnehmen,  welches  analog  den  im 
§.  188  aufgestellten  durch  successive  totale  Differentiation  erhalten  wird. 

Bezeichnet  man  —  mit  tv^,  weil  Lim  ( —\  =  w,  =^  ^,  so  wird 
allgemein: 

—  =  0 1  -i-  n r  i  also  für  0  =  0: j^  = , 

Nun  lautet  die  Gleichung  für  w^  geordnet  nach  Potenzen  von  z 

Oi  +  ^0i+i  4-  z'^<\>k^2  H =  0, 

und  aus  derselben  erhält  man  zur  Bestimmung  der  Ableitungen  an  der 
Stelle  0  =  0  die  Gleichungen : 

2!   ä^"  +  '*'^+i-'-^' 


^V    di(\-    '2     '      2       a?r,2    \2/^8!    6J?r,  A  2  /  /  ^  ^  *+' 

Diese  Gleichungen  liefern  successive  endliche  bestimmte  Werthe 
für  w^.  w.  .  .  ..  denn  der   Factor   ^ —  ist  von  Null  verschieden.     Ent- 

sprechend  den  verschiedenen  Werthen  von  iv^  ergeben  sich  durchaus 
eindeutig  verschiedene  Werthe  der  höheren  Ableitungen,  und  demnach 
Ic  verschiedene  Reihenentwickelungen. 

Ich'formulire  das  Resultat  in  dem  Satze:  Sind  in  dem  k-elementigen 
Punkte  sämmtliche  Werthe  der  erstell  Ableitung  endlich  und  von  ein- 
ander verschieden,  so  stosscn  in  diesem  Funkte  k  Functionselemente  zu- 
sammen, von  deuten  jedes  mir  ein  einfaches  ist,  d.  h.  jedes  ist  durch  eine 
lieihe  nach  positiven  ganzen  FotenzcM  ausdrückbar. 
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Ist  der  betrefFeüde  Punkt  ein  reeller,  und  sind  die  1:  Wertlie  der 
ersten  Ableitung  ebenfalls  reell,  so  gehen  durch  den  Z;- elementigen 
Punkt  h  Aeste  der  algebraischen  Curve  mit  getrennten  Tangenten- 
richtungen hindurch;  derselbe  heisst  dann  ein  Ä:-facher  Punkt  ohne 
Verzweigung.  Wird  eine  Wurzel  der  Gleichung  O^.  =  0  unendlich, 
so  heisst  dies  /"o^.  ist  Null;  O^  reducirt  sich  auf  eine  Gleichung  ^*  —  P^' 
Ordnung.  Um  das  Kunctionselement  zu  erhalten,  welches  zu  der  einen 
unendlichen  Wurzel  gehört,  entwickele  man  zunächst,  wie  am  Schlüsse 
des  §.  199,  z  als  Function  von  w.  Die  Reihe  beginnt  mit  dem  Gliede 
?r^,  oder  mit  einer  höheren  Potenz  von  ^v,  wenn  auch  weitere  auf  ein- 
ander folgende  Werthe   der  Ableitungen   von  z  nach  w  verschwinden. 

Ist  das  Anfangsglied  w^\  so  erhält  man  durch  Umkehr  ein  A'-fach  ver- 

1 

zweigtes  Kunctionselement,  welches  mit  dem  Gliede  z^'  beginnt. 

Geometrisch  sagt  dies  aus:  Im  ^fachen  Punkte  besitzt  ein  Ast 
eine  zur  y-Axe  parallele  Tangente,  auf  welcher  k'  consecutive  Punkte 
liegen,  oder  welche  eine  Berührung  von  der  Ordnung  k'  —  1  mit  dem 
Curvenaste   besitzt. 

Der  Satz  bleibt  bestehen  für  jede  einfache  Wurzel  von  0^  =  0, 
auch  wenn  andere  Wurzeln  mehrfach  vorkommen.    Aber  für  eine  mehr- 

fach  zählende  Wurzel   gilt  er   nicht:  denn   weil   für  dieselbe  ^- — =0 

wird,  so  gehören  zu  einer  solchen  im  allgemeinen  nicht  mehr  end- 
liche Werthe  höherer  Ableitungen.  Sonach  bleibt  nur  noch  die  Frage 
zu  beantworten :  wie  gestaltet  sich  die  Entwickelung  für  einen  mehr- 
fach zählenden  endlichen  oder  unendlichen  Werth  von  w^  ? 

202.  Wiewohl  auch  diese  Frage  durch  successive  Substitutionen 
gelöst  werden  kann*),  und  dieses  Verfahren  den  Vorzug  hat,  dass  es 
nur  den  Satz  für  die  Möglichkeit  der  Reihenentwickelung  in  einem 
regulären  Punkte  einer  algebraischen  Function  braucht,  um  daraus 
die  Existenz  und  Beschaffenheit  der  Reihenentwickelungen  im  sin- 
gulären  Punkte  abzuleiten,  so  erscheint  es  doch  zweckmässig,  da  die 
Existenz  der  Reihenentwickelung  nach  den  allgemeinen  Untersuchungen 
in  diesem  Capitel  feststeht,  auf  die  von  Newton  angegebene  Methode 
zurückzugehen,  welche  von  Puiseux  ausgebildet  wurde *^). 

*)  Siehe  Hamburger:  Ueber  die  Entwickelung  algebraischer  Functionen  in 
Reihen.  Zeitschrift  f.  Math.  u.  Physik.  Bd.  XVI.  Nöther:  lieber  die  singuläreu 
Werthsysteme  einer  algebraischen  Function.     Math.  Aunal.  Bd.  IX. 

**)  Newton  in  den  Briefen  an  Oldenburg  1(576  Juni  13  und  October  24.  Die 
Newton'sche  Methode  wurde  erläutert  und  bewiesen  von  Stirling,  der  von  der- 
selben sagt:  „quae  est  omnium  quam  quis  excogitare  potest,  generalissima  et 
elegantissima",  lineae  tertii  ordinis  1717;  Gramer,  Analyse  des  lignes  courbes. 
1750;  Puiseux,  Untersuchungen  über  die  algebraischen  Functionen.  Deutsch  von 
Fischer.  Halle  1801.  Vergleiche  auch  die  Darstellung  von  Briot  und  Bouquet: 
Theorie  des  fonctions  elliptiques. 
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Die  Function  /'(^  +  a,  tv-\-h)  =  0,  welche  in  der  Umgebung  der  Stelle 
0=zO^w  =  O  zu  untersuchen  ist,  während  dieser  Punkt  ein  A-elementiger 
ist,  werde  nach  Potenzen  von  0  und  w  geordnet.  Da  wir  nunmehr 
annehmen  müssen,  dass  auch  einige  der  partiellen  Ableitungen  A;^*^' 
Ordnung  (insbesondere  fo,k)  verschwinden  können,  so  denken  wir  uns 
die  Glieder  der  Entwickelung  in  folgender  Weise  geordnet.  Wir  suchen 
das  von  w  freie  Glied,  in  welchem  z  in  der  niedrigsten  Potenz  vor- 
kommt; ein  solches  muss  vorhanden  sein,  denn  sonst  liesse  sich  der 
Factor  w  absondern,  die  Gleichung  wäre  nicht  irreducibel.  Dieses  Glied 
sei  0^,  sein  Coefficient  Äi,o.  Alsdann  bestimme  man  das  von  0  freie 
Glied,  bei  welchem  w  in  der  niedrigsten  Potenz  vorkommt.  Dasselbe 
heisse  Ao^htv'',  Zwischen  diese  beiden  Glieder  ordne  man  alle  die- 
jenigen Glieder  von  der  Form  AaßS^w^  ein,  deren  Exponenten  a  und  ß 
bezüglich  kleiner  sind,  als  l  und  lij  während  von  den  Gliedern  mit 
gleicher  Potenz  ^"  (oder  w(^)  immer  nur  dasjenige  genommen  wird, 
bei  welchem  der  Exponent  von  iv  (resp.  z)  am  kleinsten  ist.  Die  auf 
diese  Weise  ausgewählten  Glieder  können  alsdann. so  geordnet  werden, 
dass  die  Reihe  der  Zahlen  a  eine  von  l  bis  0  abnehmende,  die  Reihe 
der  Zahlen  ß  eine  von  0  bis  h  wachsende  ist.  Die  Gesammtheit  aller 
übrigen  Glieder,  falls  noch  welche  nachbleiben,  werde  mit  (p{z,w)  be- 
zeichnet, so  dass  wir  das  Aggregat  in  der  Form: 

f(z  +  a,tv  +  h)  =  [Ai,oz'-i-y^Äa,^z"tüt^  +  Äo,hW^]  +  (p(iz,w')  =  0 

anschreiben  ''■).  Da  der  Punkt  als  ein  Ä;-elementiger  vorausgesetzt  wurde, 
so  kommt  unter  den  in  der  Klammer  stehenden  Ausdrücken  sicherlich 
ein  Glied  /i'*'  Dimension  vor.  Für  0  =  0  werden  h  Werthe  von  w 
gleich  Null,  es  handelt  sich  also  darum,  Entwickelungen  dieser  h  Wurzeln 
nach  steigenden  Potenzen  von  z  zu  gewinnen. 

Solch  eine  Entwickelung  beginnt  mit  dem  Glieder  w  =  vz^  .  .  ., 
wobei  ^  eine  ganze  oder  gebrochene  positive  Zahl  sein  muss.  Ist  die 
Reihe  bekannt,  so  können  auch  alle  Potenzen  von  w  durch  Potenz- 
reihen ausgedrückt  werden,  welche  innerhalb  des  nämlichen  Convergenz- 
kreises  gültig  sind,  und  zwar  beginnt  die  Entwickelung  von  w^  mit 
dem  Gliede:  v^z^^'.  Substituirt  man  dann  diese  Reihen  in  die  obige 
Form,  so  muss  der  Ausdruck  identisch  verschwinden:  d.  h.  die  Coefli- 
cienten   der   verschiedenen    Potenzen   von  z  müssen   einzeln  Null  sein. 


*)  Beispiel:  Aus  der  Entwickelung:  A^^^^zw^  -\-  A-^^^z^w"  -^  A^^zk^'  -]r  A^r^iv^ 

-tA,^^z'w  -f  A^^^z'w'  +  A^^^iv^  +  ^9  0^  +  A,4^'«^'  +  ^1,2''''^  +  Ao,«.^''  =  «» 
bei  welcher  der  Punkt  ^  =  0,  to  =  0  ein  6-elementiger  ist,  sind  die  Glieder  zu 
entnehmen : 

alle  übrigen  gehören  dem  Aggregate  (p{z,<iv)  an. 
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Durch  die  Substitution  tv  =  vz^',  iv!^  =  vt^ z^^'  erhält  der  obige  Ausdruck 
die  Form: 


[Ai,oz'  +  y]Aa,av^z^zi^^^  +  A,,?;''^''/']  +  9)  {z, 


vzn. 


Bei  Berücksichtigung  weiterer  Glieder  von  iv  treten  Glieder  auf,  deren 
Dimension  sicherlich  grösser  ist  als  die  der  angeschriebenen.  Aber 
auch  unter  den  angeschriebenen  sind,  zufolge  der  getroffenen  Auswahl, 
die  Dimensionen  der  in  (p{z,vz^)  vorkommenden  Glieder  sicherlich 
grösser,  als  die  Dimensionen  von  Gliedern  die  in  der  Klammer  stehen; 
denn  wenn  ein  Glied  z"tv^  in  (p  vorkommt,  so  giebt  es  in  der  Klammer 
ein  Glied,  bei  welchem  mindestens  einer  der  Exponenten  kleiner  ist  a 
bezüglich  ß.  Ist  nun  der  Werth  von  ft  bekannt,  so  ist  es  leicht,  die- 
jenigen Klammerglieder  anzugeben,  bei  denen  der  Exponent  am  kleinsten 
ist;  es  entsteht  aber,  da  /x  erst  ermittelt  werden  soll,  die  umgekehrte 
Frage:  Welche  Annahme  über  Glieder  von  gleicher  kleinster  Dimension 
in  der  Klammer  führt  zu  einer  rationalen  Bestimmung  von  fi?  und 
muss  ein  auf  diese  Weise  gefundener  W^erth  von  ^  noth wendig  der 
Exponent  des  Anfangsgliedes  einer  Reihenentwickelung  sein? 

Die  erste  Frage  lässt  sich  in  anschaulicher  Weise  lösen:  Man 
zeichne  in  der  Ebene   das   rechtwinklige   Coordinatensystem,    mit    den 

Axen  OX  und  OZ,  und  markire 
die  Werthe  von  a  und  ß,  welche 
unter  den  Exponenten  in  den  Glie- 
dern der  Klammer  auftreten,  je 
durch  einen  Punkt  mit  den  Cgor- 
dinaten  x  =  a,  y  =  ß,  indem  man 
irgend  eine  Einheit  der  Längen- 
bestimmung zu  Grunde  legt.  Auf 
diese  Weise  erhält  man  aus  dem 
ersten  Gliede  den  Punkt  auf  der 
Abscissenaxe:  x  =  l,  y  =  0\  so- 
'^'^'  "^'  dann   aus   den    folgenden    gewisse 

Punkte  mit  abnehmenden  Werthen  von  x  und  wachsenden  Werthen 
von  7/;  zuletzt  den  Punkt  auf  der  Ordinatenaxe  a;  =  0,  y  =  h.  {In 
der  beistehenden  Figur  sind  die  Punkte  eingetragen,  welche  zu  dem 
Beispiel  in  der  vorigen  Anmerkung  gehören.) 

Sollen  nun  z.  B.  zwei  Terme  Äa,ßZ"wf^  und  Aa- ;i- z"  iv^'  von  gleicher 
Dimension  werden,  indem  w  =  z^  gesetzt  wird  (man  beachte,  dass  nur 
positive  Werthe  von  ft  in  Betracht  kommen),  so  muss 

a  + ß^  =  a  -\- ß'^i     d.h.     ^  =  ";=-^ 
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sein.     Ans  dieser  Relation  ergiebt  sich  aber  folgender  Satz:  Verbindet 

Hariiack,    Difi'orcnlial-  n.  Integralrcclinung.  26 
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man    den  Punkt  aß   mit   dem  Punkte  aß'  durcli   eine  Gerade,   welche 
also  die  Gleichung  erhält 

S-?^  =  0    oder.(x-«)  +  ^(2/_/5)  =  0, 

SO  liegen  die  Punkte  a\  /3",  welche  zu  Termen  gehören,  welche  die- 
selbe Dimension  erhalten,  auf  dieser  Geraden  *,  die  Punkte  dagegen,  bei 
welchen  die  zugehörigen  Terme  von  niederer  Dimension  werden,  be- 
finden sich  auf  der  dem  Coordinatenanfangspunkt  zugekehrten  Seite, 
während  die  übrigen,  bei  welchen  die  Dimensionen  grösser  werden, 
auf  der  anderen  Seite  der  Geraden  liegen.  Denn  wird  für  einen  Punkt 
a\  ß"  a  +  ß"\^  =  a-\-ß^  =  a-\-ß'^^  so  genügen  die  Coordinaten 
a\  ß"  der  Gleichung  der  Geraden.  Ist  «"  +  ß"^  <  cc  -{-  ß^,  so  wird 
der  Ausdruck  x  —  a  -{-  ^{y  —  ß)  durch  Substitution  der  Werthe  x=  a\ 
y  =  ß"  ebenso  wie  für  den  Coordinatenanfangspunkt  negativ;  ist 
a"  -j-  /3"/i  >  «  +  /3^,  so  wird  er  positiv.  Daraus  folgt  die  Regel:  Nur 
solche  in  der  Klammer  stehende  Terme  können  (bei  irgend 
welcher  Annahme  von  ft)  von  gleicher  niedrigster  Dimension 
werden,  welche  die  Eigenschaft  habe n^  dass  die  Verbindung 
der  zugehörigen  Punkte  eine  Gerade  liefert,  welche  alle 
übrigen  Punkte  auf  der  dem  Coordinatenanfangspunkte 
abgewandten  Seite  liegen  lässt.  Demnach  handelt  es  sich  darum, 
durch  die  gegebenen  Punkte  nur  solche  Verbindungsgeraden  vom  Punkte 
z  =  lj  w  =  0  bis  zum  Punkte  ;S  =  0,  w  =  h  zu  ziehen,  dass  ein  Polygon 
entsteht,  welches  seine  convexe  Seite  dem  Coordinatenanfangspunkte 
zuwendet  (ft  >  0),  während  die  nachbleibenden  Punkte  auf  der  con- 
caven  Seite  sich  befinden.  Man  drehe  also  im  Punkte  2  =  1,  w  =  0 
eine  Gerade,  die  in  ihrer  Anfangslage  mit  der  Abscissenaxe  zusammen- 
fällt, von  links  nach  rechts,  so  lange,  bis  man  zum  erstenmal  einen 
oder  auch  zugleich  mehrere  der  construirten  Punkte  trifft.  Der  vom 
Drehpunkte  am  weitesten  entfernte  Punkt  heisse  a^^  ß^,  so  hat  man 
Terme  von  kleinster  Dimension: 

und  der  zugehörige  Werth  von  ft  ergiebt  sich  aus  der  Gleichung 

Dies  ist  eine  rationale  Zahl  grösser  oder  kleiner  als  1 ;  um  hervortreten 
zn  lassen,  dass  sie  nicht  immer  eine  ganze  Zahl  zu  sein  braucht,  be- 
zeichne man  sie  mit 

l  —  «1        i)i 

wobei  j»,  und  {/,  relativ  prim  sind.  Aus  der  Substitution  w  =  z'^^v 
geht   ein  Ausdruck  hervor,  aus   welchem  sich  s^  absondern  lässt,   und 
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da  das  von  z  freie  Glied  für  sich  betrachtet  verschwinden  muss,  so  er- 
hält man  zur  Bestimmung  von  v  die  Gleichung 

Dieselbe  ergiebt  /?,  endliche  Werthe  für  i;, ,  die  auch  zum  Theil  ein- 
ander gleich  sein  können;  so  dass  man  aus  dieser  ersten  Annahme  die 
Anfangsglieder  von  ßy   Reihen  gewinnen  würde. 

Nun  betrachte  man  eine  zweite  Seite  des  Polygones,  indem  mau 
in  dem  Punkte  a,,^|  die  Gerade  weiter  in  der  Richtung  von  links 
nach  rechts  dreht,  bis  sie  einen  oder  mehrere  der  construirten  Punkte 
trifft.  Der  am  weitesten  entfernte  heisse:  «2/^2*  ^^ann  sind  die  zu- 
gehörigen Terme 

von  gleicher  Dimension,  indem  man 


r.,  -fft/^,  =  «,  +  ^/3,     oder    f'  =  p^  _  p,  ,^^ 


«2  ^^  Ih 
ßi  fh 

setzt;   und   es   folgt   zur   Bestimmung  des  Coefficienten  v  in   der   Sub- 

stitution  IV  =  vz'^--  die  Gleichung  vom  Grade  /J.^  —  ß\'' 

Indem  man  dieses  Verfahren  fortsetzt,  erhält  man  schliesslich  aus  der 
letzten  Polygonseite,  welche  durch  den  Punkt  ^  =  0,  w  =  h  hindurch- 
gehen muss,  wenn  die  Anzahl  der  Polygonseiten  gleich  i  ist,  die  Com- 
bination: 

^-i_,^fii_,2"^-^Wi'i-^  +^Aa,^iZ"W^  +  Ao,,w\      ^  =  j^^^^~-  =    ^^ 

und  aus  dieser  zur  Bestimmung  des  Coefficienten  v  in  der  Entwickelung 

Pi 
IV  =  v.z'^i   die  Gleichung  vom  Grade  h  —  ßi-i- 

A--i,/^,-i  +^A,,,^vf^-^'i-i  +  Ao,HV^^-^i-i  =  0. 

Demnach  lautet  das  Resultat:  Besteht  das  Polygon  aus  i  Seiten,  so 
sind  i  verschiedene    Entwickelungen   möglich    mit   dem   Anfangsgliede 

tv  =  v.z'^^  und  zwar  gehören,  wenn  die  Coordinaten  der  Eckpunkte 
des  Polygones 

/,  0;  «,,  /i,;  ci,,  ß,]  .  .  .  «,_,,  /3,_,;  Oh 

lielssni^  y,u  den   Werthen: 


Pi      ^^  '^1. 

(?2              ßt-ßx   '     ' 

Pi-i             «,.2-«,-l 

Pi                     «.-1 

^,      ßi  ' 

*   (7,.,         ßi.^-ßi^^ 

ii               f^-ßi-i 

ezüglich 

ßn 

ß'l  -    ß\  •) 

ßi-l—ßi-iy 

n-ßi-i 
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iiiügliclie  Entwickelungen;  es  sind  also  in  Summa  h  Entwickelungeu 
der  h  Wurzeln  von  w ^  welche  für  0  =  0  ebenfalls  Null  werden,  als 
möglich  nachgewiesen. 

Die   Grössen  —,—...—  bilden,  wie  ein  Blick  auf  die  Figur  lehrt, 

weil  die  negativen  Werthe  dieser  Zahlen  die  trigonometrische  Tan- 
gente der  Winkel  angeben ,  welche  die  Polygonseiten  mit  der  posi- 
tiven Richtung  der  x-Axe  einschliessen ,  eine  abnehmende  Reihe  von 
Zahlen. 

Es  muss  gezeigt  werden,  dass  sie  auch  wirklich  alle  nothwendig 
sind,  um  die  /i  Entwickelungen  von  tv  zu  erhalten. 

Man  betrachte  die  ß^  möglichen  Entwickelungen,  welche  zur  ersten 

Polygonseite,  also  zu  dem  Werthe  ^-gehören;  es  ist /3j  entweder  gleich 

q^  oder  ein  Vielfaches  dieser  Zahl;  man  setze /^^  =  Jc^q^.  Da  nun  für 
jeden  Punkt  «,  /3,  welcher  auf  der  betrachteten  Polygonseite  liegt, 

a  -{-  ^ß  ==  cc^  -\-  ft/5,  =  l 
ist,  so  ist 

und  folglich  ist  auch  jedes  ß  gleich  q  oder  gleich  einem  Vielfachen 
von  q\  ich  setze  ß  =  liq^. 

Man  substituire   in   die  Gleichung,    aus  welcher   das  zugehörige  v 

1 
berechnet  wird,  für  v  den   Werth  A'/',  so  lautet  dieselbe: 

Sie  ergiebt  A',  endliche  Werthe  für  A,  welche  auch  zum  Theil  einander 
gleich  sein  können.  Jeder  einfachen  Wurzel  solch  einer  Gleichung 
entspricht  dann  ein  Cyclus  von  g,  Werthen;  das  Anfangsglied  dieser 
Entwickelung  lautet: 

_L      iL 
w  ==  Xi>  ■  z  '^' , 
\_ 
wobei  für  A'/'  einer  der  ^j  möglichen  Wurzehverthe  festgehalten  werden 

El 
kann,  während  für  z'i^    die   g,    verschiedenen   Wurzelwertlie   eintreten. 

Man  erkennt,  dass,  falls  alle  Wurzeln  der  Gleichungen  für  l 
einfache  werden,  die  ß^^  ßo  —  ßi  •  •  •  /^  —  ßi-i  Entwickelungen,  welche 
zu  den  i  Polygonseiten  gehören,  sich  bezüglich  in  A;, ,  k,  .  .  .  A,  Cyclen 
von  je  q^,  Qz  -  -  -  Q.i  Werthen  auflösen,  so  dass  in  der  That  alle  diese 
Entwickelungen  auch  nothwendig  sind,  um  die  h  Werthe  von  Wj  welche 
für  z=\  ebenfalls  Null  werden,  darzustellen. 

In  Bezug  auf  jede  einfache  Wurzel  l  erhält  man  nun  das  nächst- 
folgende Glied  in  der  Entwickelung: 
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JL  P+'  P  (  ^       A\ 

IV  =-  ü z t   +  v^z  'i    -{■  .  .  .  =  V z  1  \y  -\-    *  Z  'i  J 

indem  iiiaii  die  nächstfolgende  Dimension  von  z  bei  der  Substitution 
des  Werthes  tv  berücksichtigt.  Der  Coefficient  derselben  liefert,  gleich 
Null  gesetzt,  eine  lineare  Gleichung  zur  Bestimmung  von  v^. 

Es  ist  zu  untersuchen,  was  eine  vielfache  Wurzel  A  der  Gleichung 

für  eine  Bedeutung  hat;  es  sei  dieselbe  i-fach  vorhanden;  alsdann  muss 
jede  der  Formen 

IV  =  A'/i  Z'h 

das  Anfangsglied  von  q^i  Entwickelungen  sein;  diese  selbst  aber  werden 
wieder  in  gewisse  Cyclen  zerfallen.     Um  dieses  einzusehen,  setze  man 


z  ==  /'?',     IV 


=  [X'i^  +  w'Jz'P^ 


in  die  ursprüngliche  algebraische  Entwickelung  ein.  Dieselbe  verwan- 
delt sich  durch  diese  Substitution  in  eine  Gleichung  zwischen  z  und 
Wj  welche,  nach  Potenzen  dieser  Grössen  entwickelt,  die  Eigenschaft 
haben  muss,  dass  für  z  =  0  i  Wurzeln  w  ebenfalls  Null  werden.  In 
der  That  geht 
\Ai^^z'-\-  2JAaßZ"W'''  +  Ä,,^i^z"'tVi''\  +  [EÄ^'^^^'Z^''w>''+A^,,n  iv^'  +  (p{^,  m^)], 

in   welcher  nur  die   erste  Klammer  die   Terme  niedrigster  Dimension 
enthält,  was  diese  Terme  anlangt,  über  in: 

J,,,/'^.  +  2:yl«,^,/-^. [iT^w')  z^P'  +  Aa,,^z'^'^''\l'^+w')  z^^i\ 

oder  nach  Division  mit  der  niedrigsten  Potenz  von  /,  deren  Exponent 
Iq^  =  aq^  +  ßp,  =  «,g,  +  ftpj  ist: 

und  hier  verschwindet  das  von  tv   freie  Glied,  weil  A  eine  Wurzel  der 
Gleichung: 

A ,„  +  i:Aa,i  A  <i  +  Aa^a,  A 1  =  Ai,,  +  Z^«,^,  A*  +  ^„,,,.  A*".  =  0 . 

Weil   aber  A   eine  /-fache  Wurzel   dieser  Gleichung   sein  soll,   so  ver- 
schwinden auch  die  i — 1  ersten  Ableitungen  in  Bezug  auf  A. 

Man  untersuche  nun  die  Gleichung  z\vischen  z  und  w'  in  der- 
selben Weise,  wie  die  ursprüngliche  zwischen  z  und  Wj  indem  man 
zu  den  Dimensionen  ihrer  Glieder  das  entsprechende  Polygon  construirt. 
Jede  Polygonseite  führt  zu  einer  Auswahl  von  Gliedern  gleicher  nie- 
drigster Dimension,  und  jede  dieser  Auswahl  entsprechende  einfache 
Wurzel  zum  Anfangsgliede  einer  Entwickelung: 
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JL    ^'-. 
wobei  der  Nenner  q    die  Anzahl  der  Cyclen  angiebt.     Da  nun 


/  ==  z'^'     und     10  == 


[l'i^  +  iv')  z'p^, 


so  lauten  die  ersten  beiden  Glieder  der  Eutwickelung  von  iv  nach  z: 

tV  =  XQi  2f'/i  _|_  A''?'  <2f   '?''?!    . 

Man  kann  dabei  unter  A  '?',  X  'i  je  einen  der  möglichen  Wurzelwerthe 
festhalten,  während  die  Wurzelwerthe  von  z  alle  möglichen  g,^'  Werthe 
erhalten.  Man  erkennt,  dass  ein  Cyclus  von  q^q  Zweigen  entsteht;  das 
nächstfolgende  Glied  ist  durch  die  Substitution 

tu  =  A-/'   0'^'  +  k'  '1   z    '^'^'    +  ^^     ^'^'      +  •  •  • 

zu  ermitteln.  Tritt  aber  in  der  Gleichung  zwischen  iv  und  /  wieder 
eine  vielfache  Wurzel  auf,  so  führe  man  in  derselben  Weise  die  Varia- 
belen  /'  und  w"  ein,  so  wird  zufolge  der  Substitutionen 

lV=lliZ'i'j  z^=z'i^^  IV  =  \yi~^-\-W)ZP',  z  =z''i\  iv=AX'i -\-w'jz'^'\ 
falls  diese  Substitution  zu  einem  Cyclus  zwischen  w"  und  z"  führt, 

J_    vi. 

w"  =  X''i' z"'i'  , 

also : 

w'  ==  X'i  z'i  +  X"'i"  z    i"'i    , 

—     iL  J_     Pl±.tEl  JL     /)  "+?'>'+!>  lg'?" 

W  =  k'l^    Z'i'    +    k''i'   Z    9''?'      +  A"'/'  Z  9.77"  +  .  .  .  , 

es  entsteht  ein  Cyclus  von  q^qq"  Werthen. 

Es  können  nun  mehrere  solcher  Substitutionen  nöthig  sein,  aber 
schliesslich  muss  eine  endliche  Anzahl  zu  einer  einfachen  Wurzel  führen. 

Man  sieht  dies  folgendermassen  ein :  Da  i  eine  vielfache  Wurzel 
der  Gleichung  vom  Grade  /r,  ist,  so  ist  i  kleiner,  allenfalls  gleich  /j,. 
Es  findet  also  im  allgemeinen  eine  Abnahme  der  Vielfachheit  statt, 
und  durch  fortgesetzten  Process  wird  man  im  aligemeinen  zu  einem 
einfachen  Punkte  gelangen,  der  auch  nur  eine  einfache  Wurzel  liefert. 
Nur  dann  würde  der  Process  nicht  zum  gewünschten  Ziele  führen, 
wenn  von  einer  Stelle  ab  die  Vielfachheit  der  Wurzel  stets  gleich 
bleibt  dem  Grade  der  betreffenden  Gleichung.  Diese  Annahme  steht 
aber  in  Widersi)ruch  mit  der  Forderung,  dass  die  betrachtete  Form 
irreducibel  ist. 
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Denn  nehmen  wir  an,  was  die  Allgemeinheit  nicht  beeinträchtigt, 
dass  von  vornherein  die  Gleichung 

eine  /r, -fache  Wurzel  hat,  also  gleich 

^^^,/^.(^  — ^o)''  =  0 
ist,  so  hat  die  ursprüngliche  Gleichung  die  Form: 

Durch  die  Substitution:  ^  =  /'J'j  w==  l/l^'^'  -{-  w)  z'P'  und  durch  Divi- 
sion mit  dem  Factor  ^''^'(«»+^^^1)  =  /v.'  erhält  mau  [die  Gleichung 
zwischen  z    und  w  \ 


■Aa, 


\^,'"  +^7  -h\  +t(s\w')=o, 


in  welcher  t(.^' >  ^)  Jie  aus  9p  hervorgehenden  Glieder  bezeichnet;  die 
niedrigste  Potenz  von  w'  ist  w'^'^.  Der  Annahme  zufolge  soll  diese 
Gleichung  für  die  Entwickelung  von  w'  nur  eine  einzige  /jj-fach  zäh- 
lende Wurzel  liefern.  Das  erfordert  aber,  dass  sich  das  zugehörige 
Polygon  auf  eine  einzige  Gerade  reducirt,  dass  also  die  entsprechende 
Entwickelung  lautet: 

A  \w'  —  A'/^'j'^'  +  9, {z\  iv)  =  0. 

Denkt  man  sich  nun  die  weiteren  Substitutionen  ausgeführt,  und 
erhielte  man  immer  wieder  eine  Gleichung  vom  Grade  Ä',  zwischen  w 
und  ^,  so  würde  eine  Entwickelung  bestehen: 

w  =  A'^'  z'i^  +  k'z  '^'    +  k"z      '/'      +  .  .  .  , 

die  Gültigkeit  haben  müsste,  wie  gross  auch  immer  die  Exponenten 
von  z  werden.  Durch  diese  Entwickelung  würden  h^  Wurzeln  der  Glei- 
chung dargestellt.  Die  algebraische  Form  enthielte  also  innerhalb  eines 
gewissen  Gebietes  von  z  (und  folglich  überhaupt)  /.-,  gleiche  Wurzeln. 
Da  man,  von  einem  Werthe  i^  ausgehend,  eine  irreducibele  Form  her- 
stellen kann  (§.  199),  deren  Wurzelwertli  iv  ist,  so  folgt,  dass  die  ur- 
sprüngliche algebraische  Form  bei  der  getroffenen  Annahme  die  k^''  l*o- 
tenz  eines  irreducibelen  Factors  enthalten  oder  gleich  der  h'^^  Potenz 
einer  solchen  Form  sein  müsste. 

'203.    Das  in  der  Anmerkung  zu  §.  201  angeführte  Beispiel 

A',)^oz'^-{-A-^,yzhv+Ar,2z''iv'^  +  A^AZ^n'^-{-Air^zw^-\-AQ-,iv'-^(p{ZjW)'={)f 
wobei 

in   wclclieiu  l'ür   ,c  =  0   sieben    Werthe   von   w   ebenfalls   Null   werden, 
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führt,  wie  das  J^olygon  S.  401  lehrt,  zu  den  drei  Aggregaten  von 
Gliedern  gleicher  Dimension: 

I.     ^9,0iS'   +   ^7,1^'?^  +   Ar,.^Z'tV'^  =  0, 

II.   Ar,^2^^iV'^  +  vli,r,^?r^  =  0, 

llf.  Aij.^w^  +  Aojtv'  =  0. 
ad  I.  gehört  der  Werth 

9  —  7  9  —  5 ,. 

und  setzt  mau  demnach  tv  =  v.?'^,  so  erhält  man  die  quadratische  Glei- 
chung für  v: 

^.,,0  +  Ariv  +  Ar,^2v'^  =  0. 

Hat  dieselbe  zwei  verschiedene  Wurzeln,  ?;,  und  ^2^  so  giebt  es  zwei 
Entwickelungen  von  w  nach  ganzen  Potenzen  von  ^,  die  bezüglich  mit 
dem  Gliede 

w  =  v^z'^     und     w  =  v^z^ 

beginnen.  Dieselben  sind  hier  nicht  verzweigt.  Das  nächstfolgende 
Glied  bestimmt  man  aus  der  Substitution: 


w 


=  -^'i  ^^  [^  +  I;  ^  J     "11^^     «^  =  ^^2^'    -*  +  ^  ^J  ^ 


indem   man   die  Glieder   zehnter   Dimension    bestimmt  uud  die  Summe 
derselben  gleich  Null  setzt;  es  wird: 


^10,0    •  /  -^10,0 


^':^  =  -  ^-1— ^^r-j-  ,  '^h  = 


2^r,^2^1    +   ^7,1  '  2^-2^2  +    ^7,1 

Sind  aber  die  beiden  Wurzeln  einander  gleich,  v^  =  V2  =  v^  ist  also 
^7,1^  —  4Ac)ßAr,^2  =  0     und     2^521;  +  ^7,1  =  0, 

so  setze  man  u^  =  {v  +  w')  z"^]  in  der  Gleichung  zwischen  0  und  ?r', 
welche  sich  nach  Division  mit  dem  Glieder**  ergiebt,  werden  für  5^  =  0 
zwei  Werthe  zv'  ebenfalls  gleich  Null.     Dieselbe  lautet: 

A.j,o  +  A^,l{v  +  w' )  -\-  Ar,^2{v  +w'y  +  A4,4Z^{v  +  w'y  -{-  Ai,5  0'^(v  +  fvf  + 

+  A^i^iz^  (v  +  w'y  + . . .  +  Au),o  ^  ==  0 , 
oder,  zufolge  der  Bedingung  für  v  geordnet  in  der  erforderlichoji  Weise : 

AuKuZ  +  Ar,.,w'-'  +  ..  .=0. 
Hieraus  ergiebt  sich: 


-^5,2 


um]  folglich  erhält  man: 


w 
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also  eine  Reihe,   welche   nach   Potenzen  von  zr    fortschreitet;   es  sind 
zwei  Werthe  der  Function  cyclisch  verzweigt. 

Ist  aber  .4 10,0  =  0,  so  lauten  die  Anfangsglieder: 

A^^^z^v^  +  ^5,2  «t''^  =  0, 
demnach  wird: 

und   man   erhält  die  beiden   getrennten   Entwickelungen,   die   nur  im 
Anfangsgliede  übereinstimmen: 

IV  =  vz''  +  7/~-4^-'  z^+  .  ../     w  =  vz'  -  7/~-4'-^-  z''-  •.• 
r  -^5,2  f  -^5,2 

ad  II.  gehört  der  Werth  ^ 

5—1        4 

und  zu  IV  =  vz^  findet  man  die  Gleichung: 

^5,2f^  +  ^,5^^^  =  0     oder     ^5,2  +  ^1,5^  =  0,       V  =  v. 
Mithin  ist  ein  Cyclus  von  drei  Zweigen  vorhanden ;  die  bezügliche  Ent- 
wickelung  lautet: 

7/    ~  ^;''.2     ä     I  -5^      I 

W^  y     ~^^-z'  +  VZ^    -\-  .  ,. 


ad  III.  gehört  der  Werth: 
1 

7  —  5 


f*  =  7  z:  V  =  -^    uii<i    ^1,5  +  A^Ki^  =  0; 


also 


«'='//^f-'^+''*  +  --- 


Damit  sind  die  sieben  Werthe  von  w,  welche  für  z  =  0  ebenfalls  ver- 
schwinden, in  dem  sechselementigen  Punkte  in  ihrer  expliciten  Dar- 
stellung angedeutet. 


Berichtigungen. 

S.     33  Anmerk.  statt  „von  der  zweiten  Ordnung"  1.   „von  höherer  als  der  ersten 

Ordnung". 
S.    60  Zeile  19  u.  20  statt  „die  Summe  aus  den  Grenz werthen"  1.  „der  Grenzwerth 

aus  den  Summen". 
S.     94  Zeile  3  v.  u.  statt  „für  Ay''  1.  „für  Ay  =  0". 
S.     96  Zeile  2  v.  u.  ist  vor  y  =  0  das  Wort  „für"  einzuschalten. 
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